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AVANT-PROPOS A LA CINQUIÈME ÉDITION

La cinquième édition en langue française du présent manuel 
diffère de la quatrième.

Cette nouvelle édition, entièrement révisée et complétée, con
tient le matériel indispensable actuellement pour la préparation 
mathématique des élèves des écoles techniques supérieures. Il est 
exposé de façon que les étudiants et les ingénieurs puissent aborder 
les disciplines appliquées, basées sur l ’appareil mathématique.

C’est dans ce second tome du manuel que les changements les 
plus profonds ont été introduits.

On y a inclus deux nouveaux chapitres : le chapitre XX « Elé
ments de la théorie des probabilités et de la statistique mathémati
que » et le chapitre XXI « Matrices. Ecriture matricielle des systè
mes et résolution des systèmes d’équations différentielles linéaires ». 
On y utilise également l ’écriture matricielle pour des résolutions 
approchées successives des systèmes d’équations différentielles 
linéaires à coefficients variables. La nécessité d’inclure ce matériel 
dans un cours de calcul différentiel et intégral pour les écoles tech
niques est liée au fait que l’étude des solutions des systèmes d’équa
tions différentielles est, dans de nombreux ouvrages d’électrotech
nique, de radiotechnique et d’automatique, conduite à l ’aide de 
l’appareil de la théorie des matrices.

Dans le chapitre XIII, le paragraphe 31 « Notion sur la théo
rie de la stabilité de Liapounov » a été notablement élargi. Il est 
maintenant intitulé ainsi : « Notions sur la théorie de la stabilité 
de Liapounov. Comportement des trajectoires de l ’équation diffé
rentielle au voisinage d’un point singulier ». Ici parallèlement à la 
considération de la stabilité des solutions des systèmes d’équations 
différentielles on étudie le comportement des trajectoires à proxi
mité d’un point singulier dans le plan de phase. Cela était indis
pensable car lors de l ’étude des questions correspondantes dans les 
cours liés à l ’automation on doit savoir utiliser couramment ces 
notions. Ce chapitre comporte aussi un nouveau paragraphe 34 sur la 
méthode de Runge-Kutta de la solution approchée des équations 
différentielles.

Le chapitre XVI a été complété par les paragraphes 26, 27, 28. 
On considère ici la méthode des approximations successives des



14 AYANT-PROPOS

solutions des équations différentielles, on y démontre les théorèmes 
d’existence et d’unicité de la solution d’une équation différentielle. 
On a accentué la rigueur de l'exposé de tout le chapitre consacré 
aux équations différentielles.

On a écrit de nouveaux paragraphes 24 et 25 du chapitre XVI 
consacrés aux séries à termes complexes et aux séries entières d’une 
variable complexe. Le nouveau paragraphe 12 du chapitre XVII est 
consacré aux séries de Fourier sous forme complexe. Le problème 
de l ’intégrale de Fourier étant exposé plus en détails, on a élucidé 
certaines notions largement utilisées dans les applications (spectre, 
fonction spectrale). On a inséré dans le même chapitre les nouveaux 
paragraphes 15 « Série de Fourier suivant un système orthogonal 
de fonctions » et 16 « Notion d’espace fonctionnel linéaire. Analogie 
entre le développement de fonctions en séries de Fourier et la décom
position des vecteurs ».

Lors de la révision du chapitre XVIII « Equations de la physique 
mathématique » on a attaché une importance particulière à l ’analyse 
de la nature des phénomènes physiques conduisant aux équations 
de différents types et aux problèmes aux limites correspondants.

On a ajouté un nouveau paragraphe 20 «Fonction delta et son 
image » au chapitre XIX exposant les notions fondamentales du 
calcul opérationnel et la méthode opérationnelle de résolution des 
équatiôns différentielles. Elles sont indispensables pour l ’étude 
de nombreuses disciplines appliquées, notamment de celles qui 
sont liées à l ’électrotechnique.

De nombreux problèmes et exercices, illustrant pour la plupart 
des liéns qui existent entre les mathématiques et les autres disci
plines, ont été inclus dans le manuel. Les problèmes et les exercices 
ont été spécialement choisis pour chaque chapitre du cours afin de 
contribuer à l ’assimilation de la partie théorique. Certains ont été 
résolus et commentés à titre d’exemples. Cela rend ce manuel égale
ment utile pour l ’étude autodidacte.

L'auteur



Chapitre XIII

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

§ 1. Position du problème. Equation du mouvement du corps 
pour un milieu où la résistance est proportionnelle à la vitesse.

Equation de la chaînette

Supposons que la fonction y = f  (x) exprime un phénomène du 
point de vue quantitatif. Examinant ce phénomène, il est souvent 
impossible d’établir directement le caractère de la dépendance 
entre y et x , mais l ’on peut établir une dépendance entre les quanti
tés x , y et les dérivées de y par rapport à x: y ', y ", . . y{U\  c’est- 
à-dire que l’on peut écrire une é q u a t i o n  d i f f é r e n 
t i e l l e .

On demande de déduire de la relation entre x , y et les dérivées 
la relation directe entre y et x, c’est-à-dire de trouver y = f  (x), 
ce qu’on appelle encore i n t é g r e r  u n e  é q u a t i o n  d i f 
f é r e n t i e l l e .

Considérons deux exemples.
E x e m p l e  1. On laisse tomber un corps de masse m d’une certaine 

hauteur. On demande d’établir la loi de variation de la vitesse de chute v si 
le corps éprouve une résistance de freinage de la part de l ’air proportionnelle 
à la vitesse (le coefficient de proportionnalité étant /c), c’est-à-dire de trouver 
y =  /  (f).

S o l u t i o n .  En vertu de la seconde loi de Newton

dv

dv „

où ^  est l ’accélération du corps en mouvement (la dérivée de la vitesse par
rapport au temps) et F la force agissant sur le corps dans le sens du mouvement. 
Cette force est constituée de deux forces : de la force de pesanteur mg et de la 
résistance de l ’air — kv (on prend le signe moins car cette force est opposée 
à la vitesse). Ainsi

m -jj-= m g —kv. (1)

Nous avons une relation entre la fonction inconnue v et sa dérivée 3?, c’est-à-at
dire u n e  é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  p o r t a n t  s u r  l a  
f o n c t i o n  i n c o n n u e  y. (C’est l’équation du mouvement de certains 
types de parachutes.) Résoudre cette équation différentielle, c’est chercher une 
fonction v — f (t) la vérifiant identiquement. Il existe une infinité de telles 
solutions. Le lecteur vérifiera facilement que toute fonction de la forme

y=C e“ < +  -^ i- (2)K
vérifie l’équation (1) quelle que soit la constante C. Mais laquelle de ces fonctions 
donne la relation cherchée entre v et t ? Pour la trouver, imposons une condition
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supplémentaire : une vitesse initiale % (qui, notamment, peut être nulle) a été 
communiquée au corps au départ; nous supposerons que cette vitesse initiale 
est connue. Mais alors la fonction cherchée v =  /  (t) doit être telle que Ton ait 
pour t =  0 (au début du mouvement) v =  v0. Substituant t =  0, v — v0 dans 
la formule (2), on trouve:

d’où v 1
më

c - v°— r \
Ainsi, la constante £  est déterminée. La dépendance entre v et t s’exprime 

donc :

Il découle de cette formule que pour t suffisamment grands la vitesse v dépend 
peu de z;0.

Notons que si k =  0 (c’est-à-dire si la résistance de l’air est, nulle ou négli
geable), on retrouve un résultat connu èn physique*):

v = v Q+ g t .  (2ff)
Cette fonction satisfait à T  équation différen
tielle (1) et à la condition initiale : v =  v0 
pour t =  0.

E x e m p l e  2. Un fil flexible homo
gène est suspendu par ses deux extrémités. 
Trouver l ’équation de la courbe d’équilibre du 
fil soumis à son propre poids (telle est la posi
tion que prennent les fils, les chaînes, les câbles 
suspendus).

S o l u t i o n .  Soient M0 (0, b) le point le 
plus bas sur le fil, M  un point arbitraire sur 
ce fil (fig. 249). Considérons la portion de fil 
MqM. Cette portion est en équilibre sous l’ac
tion de trois forces :

1) la tension T, agissant tangentiellement au point M et formant avec l’axe 
Ox l’angle (p;

2) la tension H au point Moi agissant horizontalement;
3) le poids y s dirigé verticalement vers le bas, où s est la longueur de 1 arc 

MoM, y le poids spécifique du fil.
Décomposant la tension T en ses composantes horizontale et verticale, on 

obtient les équations d’équilibre:
T cos <p =  H ,
T s i i  (p =  ys.

*) On peut déduire la formule (2ff) à partir de (2') par le passage à la limite

[ ( ^ “ n r )  « m + ' ? ' ] =yo+gt'
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On obtient en divisant membre à membre ces deux égalités

tg (p = T T 5* (3)

Supposons maintenant que l ’on puisse écrire l’équation de la courbe cher
chée sous la forme y =  /  (x).. Ici, /  (2) est une fonction inconnue qu’il faut
chercher. Remarquons que 

Par conséquent,

>1, r Hou l ’on a pose — —a.
y

tgq> =  /' (* )= -§ -•

*l = L s
dx a ’

Dérivons les deux membres de l ’égalité (4) par rapport à x :
d2z/ 1 ds
dx2 a dx

Mais on sait que (voir § 1, ch. VI)

(4)

(5 )

Substituant cette expression dans l ’équation (5), on obtient l ’équation dif
férentielle de la courbe cherchée sous la forme:

S K / ‘+(£r- «
Elle relie les dérivées première et seconde de la fonction inconnue y . 
Sans nous arrêter sur les méthodes de résolution des équations, indiquons 

que toute fonction de la forme

y =  a ch +  £4 j + £2  (7)

satisfait à l’équation (6) quelles que soient les constantes Ci et C2• Il est facile 
de s’en convaincre en substituant les dérivées première et seconde de la fonction 
mentionnée dans l ’équation (6). Indiquons encore sans le démontrer qu’ôn a là 
toutes les solutions (pour divers C± et C2) de l’équation (6). Cela sera démontré 
au § 18.

Les graphiques des fonctions ainsi obtenues sont appelés des chaînettes. 
Voyons maintenant comment il convient de choisir les constantes Ci et C2 

pour obtenir précisément la chaînette dont le point inférieur a pour coordonnées 
(0, b). Etant donné que pour x =  0 on a le point le plus bas de la chaînette, la
tangente est horizontale en ce point, c.-à-d. ^  =  0. En outre, par hypothèse,
l ’ordonnée est égale à b en ce point, c.-à-d. y =  b.

On déduit de l’équation (7)

Substituant dans cette dernière x =  0, on obtient 0 =  sh Cit Donc Ci =  
=  0. Si b est l ’ordonnée de ikf0, on a alors y =  b pour x =  0. On déduit de
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T équation (7) en posant x — 0 et Ct =  0, b — |  (1 +  1) -f- C2, d’où 
C2 — b — a. On trouve en définitive:

y —a ch (---j +  &— æ.

L’équation (7) se simplifie beaucoup si l ’on prend l ’ordonnée du point M0 
égale à a. L’équation de la chaînette devient alors:

y — a ch

§ 2. Définitions

D é f i n i t i o n  1. On appelle équation différentielle une équa
tion établissant une relation entre la variable indépendante x , la 
fonction inconnue y = f  (x) et ses dérivées* y', y", . . ., y(n).

On peut écrire symboliquement une équation différentielle com
me suit:

F(x, y, y', y", . . . , y 'n,) =  0
OU

F ( x  v dx ’ dx* ’ • • • ’ dx* ) U-

Si y =  f  {x) est fonction d’u n e  s e u l e  variable indépendan
te, l’équation différentielle est dite o r d i n a i r e .  Nous nous 
bornerons à l ’étude des équations différentielles ordinaires *).

D é f i n i t i o n  2. On appelle ordre d’une équation différen
tielle l ’ordre de la dérivée la plus élevée contenue dans cette équa
tion.

Ainsi,
y' -  2xy* +  5 =  0 

est une équation du premier ordre.

*) En même temps que les équations différentielles ordinaires, on étudie 
également en analyse mathématique des équations aux dérivées partielles. 
On appelle équation aux dérivées partielles une relation entre la fonction inconnue 
Zj dépendant de deux ou de plusieurs variables x , y , . . ., ces variables elles-
mêmes et les dérivées partielles de z : — , ^  ̂ , etc.

, On a comme exemple d’équation aux dérivées partielles de fonction inconnue 
z (x, y) l ’équation

dz __ dz 
X dx ~ y dy

Il est facile de vérifier que la fonction z — x2y2 (ainsi que quantité d’autres 
fonctions) vérifie cette équation.

Dans ce cours les équations aux dérivées partielles sont étudiées dans le 
chapitre XVIII (t. II).
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L’équation
y " +  ky' — by — sin x = 0

est une équation du second ordre, etc.
L’équation considérée dans l ’exemple 1 du paragraphe précédent 

est une équation du premier ordre et celle de l’exemple 2 du second 
ordre.

D é f i n i t i o n  3. On appelle solution ou intégrale d’une équa
tion différentielle toute fonction y = f  (x) vérifiant identiquement 
cette équation.

E x e m p l e  1. Soit l'équation différentielle
âïy 
dx2 + y= o.

Les fonctions y — sin y =  2 cos x, y =  3 sin æ — cos x et, plus géné
ralement, toute fonction de la forme y — Ci sin x , y =  C2 cos x ou

y =  Ci sin x +  C2 cos x
sont des solutions de l ’équation donnée quelles que soient les constantes Ci 
et 2 î il est facile de s’en assurer en substituant ces fonctions dans l ’équation. 

E x e m p l e  2. Considérons l ’équation
y'x — x2 — y =  0 .

Ses solutions sont des fonctions de la forme
y =  x2 +  Cx,

où C est une constante arbitraire. En effet, on trouve en dérivant la fonction 
y =  x2 +  Cx :

y' =  2 x +  C.
Substituant les expressions de y et y' dans l ’équation donnée, on obtient l ’iden
tité

(2x +  C) x —  x2 —  x2 —  Cx =  0 .
Chacune des équations traitées dans les exemples 1 et 2 possède une infinité 
de solutions.

§ 3. Equations différentielles du premier ordre (notions 
générales)

1. Une équation différentielle du p r e m i e r  ordre est de la 
forme

F (*, y , y’) =  o. (1)
Lorsque cette équation est résoluble en y \  on peut la mettre sous 

la forme
v9 = / ( * ,  y)• (i')

On dit alors que l ’équation différentielle est résoluble par rap
port à la dérivée. On a pour une telle équation le théorème suivant 
sur l ’existence et l’unicité de la solution.
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T h é o r è m e .  Si dans Véquation

y' =  f  (*, y)

la fonction f  (x,y) et sa dérivée partielle ^  par rapport <à y sont contl-
nues dans un certain domaine D du plan Oxy et si (xQ. y0) est un point 
de ce domaine, il existe une solution unique y =  (p (x) satisfaisant à la 
condition y = 'z/0 lorsque x =  x 0. -•••

Ce théorème sera démontré au § 27, chapitre XVI. Géométrique
ment, le théorème signifie qu’il existe une fonction y ,= . (p<(x) et 
une seule dont la courbe représentative passe par le point (xQ,.>y0).'

Il résulte de ce théorème que l’équation (1') possède une infinité 
de solutions différentes [par exemple, la solution passant par le 
point (x0î ÿo)î -la solution passant par le point (x0, r/i) ; celle pas
sant par le point (xq, y2), etc., pourvu que ces points se trouvent 
dans le domaine D],

La condition que la fonction y doit prendre la valeur donnée y0 
lorsque a; =  x 0 s’appelle là condition initiale. Souvent on l’écrit 
sdus la forme 1

y I x= Xq =  y 0»
D é f i n i t i o n  1. On appelle solution générale d’une équa

tion du premier ordre une fonction
y =  <p (x, C), (2)

dépendant d’une constante arbitraire C et satisfaisant aux condi
tions suivantes :

a) elle satisfait à l ’équation différentielle quelle que soit la 
valeur concrète de la constante C ;

b) quelle que soit la condition initiale y =  y 0 lorsque x = x0, 
c.-à-d. (y)x==XQ =  y0, on peut trouver une valeur C — CQ telle que la 
fonction y — cp (x, C0) vérifie la condition initiale donnée. On sup
pose alors que les valeurs x0 et y0 appartiennent au domaine de 
variation des variables x et y dans lequel sont observées les condi
tions du théorème d’existence et d’unicité de la solution.

2. Cherchant la solution générale d’une équation différentielle, 
nous sommes souvent conduits à une relation de la forme

<D (x, y, C) =  0, (2')
non résolue en y. On obtient la solution générale en résolvant cette 
relation par rapport à y. Toutefois, il n’est pas toujours possible 
d’exprimer y à partir de (2') au moyen de fonctions élémentaires; 
on conserve alors la solution générale sous forme implicite. Une 
égalité de la forme d? (x, y, C) = 0 ,  donnant implicitement la 
solution générale, s’appellej Vintégrale générale de l ’équation diffé
rentielle.
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D é f i n i t i o n  2. On appelle solution particulière toute fonc
tion y =  (p (x, CQ) déduite de la solution générale y =  <p (x, C), 
en posant dans cette dernière C =  C0. La relation O (x, y , Cq) =  0 
est dite alors une intégrale particulière de l'équation.

E x e m p l e  1. L’équation du premier ordre
dy _  __y_ 
dx x

Q
a pour solution générale une famille de fonctions y — —  ; on peut le vérifier
par une simple substitution dans l ’équation.

Cherchons la solution particulière satisfaisant aux conditions initiales:
yo =  1 lorsque x0 =  2 .  Substituant ces valeurs dans la formule y =  — , on

Q
obtient 1 =  2 ou C =  2 .  La solution particulière cherchée est donc la fonction 

2
y =  T -

Du point de vue géométrique, l ’i n t é g r a l e  g é n é r a l e  
représente une f a m i l l e  d e  c o u r b e s  planes dépendant 
d’un paramètre C. Ces courbes sont appelées les c o u r b e s  i n t é 
g r a l e s  de l ’équation différentielle donnée. Une intégrale p a r 
t i c u l i è r e  est représentée par u n e  c o u r b e de cette famil
le passant par un point donné du plan.

Ainsi, dans l ’exemple considéré, l ’intégrale générale est repré-
sentée géométriquement par la famille d’hyperboles y =  — et
l ’intégrale particulière, définie par la condition initiale donnée, par 
l ’hyperbole passant par le point M 0 (2, 1). On a représenté sur la 
figure 250 les courbes de la famille correspondant aux diverses
valeurs: C = ~  7 C =  1, C = 2, C =  —1, etc.

Pour faciliter les raisonnements, nous appellerons par la suite 
s o l u t i o n  d e  l ’é q u a t i o n  non seulement la fonction y =  
=  ç (x, C0) satisfaisant à l ’équation proposée, mais encore la 
c o u r b e  i n t é g r a l e  correspondante. Ceci étant, on parlera, 
par exemple, de la s o l u t i o n  p a s s a n t  p a r  l e  p o i n t  
(zo, y  o).

R e m a r q u e .  L’équation ~~ =  — n’admet pas de solution
passant par un point de l ’axe Oy (fig. 250). Ceci est dû à ce que le 
second membre de l’équation est indéterminé pour x =  0 et, par 
conséquent, n ’est pas continu.

R é s o u d r e  o u  i n t é g r e r  une équation différentielle 
consiste à :

a) chercher sa solution générale ou son intégrale générale (si 
les conditions initiales ne sont pas données) ou
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b) chercher la solution particulière satisfaisant aux conditions 
initiales (s’il y en a).

3. Donnons l’interprétation géométrique des équations diffé
rentielles du premier ordre.

Soit donnée une équation différentielle résolue par rapport à la 
dérivée :

• § - / ( * . » )  <*')

et soit y =  qp (xy C) sa solution générale. Cette solution générale 
définit la famille de courbes intégrales dans le plan Oxy.

L’équation (1') détermine pour tout point M, de coordonnées
x et y, une valeur de la dérivée , c.-à-d. le coefficient angulaire de
la tangente à la courbe intégrale passant par ce point. Par consé
quent, l ’équation différentielle (1') définit un ensemble de direc
tions ou, comme on dit, un c h a m p  d e  d i r e c t i o n s  dans 
le plan Oxy.

Du point de vue géométrique, l ’intégration d’une équation diffé
rentielle consiste à trouver les courbes dont la tangente en chaque 
point est confondue avec la direction du champ en ce point.

On appelle isocline de l ’équation différentielle (1) le lieu géo
métrique des points vérifiant la relation ~  =  C =  const.

A chaque valeur de C correspond une isocline. Il est évident 
que pour la valeur C l ’isocline aura pour équation /  (x, y) = C.
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La famille des isoclines construite, nous pouvons représenter appro
ximativement la famille des courbes intégrales. Les isoclines per
mettent donc de définir l ’allure des courbes intégrales dans le plan.

La fig. 251 représente le champ de directions déterminé par 
l’équation différentielle

dy  ___y_
dx sc

Les isoclines de cette équation sont

— — =  C, ou y = —Cx.x ü

C’est le faisceau de droites que l ’on voit sur la même figure.

4. Considérons ensuite le problème suivant.
Soit donnée une famille de courbes dépendant d’un paramètre C :

y =  <p (*> C) (2)
telle que par tout point du plan (ou d’un domaine dans le plan) il 
ne passe qu’une courbe de cette famille.

On demande quelle est l ’équation différentielle admettant cette 
famille de fonctions pour intégrale générale.

On trouve en dérivant la relation (2) par rapport à x:

(3)
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Etant donné qu’il ne passe qu’une seule courbe de la famille par 
tout point du plan, chaque couple de valeurs x , y définit une seule 
valeur C dans l ’équation (2). Substituant cette valeur C dans la
relation (3), on trouve ^  en tant que fonction de x et dé y . On obtient
ainsi une équation différentielle qui est vérifiée par toute fonction 
de la famille (2).

Il en résulte que pour établir le lien entre z, y et , c.-à-d. pour

écrire l ’équation différentielle admettant pour intégrale générale 
la formule (2), il faut éliminer C des expressions (2) et (3).

E x e m p l e  2. Trouver réquation différentielle de la famille de para
boles y =  Cx2 (fig. 252).

On trouve en dérivant par rapport à x l ’équation de la famille

^  =  2  Cx. dx

Substituant C =  ~ ~  définie par l ’équation de la famille, on obtient 
l ’équation différentielle de la famille donnée :

dy 2y 
dx x

Gette équation a un sens lorsque x =£ G, c.-à-̂ d. dans tout domaine ne cou
pant pas l ’axe Oy.
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§ 4. Equations à variables séparées et séparables. 
Problème de la désintégration du radium

Considérons une équation différentielle de la forme

7S  =  ft (x)fz(y)> ( i )

où le second membre est le produit d’une fonction dépendant seule
ment de x par une fonction dépendant seulement de y. Transformons- 
la comme suit (en supposant que
f  2 (y) ¥= 0) :

■ j ^ d y - h W d x .  ( ! ')

Supposant que la fonction y de x soit 
connue, on peut considérer (1') comme 
l’égalité de deux différentielles, et leurs 
primitives se distingueront par une 
constante. Intégrant le premier membre 
par rapport à y et le second par rap
port à x , on obtient :

<r>
Nous avons obtenu une relation entre la solution y, la variable 
indépendante x et la constante arbitraire C, c.-à-d. qu’on a T inté
grale générale de l ’équation (1).

1. L’équation différentielle (1')
M  (x) d x+  N (y) dy =  0 (2)

est appelée équation à variables séparées. Comme on vient de le 
démontrer, son intégrale générale est

J M  (x) dx +  J N  (y) dy =  C.

E x e m p l e  1. Soit l ’équation à variables séparées 
x dx +  y dy — 0 .

Son intégrale générale est
«r2 t/2

Fig. 253

*2 . U2 
2 ‘ 2

Le premier membre n’étant pas négatif, il en est de même du second. Désignons 
2Ct par C2, on aura :

x2 +  y2 =  C2.
C’est l ’équation d’une famille de cercles concentriques (fig. 253) centrés 

à l ’origine des coordonnées et de rayon C.

2. Une équation de la forme
M , (x) N j (y) dx +  M 2 (x ) N2 (y) dy =  0 (3)
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est appelée une équation à variables séparables. Elle peut être rame
née *) à une équation à variables séparées en divisant les deux mem
bres par l ’expression N± (y) M 2 {x) :

Mi (x)Ni (y) M2(x)N2(y) , 0
Ni (y) M2 ( x )  aX+ N* (y) Mz (x) ^  “  U

OU

Ml{x) dx  +  - ^ l d y  =  0.MA*) 1 Nt (y) 
qui est une équation de la forme (2). 

E x e m p l e  2. Soit T équation

Séparons les variables : 

On trouve par intégration

dy
dx . x

dy __ dx
y x

dy _ f* dx
y ~ J ~

donc

Log I 0 | =  — Log | £ | +  Log | C | **) ou Log \ y \  — Log

d’où l ’en déduit la solution générale y ■=— .x
E x e m p l e  3. Soit l ’équation

( 1  - f  x) y dx +  ( 1  —  y) x dy =  0 .  

Séparons les variables:
1 +  x dx • i —y dy =  0\

( t + 1 )
On obtient en intégrant :

Log | x | +  x +  Log | y I — y =  C ou Log | xy | +  x — y =  C 
qui est l ’intégrale générale de l ’équation proposée.

E x e m p l e  4. La vitesse de désintégration du radium est directement 
proportionnelle à sa masse à l ’instant considéré. Déterminer la loi de variation 
de la masse du radium en fonction du temps, sachant qu’à l ’instant t =  0 la 
masse était m0.

*) Ces transformations sont légitimes seulement dans un domaine où 
ni Ni (y) ni M2 (x) ne s’annulent.

**) Ayant en vue les transformations ultérieures, nous avons désigné la 
constante arbitraire par Log | C |, ce qui est légitime, car Log | C | (lorsque 
C =£ 0) peut prendre n’importe quelle valeur de —  oo à +  oo.
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On détermine la vitesse de désintégration comme suit. Soient m la masse 
à l ’instant t et m +  Am la masse à l ’instant t -f- At. La masse désintégrée dans
le temps àt  est Am. Le rapport est la vitesse moyenne de la désintégration.
La limite de ce rapport lorsque At 0

lim
Àf-vO

Am
~ÂT

dm
dt

est la vitesse de désintégration à l ’instant t. 
D’après les conditions du problème

dm
dt =  —km, (4)

où k est un 
signe moins,
conséquent,

coefficient de proportionnalité (k >  0). Nous avons introduit le 
étant donné que la masse décroît quand le temps croît et que, par

L’équation (4) est une équation à variables séparables. Séparons les varia
bles :

dm
m — k dt.

On obtient en intégrant : 

d’où
Log m =  — kt 4- Log C,

Log =  —kt,

m =  Ce~hi. (5)

Etant donné que la masse du radium était m0 à l ’instant t — 0, C doit satisfaire 
à la relation

ro„ =  Ce -h‘° =  C.

Substituant la valeur de C dans l’égalité (5), on obtient l ’expression cherchée 
voir fig. 254) de la masse en fonction du temps:

m =  mQe~ht. (6)
On déduit le coefficient k des observations comme suit. Soit a % la fraction de 
la masse initiale désintégrée dans le temps i0- Ou a donc la relation

(1_w) =
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d’où

- * fo = L o g ( l - — )

On a établi de cette manière que pour le radium k =  0,000436 (l’unité de 
temps étant l ’année).

Substituant cette valeur de k dans la formule (6), on obtient 
™ =  0,000438^

Trouvons la période de désintégration du radium, c.-à-d. le laps de temps 
pendant lequel se désintègre la moitié de la masse initiale du radium. SubstL

tuant dans cette dernière formule ~
au lieu de m, on obtient F équation 
définissant la période T cherchée :

d’où

-0,000436T

-  Q,000436T =  — Log 2
ou

T _  Log 2 
"  0,000436 1590 années.

Remarquons que d’autres problè
mes de la physique et de la chimie 
conduisent également à l ’équation de 
la forme (4).

R e m a r q u e  1. Supposons que la fonction / 2 (y) de l'équa
tion (1) admette pour racine y — b, c’est-à-dire que / 2 {b) =  0. 
Il est alors évident que la fonction y — b est une solution de l ’équa
tion (1), ce qu’on vérifie aisément par une substitution directe 
dans cette équation. La solution y — b n ’est pas toujours donnée 
par la formule (1").

Sans aborder l ’analyse de ce cas, notons tout simplement que 
sur la droite y — b la condition d’unicité peut être_violée.

Voyons cela sur un exemple: l ’équation y' =  2 Y  y  admet pour 
solution générale y — (x +  c)2. La solution y — 0, elle, ne découle 
pas de la solution générale. Sur la droite y =  0 la condition d’uni
cité est violée (fig. 255).

R e m a r q u e  2. L’équation différentielle à variables sépa
rées la plus simple est

| |  =  /  (z) ÛU dy =  ./ (x) dx.
Son intégrale générale s’écrit

y =  J /  \x) dx +  c.
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Nous nous sommes occupés de la résolution d’équations de ce 
type au chapitre X.

§ 5. Equations homogènes du premier ordre
D é f i n i t i o n  1. On dit que la fonction f  (x, y) est une 

fonction homogène de. degré n par rapport aux variables a: et y si l ’on 
a pour tout X

f  (Xx, Xy) =  Xnf  (x , y).

E x e m p l e  1. La fonction f (x, y) =  x*-j-y3 est homogène et de 
degré 1, car

/ ( X . r ,  hy) =  f f  {Xx)2+(\y)Z =  Xjra?-\-y* =  %f (x, y ) .

E x e m p l e  2. } (x, y)  =  xy— y2 est une fonction homogène du second 
degré, car (kx) (Xy) — (Xy)2 =  X2 {xy — y2).

_if2
E x e m p l e  3. f (x, y) = ------ — est une fonction homogène de degré

zéro, car (kx)2— (Xy)2 _  x2 y2
xy

xy , c.-à-d. que / (kx, Xy) == / (x, y) ou / (Xa;, Xy)=(kx) (Xy)
=  X0/ (a:, y).

D é f i n i t i o n  2. L’équation du premier ordre

( i)

est dite homogène par rapport à a; et y si la fonction /  (a;, y) est une 
fonction homogène de degré zéro par rapport à a; et y.

R é s o l u t i o n  d e  l ’é q u a t i o n  h o m o g è n e .  On a 
par hypothèse /  (Xx, Xy) =  /  (x , z/). Posant dans cette identité 

1X =  — , on obtient :a; 7

/(* . y) = ./(* .  -f-) i

c.-à-d. qu’une fonction homogène de degré zéro dépend seulement 
du rapport — .

L’équation (1) s’écrit alors sous la forme

Faisons la substitution :
(n
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Substituant cette expression de la dérivée dans T équation (1'), on 
obtient

C’est une équation à variables séparables :
du »f m » du dx

=  ou 7 (i: u ) - u = — '
On trouve par intégration

Î du _ f dx , n
/(T, u ) - u  “  J

Substituant après intégration — à m, on obtient l ’intégrale de 
l ’équation (1').

E x e m p l e  4. Soit l ’équation
d y _ xy
dx x2— y2

On a dans le second membre une fonction homogène de degré zéro, donc 
l ’équation proposée est homogène. Faisons le changement de variables |  =  u; 
alors

dy , du .
y = u x ' - ^ = u + * ï ï - :
du u du u3

uJrX dx ~~ 1 — u2 ’ X dx ~~ 1 — u2 
Séparons les variables, on a :

(1 — u2) du __ dx / I  1 \ àx
u3 x ’ \ u 3 u ) x

et par intégration:
1 1 — -2P ~ L o g U |  =  Log|rc| +  Log | a |  ou —^ = h o g \ u x C \ .

Substituant w =  on obtient l ’intégrale générale de l ’équation initiale:

2^2"==L°g| Cy |.

Il est impossible d’exprimer ici y en fonction de x au moyen des fonctions élé
mentaires. Mais l ’on exprime facilement x en fonction de y :

x — y V “  2 Log I Cy I*

R e m a r q u e .  L’équation
M  (x, y) dx +  N (x, y) dy = 0

ne sera homogène que si M  (x , y) et N (x, y) sont des fonctions homo
gènes du même degré. Ceci résulte du fait que le rapport de deux
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fonctions homogènes d’un seul et même degré est une fonction 
homogène de degré zéro.

E x e m p l e  5. Les équations
(2x +  3z/) dx +  (x — 2y) dy =  0,

(,x2 +  y2) dx — 2xy dy =  0
sont homogènes.

§ 6. Equations se ramenant aux équations homogènes

Se ramènent aux équations homogènes les équations de la forme 
dy _  ax +  by +  c
dx a±x +  btf 4* C\ ' '

Si Ci = c =  0, l ’équation (1) est évidemment homogène. Supposons 
maintenant que c et ci (ou l ’un d’eux) ne soient pas nuis. Faisons 
le changement de variables:

x =  Xi +  h, y =  yi +  k.
Alors

dy __ dyi 
dx dxi (2)

Substituant dans l ’équation (2) les expressions des quantités x , y7 
on obtient :dx

dyi _ axi -f- by\ + ah + btc -f- c
dx± aixi~\-b\yi~\-aih-\-bik-\-ci

Choisissons h et k de manière qu’ils vérifient les équations
ah-\~bk-\-c =  0 , 1  

d\h  - j~  b^k - j -  Ci =  0 ,  /

c.-à-d. définissons h et k en tant que solutions du système d’équa
tions (4). L’équation (3) devient alors homogène:

diji _  axi +  byi 
dxi a±x\~\~biyi

Résolvant cette équation et revenant aux anciennes variables x  
et y d’après les formules (2), on obtient la solution de l ’équation (1). 

Le système (4) n’a pas de solution lorsque
a b
a>i h

- 0 ,
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c.-à-d. que abi = a ib> Mais alors •~- =  -y==Vqu ai =  Àa, bt = %b,
et l ’équation (1) peut être mise sous la forme

ày == (ax-{-by) +  c /rv
dx K (ax +  by) -f- cj ' '

La substitution
z =  ax +  by (6)

ramène alors l’équation donnée à une équation à variables sépara
bles.

En effet,
dz , 7 du
~ d x ~ a  +  b l ^  '

d’où
d y   1 dz a
dx b dx b (7)

Substituant les expressions (6) et (7) dans l’équation (5), on obtient

1 dz a __ z-j-c
b dx b %z-\-Ci

qui est une équation à variables séparables.
Le procédé utilisé pour intégrer l ’équation (1) s’applique égale- 

ment à l ’intégration de l ’équation

dy___ , l ax +  by +  c \ 
dx * \ aix-\-b{y +  / ’

où /  est une fonction arbitraire continue.
E x e m p l e  1. Soit réquation

dy _  x + y  — 3 
dx x —y —1

Pour la ramener à une équation homogène, faisons la substitution x =  xt -f- 
-f- h ; y =  y± -f- k. Alors

dyi xi-\-ÿi~\-h-\-k — 3
dzf x i—yt +  h—k —1

Résolvant le système de deux équations

on trouve :
h +  k — 3 =  0; h — k — 1 =  0, 

h =  2, k =  1 .
On obtient ainsi l ’équation homogène

dVi =
dxi

* i + y i
Zi—yi
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qu’on résout en faisant la substitution

on a :

V i — uxi ;

Xi

dyi _  

du   1 -f a
dx4 1 — u

, du
s r = "*+ * i ' s r î

et on obtient une équation à variables séparables :
du  1 +  u 2

*1
Séparons les variables : 

On trouve en intégrant :

dx  ̂  

1  -—  u

1 — u . 

, dxi
T+u? du~ —

ou

arc tg u—y  Log (1 +  a2) =  Log | x± | +  Log | C |, 

arc tg u =  Log | Cx\ ~\/i +  u2 1

rcts u.

Substituant dans cette dernière égalité —  au lieu de u, on obtient :
x \

arctg Vi
C l / ï î + K h »  **.

Enfin, passant aux variables x , y, on obtient en definitive:

_____ :________u___  arc tg — i
c  y  ( x -  2)2+ (y — l)2==e

E x e m p l e  2. On ne peut faire la substitution x =  x±-\-h, y =  y±+k  
dans Inéquation

_  2 x +  y — i  
4x -|- 2>y -J- 5

car le système d’équations servant à définir h et k est incompatible (le déter
minant j  |  2 J ^es coefficients des variables étant nul).

On peut ramener cette équation à une équation à variables séparables en 
faisant la substitution :

2x +  y =  z.
Qn a alors i/' =  z' — 2, et l 1 équation devient

z '— 2= "*“ 1

ou
2z-|-5

5z-|-9 
2z 5
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On en déduit
- z+ -^ -L o g |5 Z+ 9 |= x  +  C.

Comme z =  2 z + ÿ , on trouve finalement la solution de l’équation donnée sous 
la forme

A  (2 z + ÿ)4 -A -L og | 10x+5ÿ+ 9  |= x + C

OU
lOy — 5s +  ? Log | 10 x +  5y +  9 | =  Cl9 

c*-à-d. sous forme implicite.

§ 7. Equations linéaires du premier ordre

D é f i n i t i o n .  On appelle équat ion l inéaire d u  pre m ie r  ordre  
une équation linéaire par rapport à la fonction inconnue et à sa déri
vée. Elle s’écrit

§ - + P ( * ) y = Q ( x ) ,  (1)

où P  (x) et Q (x) sont des fonctions continues de x  données (ou des 
constantes). *

R é s o l u t i o n  d e  l ’é q u a t i o n  l i n é a i r e  (1). Nous 
allons chercher la solution de l ’équation (1) sous forme de produit 
de deux fonctions de x  :

y  =  u (x) v  (a;), (2)

On pourra prendre arbitrairement l ’une de ces fonctions, l ’autre 
sera définie alors par (1).

Dérivons les deux membres de l ’égalité (2), on trouve:
dy
dx

dv . du 
= u ^ + y dx

Substituant l ’expression de là dérivée —  obtenue dans l ’équation (1), 
on aura

ou

■ > ( £ + > ■ ’) <3>
Choisissons la fonction v  de sorte que l fon ait

ÈL +  P v = 0 .  (4)

Séparant les variables dans cette équation différentielle en v,  on 
trouve :

P d x .
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On obtient, en intégrant
—Log | | +  Log | v  | =  — j p  d x

ou
n  - \ p d x  v — C^e J

Gomme il nous suffit d’avoir une solution quelconque non nulle de 
l ’équation (4), nous prendrons pour fonction v ( x ) :

/  \   ̂ -P dx / t r \v ( x )  =  e ■> * (5)

où  ̂ P  d x  est une primitive quelconque. Il est évident que v  (x )=£  0.
Substituant la valeur trouvée de v ( x )  dans l ’équation (3), on 

obtient payant en vue que - ^  +  .Pz;==0 j :

ou
dit _  Q (x)
dx v {x) ’

d’où

u = \ W ) - i x + c '
Substituant dans la formule (2), on obtient finalement:

^ ”(*)[ÎTM-da:+C]
OU

y  =  v ( x )  +  (x). (6)

R e m a r q u e .  Il est évident que l ’expression (6) ne change 
pas si l ’on prend au lieu de la fonction v  (x) définie par (5) une fonc
tion quelconque v t (x) =  Cv (x). En effet, on obtient en substituant 
Vi (x) au lieu de v  (x) :

y  =  c v  (x) f d x  H- CC v (;X).
J  C v

C disparaît du premier terme du second membrè; le produit CC  
du second terme est une constante arbitraire que l ’on peut désigner 
simplement par C, et nous retrouvons l ’expression (6). Si l ’on pose

d x  =  cp (x), l ’équation (6) prend la forme 

y  =  v (x) q) (x) +  Cv  (x). (6')
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Il est évident qu’on a là l ’intégrale générale, car on peut choisir. C  
de manière que soit satisfaite la condition initiale: 

y  =  y  q lorsque x  =  x 0.

C  est déterminé par l ’équation
yo =  V fco) <P ( ô) +■ C v (x0).

E x e m p l e. Résoudre l ’équation
dy 2
dx x-\-i y =  (x +  î)*.

S o l u t i o n .  Posons

on a
y =  uv\

dy __ dv du 
dx U dx ' dx V'

dySubstituant Pexpression - dans l ’équation donnée, on obtient : dx
dv du 2

U dx dx V x 1 w> =  (s-M )3V

“ (■ £—ÏT T ^ )  + yJÊ r=(x+1)3-
juatioi 

y =  0,

Pour la détermination de y, on obtient l ’équation
dv 2

c.-à-d.

d’où

dx x +  l

dv 2 dx
V ~~ x-\-î  *

Log | y | =  2 Log \ x +  1 |=

(7)

y =  (x +  1) a.
Substituant l ’expression de la fonction y dans l’équation (7), on obtient pour la 
détermination de u 1* équation

CH-*)2 - ^ - = ( * + i ) 8

dU , |: ,,
-2 ï-= ( ^+ 1 )*

d’où

Par conséquent, l ’intégrale générale de l ’équation donnée s’écrit

y =  (* y 4+ C (* + i)2-
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La famille obtenue est la solution g é n é r a l  e. Quelle que soit la condi
tion initiale (æ0i Vo) où x0 — 1, on peut toujours choisir C de sorte que la 
solution particulière correspondante satisfasse à la condition initiale donnée. 
Ainsi, la solution particulière satisfaisant à la condition y 0 =  3 pour xQ =  0 
est définie comme suit:

3 =  10 +  111 +  ̂ (0+ 1)2;

Par conséquent, la solution particulière cherchée est

y = ( s + 1 )4 . 5 (*~M)2-2 ' 2
Toutefois, si l ’on prend la condition initiale (x0l y 0) de sorte que x0 — — l r 
on ne peut en déduire une solution particulière satisfaisant à cette condition.

2Ceci provient de ce que la fonction P (x) =  — es  ̂ discontinue au point
x0 =  —1 et les conditions du théorème d’existence de la solution ne sont pas 
observées.

R e m a r q u e .  On rencontre souvent, dans les applications, 
les équations différentielles à coefficients constants

%  +  a y - b ,  (8)
où a et b sont des constantes.

On peut résoudre cette équation à l ’aide de la substitution (2) 
ou par une séparation des variables:

d y = (  — ay+b) dx ,  _ ^ + .b = d x ,  — i-L og | — aÿ:+& | =  x +  Cit

Log| — a y-\-b \= — (ûæ +  C*), o ù  C* — aCt,

— ay~\- b =  r f“ +c*>, y =  — — e~l-ax+c*'> -f- — 
et finalement

y=Ce-“ + ± .

Cette expression dans laquelle C — — ~~ e ~C* est la solution 
générale de l ’équation (8)è

§ 8. Equation de Bernoulli
Considérons une équation de la forme *)

%  +  P - ( x ) y ' = Q X x ) . j r ,  (1)

où P  (x) et Q (x) sont, des fonctions continues de x  (ou des constantes) 
et n  =̂ = G, ra =̂ = 1 (sinon on aurait une équation linéaire).

*) A cette équation conduit le problème sur le mouvement du corps si la
résistance du milieu F dépend de la vitesse: F =  +  À2z>n. L’équation du

. , dv dv Xomouvement sera alors m -7- =  — ta y —• X2vn ou +     vn.dt c ât ' m, m
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Cette équation, qui est appelée équation de B e r n o u l l i , se ramène 
à une équation linéaire par la transformation suivante.

Divisant tous les termes de l ’équation par y71, on obtient:

y - n ^ + P y - ^  =  Q.  (2)

Faisons ensuite la substitution:
z =  y~n+i.

Alors

- g  =  ( - n  +  l ) y - n ^ - .

On obtient en substituant dans l ’équation (2) :

^ + ( - n  +  i ) P z = ( - n  +  i ) Q .

C’est une équation linéaire.
Calculant son intégrale générale et substituant à z  son expres

sion z/“n+1, on obtient l ’intégrale générale de l ’équation de Ber
noulli.

E x e m p l e .  Résoudre l’équation
-g- +  Xÿ =  x3ÿ3.

S o l u t i o n .  Divisant tous les termes par y3, on obtient: 
y - y  +  xy~2 =  s3- 

Introduisons la nouvelle fonction

on a alors
z =  y-

On obtient en substituant dans l'équation (4) :

*4——2 xz =  — 2æ3« dx
C’est une équation linéaire.

Trouvons son intégrale générale :
dz du , du

* = u v ’ l ï = u ! ï + - d ï - v-

Substituons dans l ’équation (5) les expressions de z et de

du , . du u — u—2 xuu=  —2x3
CLX CLX

dz
dx

ou

u ( ^ - 2xv) + v-i f = - 2x3-
Annulons l ’expression entre parenthèses :

du =  2 x dx ;

(3)

(4 )

(5)
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L o g |y |= x 2 ; v =  e*2>
On obtient pour définir u l ’équation

du =  _ 2x3. 
dx

Séparons les variables :

d u =  —1e~^x* dx, u = — 2 j e- x2x*dx +  C.

On trouve en intégrant par parties
u = x * e - xa+ e-*!s+ C  ; z= u ü = ® 2 + l+ C e * 2 .

On a donc l ’intégrale, générale de l ’équation donnée :

y~2 =  x2+ 1  +  Cex2
________ 1

y ~ V x * + i - Y C e xl

R e m a r q u e .  Tout comme pour les équations linéaires, on 
démontre qu’on peut chercher la solution de l ’équation de Bernoulli 
sous forme de produit de deux fonctions :

y  =  u ( x )  v  (x),

où v  (x) est une fonction arbitraire non nulle satisfaisant à l ’équa
tion v' +  P u  =  0.

§ 9. Equations aux différentielles totales

D é f i n i t i o n .  L’équation
M  (x, y) dx  +  N  (x, y) d y  =  0 (1)

est appelée équation a u x  différentiel les totales  si M  (x, y)  et N  {x, y)  
sont des fonctions continues dérivables telles que

3M _  dN
dy dx ’ v4!

les dérivées partielles - et - étant continues dans un certain 
domaine.

I n t é g r a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  a u x  d i f f é 
r e n t i e l l e s  t o t a l e s .  Montrons que si le premier membre 
de 1 équation (1) est une différentielle totale, la condition (2) esf 
observée, et inversement, si la condition (2) est observée, le premier 
membre de l ’équation (1) est la différentielle totale d’une certaine 
fonction u  (x , y ) ,  c.-à-d. que l ’équation (1) est de la forme

d u  (x , y)  •= 0 
dont l ’intégrale générale est u (x, y)  =  C.

(3)
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Supposons d’abord que le premier membre de l ’équation (1) 
soit la différentielle totale d’une certaine fonction w z/), c;-à-d.

alors
M { x ,  y)  d x + N  (x,  y ) d y  =  d u =  ~ ~ d x - \ - 1j d y ;

M = du
dz N

du
w (4)

Dérivant la première relation par rapport à y  et la seconde par 
rapport à a:, on obtient :

dM _  d*u ' ' 'dN __ d*u 
dy dxdy ’ dx dy dx

Supposant que les dérivées secondes sont continues, on a
dM __ dN 

: dy ~  dx '•

c.-à-d. que l ’égalité (2) est une condition n é c e  s s a i r e  pour 
que le premier membre de l ’équation (1) soit la différentielle totale 
d’une certaine fonction u (x, y ). Montrons que cette condition est 
aussi s u f f i s a n t e ,  c.-à-d. que si les égalités (2) ont lièu, le 
premier membre de l ’équation (1) est la différentielle totale d’une 
certaine fonction u (x,  y) .

De la relation
- I - =  M ^ y )

on déduit :
*

■ , u  =  j  M  (xr y) dx  +  cp (y),
*0

ou x 0 est l ’abscisse d ’un point arbitraire dans le domaine d ’existence 
de la solution.

Intégrant par rapport à x , nous supposons y  constant, et, par 
conséquent, la constante d’intégration est remplacée ici par une 
fonction arbitraire de y . Choisissons la fonction <p (y) de telle sorte 
que soit observée la seconde relation (4). A cet effet, dérivons *)

X

*j L'intégrale j* M  («, y) dx dépend de y  Pour trouver la dérivée de cette 

intégrale par rapport à y , il faut dériver par rapport à y la fonction sous le
' ' X  X

'd C ’ ' ’ ' 1 :/• 1 Qjfô '•
signe somme : —  J M (x, y) dx == J dx* Ceci résulte du théorème de

*o Xq
Leibniz sur la dérivation d'une, intégrale définie par rapport à un paramètre 
(voir § 10, ch. XI).
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les deux membres de la dernière égalité par rapport à y  et égalons 
le résultat à N  (;x , y) :

i f  =  |  4 j f  d z + < p ‘ (y) — N ( x ,  y ) .
XQ

M . dM dN . , .Mais comme , on peut ecnre :
X

j  4 r ' k + v '  =  c--à-d. iV (x, y) |ï0 +  <p' (y)  =  N { x , y)
*0

OU

Par

ou

iV (x, y)  —  N  (x0, y)  +  <p' (y) =  iV (x, y).

conséquent,
9' (y) =  -N (*o, y)

V

9 (y) — J y) d y  +  C i .
«o

Par conséquent, la fonction 7/ (x, y) sera de la forme
* v

« =  J M  (x, y) d x +  j  N  (x0, y)  d y  +  Ci .
*o y0

P  (^oî y o) représente ici un point au voisinage duquel existe .la solu
tion de réquation différentielle (1).

Egalant cette expression à une constante arbitraire C, on obtient 
l ’intégrale générale de l ’équation (1) :

Exe'mp le.

* y
j  M  (x, y) d x  +  j  N ( x 0, y) d y  =  C.

XQ . y Q

Soit l ’équation

dy =  0

(5)

Assurons-nous que c’est une différentielle totale. 
Désignons

M =
alors

2x 
/y3 » N = y2—3x2 

!/4

diV _  6x
dy z/4 ’ dx ~~ 7/4 ‘

La condition (2) est observée pour y 0. Le premier membre de l ’équation 
donnée est donc la différentielle totale d’une certaine fonction u (x , y). Trou
vons cette fonction.
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~ du 2xComme —  =  — - , on a dx y*

Î O w <r2
y-<** +  <P (ÿ) =  ̂ 3-+q>(ÿ).

où cp (y) est une fonction de y qu’il faut déterminer.
Dérivons cette relation par rapport à y et prenons en considération que

On trouve

par conséquent,

du ÿ2 — 3x2
W  ÿ4

3z2 , 11 \ y2- 3*2 .
— ÿr+ «P  (ÿ) ==— T *— :

<p'(y)=-js-; <p (! /)= —y + c i.

f \ x2 1 t r
ÿ/)= ^ 3— 7 + C l’

Par conséquent, l ’intégrale générale de l ’équation proposée est

4 - i - c .yz y

§ 10. Facteur intégrant

Supposons que le premier membre de l ’équation

M  (x, y) dx  +  N  (,x , y) d y  =  0 (1)

n e  s o i t  p a s  une différentielle totale. Il est parfois possible 
de choisir une fonction p (x, y) telle que si l ’on multiplie le premier 
membre de l ’équation proposée par cette fonction, ce premier mem
bre devient une différentielle totale. La solution générale de l ’équa
tion ainsi obtenue coïncide avec la solution générale de l ’équation 
proposée; la fonction p (x, y) est dite un facteur  in tégrant  de l ’équa
tion (1).

Pour trouver un facteur intégrant p, on procède comme suit: 
multiplions les deux membres de l ’équation donnée par le facteur 
intégrant, encore inconnu, p:

pAf dx  +  p N  d y  =  0.

Pour que cette dernière équation soit une équation aux différentiel
les totales, il est nécessaire et suffisant que l ’on ait

d (jiM) =  d (pN) 
dy dx 9
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c.-à-d.
dM 

^ dy
dN 
dx 1

ou encore
M -—dy

f dN 
{ dx

dM \ 
dy I *

On obtient en faisant le quotient des deux membres de cette dernière 
équation par p :

M d Log p j.T d Log p __ dN dM
dy dx ~~ dx dy ' K }

Il est évident que toute fonction p (,x , y) satisfaisant à cette der
nière équation est un facteur intégrant de l ’équation (1). L’équa
tion (2) est une équation aux dérivées partielles de fonction incon
nue p dépendant de deux variables x et y . On démontre que, dans des 
conditions déterminées, elle possède une infinité de solutions et 
il en résulte que l ’équation (1) a un facteur intégrant. Mais dans 
le cas général, il est plus difficile de déterminer p (x, y) dans (2) 
que d’intégrer l ’équation proposée (1). C’est seulement dans des cas 
particuliers que l ’on arrive à déterminer la fonction p (x, y).

Supposons, par exemple, que l ’équation (1) admette un facteur 
intégrant d é p e n d a n t  s e u l e m e n t  d e  y. Alors

d Log p _  n 
dx

et on obtient pour p une équation différentielle o r d i n a i r e :
dN dM

d Log p _ dx dy
dû “  M  ’

d’où l ’on détermine (par une quadrature) Logp et donc p. Il est 
évident que l ’on ne peut procéder ainsi que si l ’expression 
ÔN dM
~x M dy ne dépend pas de x.

dN dM
D’une manière analogue, si l ’expression dx — ■ — ■ ne dépend

pas de y mais dépend seulement de x , on trouve facilement le 
facteur intégrant qui d é p e n d  s e u l e m e n t  de x.

Ex e mp l e .  Résoudre l’équation
(y +  zy2) dx — x dy = 0.

S o l u t i o n .  Ici 
dM 
dy

M =  y +  x j j 2 ; N =
<1.0 dN A=  1 +  2 xy ; — 1 ; dM dN 

dy ^  dx
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Il en résulte que le premier membre de l ’équation n’ e s t  p a s  une diffé
rentielle totale. Voyons si cette équation admet un facteur intégrant dépendant 
seulement de y. Remarquant que

dN dM
dx, dy —1 — 1 — 2xy ___

; M y + x y ï  '

on conclut qu’il en est bien ainsi. Trouvons-le :
d Log p __  2

dy y  ’
d’où

1
Log p =  —2 Log y, soit •

On . obtient, après, multiplication de tous les termes de l ’équation proposée par 
le facteur intégrant p, l ’équation

( y + * )  d x ^ — d y = 0

aux différentiélles totales • Résolvant cette équation,
on trouve son intégrale générale :

/; f + * t + c = °
ou

2x
U a?2 + 2  C '

§ 11. Enveloppe d’une famille de courbes

Soit une équation de la forme
O (x, y, C) =  0, (1)

pu a: et y sont les coordonnées cartésiennes variables et C un paramè
tre susceptible de prendre diverses valeurs fixes.

Pour chaque valeur donnée du paramètre C, l ’équation (1) défi
nit une certaine c o u r b e  dans le plan Oxy. Donnant à C toutes 
les valeurs possibles, nous obtenons une f a m i 1 1 e d e c o u t -  
b e s  dépendant d’un paramètre. Par conséquent, l ’équation (1) 
est l ’équation d’une famille de courbes dépendant d’un paramètre 
(elle contient un seul paramètre arbitraire).

D é f i n i t i o  n. On appelle enveloppe L d ’une famille de cour
bes à un paramètre une courbe tangente en chacun de ses points à 
une courbe de la famille (fig. 256).

E x e m p l e  1. Considérons la famille de courbes 
(x -  €)* +  t  =  R \  

où R est une constante et C un paramètre.
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C’est l ’équation d’une famille de cercles de rayon R centrés sur l’axe Ox. 
Il est évident que cette famille admet pour enveloppe les droites y =  R, y =  
=  —R (fig. 257).

E q u a t i o n  d e  l’e n v e l o p p e  d’u n e  f a m i l l e  d e  
c o u r b e s .  Soit la famille de courbes

ô (* . y, C) =  0 (!)
dépendant d ’un paramètre C.

Supposons que cette famille ait une enveloppe dont l ’équation 
puisse être mise sous la forme y = cp (x) r cp (a;) étant une fonction

Fig. 256 Fig. 257

continue dérivable. Considérons un point M  (xr y) de l ’enveloppe. 
Ce point appartient aussi à une certaine courbe de la famille (1). Il 
correspond à cette courbe une valeur déterminée du paramètre C 
qui, pour (x, y) donnés, est définie par l’équation (1) : C =  C (x, y). 
Par conséquent, on a pour tous les points de l ’enveloppe l’égalité

(D (x, yf C Çx, y)) =  0. (2)

Supposons que C (,x , y) soit une fonction dérivable non constante 
dans aucun intervalle des valeurs de x, y considérées. Trouvons à 
partir de l ’équation (2) de l ’enveloppe le coefficient angulaire de la 
tangente à l ’enveloppe au point M  (xr y). Dérivons l ’égalité (2) 
par rapport à x , en considérant y comme fonction de x:

d(D . d® dC . /  d® . dO dC \
dx ' dC dx \  dy ' dC dy ) ^

ou
(3)
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On déduit ensuite le coefficient angulaire de la tangente au point 
M  (x, y) à la courbe de la famille (1) de l ’égalité

O; +  Q>'vÿ  =  0 (4)
(C est constant sur la courbe donnée).

Nous supposerons <Dy ^  0, sinon nous prendrions x comme fonc
tion et y comme variable. Etant donné que le coefficient angulaire k 
de l ’enveloppe est égal à celui de la courbe de la famille, on déduit 
de (3) et (4) :

< * ( £ + £ / ) - < >

Mais comme pour l ’enveloppe C (x, y) ^  const,
dC « dC / , a

- w + n j - y  = ^ 0 ’

et on a donc pour les points de cette dernière
Oc (x, y, C) =  0. (5)

Par conséquent, on détermine l ’enveloppe par les deux équations 
suivantes :

O {x, y, C) =  0,1 •
® c ( * , y , C )  =  o . |  ( )

Inversement, si, éliminant C de ces équations, on obtient y =  q> (x)y 
où (p (x) est une fonction dérivable, et C const sur cette courbe, 
alors y =  (p (z) est l ’équation de l ’enveloppe.

R e m a r q u e  1. Si une certaine fonction y =  <p (s) repré
sente le lieu géométrique des points singuliers de la famille (l)y 
c.-à-d. de points tels que Oi =  0 et <1)̂  =  0, les coordonnées de ces 
points vérifient également les équations (6).

En effet, on peut exprimer les coordonnées des points singuliers 
en fonction du paramètre C qui entre dans l’équation (1) :

* =  M  C), y =  [x(C). (7)
Si l ’on substitue ces expressions dans l ’équation (1), on obtient 

une identité en C :
O [X (iC), ^  (C), C] =  0.

Dérivons cette identité par rapport à C, on obtient:

comme on a, quel que soit le point singulier, les égalités <t>i =  0, 
Oy =  0, il en résulte qu’on a aussi pour ces points Oc =  0- 

Nous venons donc de démontrer que les coordonnées des points 
singuliers vérifient les équations (6).
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Ainsi, les équations (6) définissent soit l ’enveloppe, soit le lieu 
géométrique des points singuliers des courbes de la famille (1), soit 
une combinaison de l ’une et de l ’autre. Par conséquent, ayant obte
nu une courbe satisfaisant aux équations (6), il importe de faire une 
étude spéciale pour déterminer si la courbe obtenue est l ’enveloppe 
ou bien un lieu de points singuliers.

E x e m p l e  2. Trouver l ’enveloppe de la famille de cercles dépendant 
d’un paramètre C

(x — c)2 +  y2 — R2 =  0.

S o l u t i o n .  On obtient en dérivant l’équation de la famille par rapport 
à C :

2 (x — C) =  0.

Eliminons C de ces deux équations, on obtient:

y2 — R2 — 0 ou y — ±  R.
Il résulte des considérations géométriques que le couple de droites obtenues 

est bien l ’e n v e 1 o p p e (et non pas un lieu de points singuliers, étant donné 
que les cercles de la famille n’ont pas de points singuliers).

E x e m p l e  3. Trouver l’enveloppe de la famille de droites:
x cos a +  y sin a — p =  0, (a)

où a est le paramètre.
S o l u t i o n .  On trouve en dérivant par rapport à a  l ’équation de la fa

mille
— x sin a +  y cos a =  0. (b)

Pour éliminer le paramètre a  des équations (a) et (b), multiplions la 
première par cos a, la seconde par sin a  et retranchons la seconde de la première ; 
on obtient:

x =  p cos a.
On trouve en substituant cette expression dans l ’égalité (b) :

y =  p sin a.
Elevons les deux membres des équations précédentes au carré et ajoutons- 

les; on a:
x2 +  y2 =  p2.

C’est l ’équation d’un cercle. Ce cercle est 1’ e n v e 1 o p p e de la famille 
de droites (et non pas un lieu de points singuliers, car les droites n’ont pas de 
singularité) (fig. 258).

E x e m p l e  4. Trouver l ’enveloppe des trajectoires des projectiles lan
cés par un canon à la vitesse y0 sous différents angles. On suppose que les projec
tiles sont lancés de l ’origine des coordonnées et que leurs trajectoires se trou
vent dans le plan Oxy (on néglige la résistance de l ’air).

S o l u t i o n .  Trouvons d’abord l ’équation de la rajectoire d’un projec
tile lancé sous l ’angle a  dans le sens positif de l ’axe Ox. Le mouvement du 
projectile est la superposition de deux mouvements : d’un mouvement uniforme 
de vitesse u0 dans la direction du lancement et d’un movement de chute sous
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Faction de la pesanteur. La position du projectile M  sera donc définie à chaque 
instant t par les égalités (fig, 259) :

; x ==; vQt cos a f:
gt*y — v0tsm a ----- g- .

Ce sont les équations paramétriq es de la trajectoire (le paramètre est le tempe). 
Eliminant tr on trouve l’équation de la trajectoire sous la forme:

y =  x tg a - gx*
2vl cos2 a ’

a
enfin, introduisant les notations tg.a =  7c, - =  a, on obtient :

y =  kx — axz (1 -f- 7c2).
C’est l ’équation de paraboles passant par l ’origine, d’axes verticaux et de bran
ches tournées vers le bas. On obtient différentes trajectoires en faisant varier k.

(8)

L’équation (8) est donc l ’équation d’une famille de paraboles à un paramètre, 
qui sont les trajectoires des projectiles lancés sous différents angles a  et avec 
une vitesse initiale donnée uQ (fig. 260).

Cherchons l’enveloppe de cette famille de paraboles.
Dérivons les deux membres de l’équation (8) par rapport à 7c, on obtient:

x — 2akx2 =  0. (9)
Eliminons k des équations (8) et (9), on obtient:

y = i ~ ax*

G’est 1* équation d-’une parabole de sommet au point (o, L )  et dont l ’axe

est Oy* Elle n’est pas un lieu de points singuliers (les paraboles (8) n’ont pas de 
points singuliers). Ainsi, la parabole

y = - 4 a—-ax^

est l ’enveloppe de la famille de trajectoires. On l’appelle la . p a r a b o i e  d e  
s u r e t é, car la région se trouvant en dehors de cette parabole est hors de por
tée des projectiles lancés avec la vitesse initiale v0.
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E x e m p l e  5. 
cubiques

Trouver l ’enveloppe de la famille de paraboles semi- 

y* -  (* -  CY =  0.

S o 1 u t i o d. Dérivons l ’équation donnée par rapport au paramètre C :
2 (x — C) =  0.

On obtient en éliminant le paramètre C des deux équations
y =  0.

L’axe Ox est un lieu géométrique des points singuliers (des points de rebrous
sement de première espèce) (fig. 261). En effet cherchons les points singuliers 
de la courbe

» » - ( * -  CY =  0,

C étant fixé. On trouve en dérivant par rapport à x et y:

F'x =  — 2 (x.—- C) =  0;
F y =  3 y* =  0.

Résolvant les trois dernières équations on trouve les coordonnées du point 
singulier : x =  C, y =  0 ; par conséquent chaque courbe de la famille a un 
point singulier sur l ’axe Ox.

Les points singuliers décrivent l ’axe Ox tout entier lorsque le paramètre 
C varie d’une manière continue.

E x e m p l e  6. Trouver l’enveloppe et le lieu géométrique des points 
singuliers de la famille

( y - C ) * — | ( * - C ) 3= ° . (10)
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S o l u t i o n .  Dérivant par rapport à C les deux membres de l ’équation 
(10), on trouve :

- 2 ( y - C )  +  | . 3 ( s - C ) 2 = 0

OU
y - C ~ - ( x - ~ C ) * = Q .  (11)

Eliminons maintenant le paramètre C de l’égalité obtenue (11) et de l’équation 
(10) de la famille. Substituons l ’expression

y — C =  (x — C)2 
dans l ’équation de la famille, on obtient:

(x_ C ) 4 - | . ( a:_C )s= 0
OU

on obtient ainsi deux valeurs de C, auxquelles correspondent deux solutions 
du problème proposé.

Première solution :

C =  x;

on déduit donc de l ’égalité (11) : 

y — x — (a; — x)2 =  0

ou

Deuxième solution :

| î

on déduit donc de l ’égalité (11)

y = x .
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Nous avons obtenu deux droites : y =  x et y =  x ---- g-. La première droite est

le lieu des points singuliers et la seconde l ’enveloppe (fig. 262).

Re m a r q u e 2. Nous avons démontré au § 7, ch. VI que 
les normales à une courbe étaient en même temps les tangentes à la 
développée de cette courbe. Par conséquent, la famille des normales 
à une courbe donnée est en même temps la famille des tangentes à sa 
développée. On voit donc que la d é v e l o p p é e  d’u n e c o u r - 
b e  e s t  l ’e n v e l o p p e  d e  l a  f a m i l l e  d e s  n o r 
m a l e s  à c e t t e  c o u r b e  (fig. 263).

Cette remarque permet d’indiquer encore une méthode pour la 
recherche de la développée : on trouve l ’équation de la développée 
d’une courbe en définissant préalablement la famille des normales 
à cette courbe, puis en cherchant l ’enveloppe de cette famille.

§ 12. Solutions singulières des équations différentielles 
du premier ordre

Supposons que l ’équation différentielle

-g - )= »  <<>
ait pour intégrale générale

O (a, y , C) =  0. (2)
Supposons que la famille de courbes intégrales de l’équation (2) 

ait une enveloppe. Montrons que cette enveloppe est également une 
courbe intégrale de l ’équation différentielle (1).

En effet, l ’enveloppe est tangente en chacun de ses points à une 
certaine courbe de la famille, c’est-à-dire qu’elle a en ce point une 
tangente commune avec la courbe. Par conséquent, en chaque point 
de l ’enveloppe, les quantités x , y, y' sont les mêmes pour l ’enve
loppe et pour la courbe de la famille.

Or pour la courbe de la famille les quantités x , y, y' vérifient 
l’équation (1). Il en résulte que l ’abscisse, l’ordonnée et le coeffi
cient angulaire de chaque point de l ’enveloppe vérifient aussi cette 
même équation, ce qui signifie que l’enveloppe est une courbe inté
grale et que son équation est une solution de l ’équation différen
tielle donnée.

Mais l ’enveloppe n’étant pas en général une courbe de la famille, 
son équation ne peut être déduite de l ’intégrale générale (2) en parti
cularisant C. On appelle solution singulière d’une équation diffé
rentielle toute solution non déduite de l ’intégrale générale en par
ticularisant C, et ayant pour graphe l ’enveloppe de la famille de 
courbes intégrales contenues dans la solution générale.
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Supposons connue l ’intégrale générale 
<D (x, y , C) =  0 ;

éliminant C de cette équation et de l’équation Oc (z, y , Ç) =  0, 
on obtient une équation i|) (z, y) =  0. Si cette fonction vérifie l ’équa
tion différentielle (mais n’appartient pas à la famille (2)), c’est une 
intégrale singulière.

Remarquons qu’il passe au moins deux courbes intégrales par 
chaque point de l ’intégrale singulière, c.-à-d. que l ’u n i c i t é 
d e  l a  s o l u t i o n  e s t  v i o l é e  e n  c h a q u e  p o i n t  
d ’u n e  i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e .

Notons que le point dans lequel est violée l ’unicité de la solu
tion d’une équation différentielle, c’est-à-dire le point par lequel 
passent au moins deux courbes intégrales, s’appelle point singulier *). 
Par conséquent, toute solution singulière est constituée de points 
singuliers.

E x e m p l e .  Trouver la solution singulière de l ’équation
y2 (1 +  y'2) =  R2. (*)

S o l u t i o n .  Trouvons son intégrale générale. Résolvons l ’équation par 
rapport à y' :

dy l / i? 2- y g
dx y

On trouve en séparant les variables

ydy  - -  
i V i î 2- ÿ 2

On déduit i ’ ntégrale générale par intégration:
(x — C)2 +  y2 =  R 2.

On voit que la famille de courbes intégrales est la famille de cercles de rayon R 
centrés sur l’axe des àbscisses. L’enveloppe de cette famille de cercles est donnée 
par les deux droites y =  ±  R-

Les fonctions y ±  R vérifient l ’équation différentielle (*). Elles repré
sentent les intégrales singulières.

§ 13. E quation  de Clairaut

Considérons l’équation suivante

*) Les points frontières du domaine d’existence de la solution sont égale
ment nommés points singuliers. Tout point intérieur du domaine par lequel passe 
une seule et unique courbe intégrale de l ’équation différentielle s appelle point 
ordinaire.
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appelée équation de Clairaut. Elle s’intégre en introduisant un 
paramètre auxiliaire. Posons, en effet, —  =  /?; l ’équation (1) prend 
la forme

y =  xp + i|) (/>). (1')
Dérivons tous les termes de cette dernière équation par rapport 

à x , ayant en vue que p  =  ^  est fonction de x :

p = x i £ + p + ÿ  (?)-&
ou

[ s  +  ' f  (p)]-§jr =  0-

Annulons séparément chaque facteur, on obtient :

- È - 0  (2)
et

x +  V  (P) =  0. (3)
1) L’intégration de (2) donne p =  C (C =  const). Substituant

cette valeur de p dans l ’équation (1'), on trouve son intégrale géné
rale

y = xC +  ij) (C) (4)

qui représente, du point de vue géométrique, une f a m i l l e  d e  
d r o i t e s .

2) Tirons p de l’équation (3) en tant que fonction de x et substi- 
tuons-la dans l’équation (1') ; on trouve

y = xp (x) +  i|> [p (a:)] (1 ")
qui, comme nous allons voir, est une solution de l ’équation (1). 

En effet, on trouve en vertu de (3) :

ÿ -  =  p  +  [ x + Ÿ ( p ) } %  =  p .

Par conséquent, on obtient une identité lorsqu’on substitue la fonc
tion (1") dans l ’équation (1):

zp +  (p) =  xp +  (p).
La solution (1 ") ne peut pas être obtenue à partir de l ’intégrale 

générale (4) en particularisant C. C’est une s o l u t i o n  s i n 
g u l i è r e ;  on l ’obtient en éliminant le paramètre p des équations

y = xp +ip (p), V 
z  +  tj)' (p) =  0 J
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ou, ce qui revient au même, en éliminant C dans les équations

y  =  xC  +  {C) \
x  +  tyc (C) =  0.

On voit donc que la s o l u t i o n  s i n g u l  i è r e d e  l'é q u a 
t i o n  d e  C l a i r  a u  t e s t  l ’e n v e l o p p e  d e  l a  f a 

m i l l e  d e  d r o i t e s  d é f i 
n i e s  p a r  l ’i n t é g r a l e  g é n é 
r a l e  (4).

E x e m p l e .  Trouver les intégrales 
générale et singulière de l ’équation

y =  x dy
dy
dx

dx

S o l u t i o n .  On obtient l ’intégrale 
générale en remplaçant —  par C :

aCy =  xC +
y i + c z

Pour obtenir la solution s i n g u l i è r e ,  dérivons cette dernière équation par 
rapport à C :

(1 +  £2)3/2 -  =  0 .

On obtient la solution singulière (l’enveloppe) sous forme paramétrique 
(iC étant le paramètre) :

"  (1+£2)3/2 ’

=  qÇ3 
(l +  £2)3/2

Eliminant le paramètre £ on trouve la dépendance entre x et y. Elevons chacu
ne de ces équations séparément à la puissance 2/ 3 et ajoutons membre à membre, 
on obtient la solution singulière sous la forme

x2ls +  y2/a =  a2/8.

C’est une astroïde. Toutefois l ’enveloppe de la famille de droites (et donc la 
solution singulière) n’est pas représentée par l ’astroïde tout entière mais par 
sa moitié de gauche (car lés équations paramétriques de l ’enveloppe montrent 
que 0) (fig. 264).
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§ 14. Equation de Lagrange

On appelle ainsi une équation de la forme
y =x<p (y ') +  (y'), (1)

où <p et i|> sont des fonctions données de —.
Cette équation est linéaire par rapport à x et y. L’équation de 

Clairaut, examinée au paragraphe précédent, est un cas particulier 
de l’équation de Lagrange lorsque <p (y') =  y'. Tout comme l’équa
tion de Clairaut, l ’équation de Lagrange s’intégre en introduisant 
un paramètre auxiliaire p. Posons

y'  = p ;
l’équation proposée prend alors la forme

y =  x<p (p) +  i|) (p). (1')
On obtient en dérivant par rapport à x :

P =  <P (P) +  [*<P' (P) +  V  (P)] -gj
OU

p —<p (p) =  l*p' ( p ) + 'f  (p)l-£- • (H
On trouve d’emblée certaines solutions de cette équation, car 

elle devient une identité pour toute valeur constante p =  p 0 véri
fiant la condition

Po — q> (po) =  o.

En effet, lorsque p  est constant, on a — =  O et les deux membres de
l’équation (1") s’annulent.

La solution correspondant à chaque valeur de p =  p 0, c.-à-d.
-̂ —=  p 0, est une fonction l i n é a i r e  de a: (étant donné que la

dérivée n ’est constante que pour les fonctions linéaires). Pour
trouver cette fonction, il suffit de substituer dans l ’égalité (1') 
la valeur p =  p Q:

y =  Xq> (p„) +  (p0).
Si cette solution ne peut être déduite de la solution générale en parti
cularisant la constante arbitraire, c’est une s o l u t i o n  s i n 
g u l i è r e .

Trouvons à présent la s o l u t i o n  g é n é r a l e .  Ecrivons 
à cet effet l ’équation (1 ") sous la forme

àx x q>/
dp p —(p(p) p — <p(p)
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et considérons x comme fonction de p. L’équation obtenue est alors 
une équation différentielle linéaire par rapport à la fonction x (p). 

On trouve en la résolvant
x =  (ù (p, C). (2)

Eliminant le paramètre p des équations (1') et (2), on obtient 
l ’i n t é g r a l e  g é n é r a l e  de l ’équation (1) sous la forme

O (x, y, C) =  0.
E x e m p l e .  Soit l ’équation

y = xy'2 + y'2- (I)
Posons y' =  p, on obtient

y =  Xp2 +  p2. (P)
Dérivons par rapport à x, on obtient:

p = p * + [ 2 x p + 2 p ) ^  . (I")

Trouvons les s o l u t i o n s  s i n g u l i è r e s .  Etant donné que p =  p 
lorsque p 0 =  0 et pt =  1 on aura pour solutions les fonctions (voir (I')) :

y =  a>02 +  0a, c.-à-d. y == 0
et

y =  x +  1.

On saura si ces fonctions sont des solutions particulières ou singulières 
après avoir trouvé l ’intégrale générale. Pour trouver l ’intégrale générale écri
vons l ’équation (I ") sous la forme

dx 2 2
dp X 1—p ~~ 1—p

et considérons x comme fonction de la variable indépendante p . Intégrons 
l ’équation linéaire (relativement à x) obtenue, on trouve :

— ‘ + T ï ? ï F '  <">
Eliminant p des équations (I') et (II) on obtient 1’ i n t é g r a l e  g é 

n é r a l e :
y =  (C +  y x +  l)2.

L’équation proposée a pour i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e :
y =  o,

étant donné que cette solution ne résulte pas de la solution générale en particu
larisant C.

Quant à la fonction y =  x +  1, elle n’est pas une solution singulière, 
màis une solution particulière ; elle se déduit de la solution générale en posant 
C =  0.

§ 15. Trajectoires orthogonales et isogonales

Considérons une famille de courbes à un paramètre 
<D (x, y, C) =  0. (1 )
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On appelle trajectoires isogonales les courbes coupant toutes les 
courbes de la famille donnée (1) sous un angle constant. Si l ’on a un 
angle droit, ces courbes sont alors des trajectoires orthogonales.

T r a j e c t o i r e s  o r t h o g o n a l e s .  Cherchons l ’équa
tion des trajectoires orthogonales. Ecrivons l ’équation différentielle 
de la famille de courbes donnée, en éliminant le paramètre C des 
équations

0> (x , y, C) =  0
et

d® . d® dy  o
dx ' dy dx

Soit

* ■ ( * • » • & ) - °  « ' )

cette équation différentielle. ^  est ici la pente de la tangente au
point M (x, y) à la courbe correspondante de la famille. Etant 
donné que la trajectoire orthogo
nale passant par le point M  (.x, y) 
est perpendiculaire à la courbe cor
respondante, sa pente ^
(fy 
dx

dy 
dx

est liée à

~  par la relation (fig. 265) 
1

dy T 
dx

(2)

Substituant cette expression dans 
l ’équation (1') et omettant l ’indice T , 
on obtient une relation entre les coor
données d’un point arbitraire (x, y) 
et la pente de la trajectoire orthogona
le en ce point, c.-à-d. l ’é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  
d e s  t r a j e c t o i r e s  o r t h o g o n a l e s

1 \  =  0. (3)

L’intégrale générale de cette équation
<$1 (x,  y ,  C) =  0

représente la f a m i l l e  d e  t r a j e c t o i r e s  o r t h o g o 
n a l e s .

Les trajectoires orthogonales se rencontrent, par exemple, lors
qu’on étudie l’écoulement plan d’un fluide.



58 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. XIII

Considérons le mouvement plan d’un fluide tel que le vecteur 
vitesse v (x, y) du courant soit défini en chaque point du plan Oxy. 
Si ce vecteur ne dépend que de la position du point et non du temps, 
on dit que le mouvement est stationnaire. Nous allons considérer 
un tel mouvement. En outre, nous supposerons qu’il existe un 
potentiel de vitesses, c.-à-d. une fonction u (æ, y) telle que les 
projections du vecteur v (,x , y) sur les axes de coordonnées vx (,x , y)

et vy (x , y) soient les dérivées partielles de 
cette fonction par rapport à a; et y:

du du
~ w - Vx’ w ~ Vv'

Les courbes de la famille
u (,x, y) =  C

(4)

(5)
sont appelées l i g n e s  d e  n i v e a u  
o u  l i g n e s  é q u i  p o t e n t i e l l e  s.

Les courbes dont la tangente en chaque 
point est confondue avec le vecteur v (x,y) 
sont appelées l i g n e s  d e  c o u 
r a n t  ; elles matérialisent les trajectoires 
des particules en mouvément.

Montrons que les lignes de courant sont les trajectoires ortho
gonales de la famille de lignes équipotentielles (fig. 266).

Soit (p l’angle formé par le vecteur vitesse v  et l ’axe Ox. On 
a, en vertu des relations (4),

àu (x 9 y) 
dx | v\ cos(p ; du(x,  y)

ày | v  | sin cp ;

d’où l ’on déduit la pente de la tangente à la ligne de courant
du ( s ,  y)

tg<p =  - dy
du.(x, y) 

dx

(6)

On obtient la pente de la tangente à la ligne équipotentielle 
en dérivant la relation (5) par rapport à x :

du . du dy  A
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Par conséquent, la pente de la tangente à la ligne équipotentielle 
est l ’inverse changé de signe de la pente de la tangente à la ligne 
de courant.

Il en résulte que les lignes équipotentielles et les lignes de cou
rant sont orthogonales.

Dans le cas d’un champ électrique ou d’un champ magnétique, 
les trajectoires orthogonales de la famille de lignes équipotentielles 
sont les lignes de force du champ.

E x e m p l e
paraboles

1. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de 

y =  Cx2.

Fig. 267

S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation différentielle de la famille
y' =  2 Cx.

On obtient en éliminant C :
^ 1  =  1 .  y x

1
Remplaçant dans cette égalité y9 par on obtient l ’équation différen
tielle de la famille de trajectoires orthogonales

1 2

ou
yy x

x dxy dy = 2 *
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Son intégrale générale est

4 +  2 = C K

Par conséquent, les trajectoires orthogonales de la famille de paraboles 
donnée forment une famille d’ellipses de demi-axes a =  2C, b — C~\/2 (fig. 267).

T r a j e c t o i r e s  i s o g o n a l e s .  Supposons que les tra
jectoires coupent les courbes d’une famille donnée sous l ’angle a . 
Posons tg a  — h.

La pente =  tg <p (fig. 268) de la tangente à la courbe de la

famille et la pente -̂ =  tgi|) de la tangente à la trajectoire isogo-
nale sont reliées par la relation

tg <p =  tg (i|> -  «) =  .

c.-à-d. que

dy
àyT
dx - k

dx
' * £ + *

(2')

Substituant cette expression dans l ’équation (1') et omettant 
l ’indice T , on obtient l ’équation différentielle des trajectoires isogo
nales.

E x e m p l e  2. Trouver les trajectoires isogonales de la famille de droites

y =  Cx. (8)

On suppose que ces droites sont coupées sous l'angle a, et on posera tg a  =  A.
S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation différentielle de la famille de droites. 

Dérivons l’équation (8) par rapport h x:

Par ailleurs, on déduit de la même équation

L’équation de la famille de droites est donc
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On obtient réquation différentielle des trajectoires isogonales en se 
servant de la relation (2')

du?
dx
dyT
dx

k

1 x

On a donc, en omettant l ’indice T :

Fig. 269

telle est la famille de trajectoires isogonales. Pour voir quelles sont les 
courbes de cette famille, passons en coordonnées polaires :

•J=tgq>; V Ï2 + ÿ 2  =  p.

On obtient en substituant ces expressions dans (9)
1

Logp^^-ip-l-LogO

ou
JL,

p==Ceh ,
On voit que la famille de trajectoires isogonales est composée de spirales logari
thmiques (fig. 269).
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§ 16. E quations d ifférentielles d ’ordre supérieur à  un  
(notions générales)

Comme nous l’avons indiqué plus haut (voir § 2), on peut écrire 
symboliquement une équation différentielle d’ordre n sous la forme

F  (x,  y ,  y ' ,  y" ,  . . y<">) =  0  (1)

ou encore, si elle se résout par rapport à la dérivée d’ordre n,
y ™  = / (x, y ,  y \  y \  ...., y * ~ » ) .  (1')

Dans le présent chapitre, nous ne considérerons que des équations 
résolubles par rapport à la dérivée d’ordre le plus élevé. On a pour 
ces équations un théorème d’existence et d’unicité de la solution 
analogue à celui des équations du premier ordre.

T h é o r è m e .  Si dans Véquation
y{n) =  f  ( x ,  y, y \  . . y*"-1))

la fonction f  (x, y, y', . . ., y*71**1)) et ses dérivées partielles par 
rapport à y, y', . . ., y*71-1) sont continues dans un certain domaine 
contenant les valeurs x =  x 0, y =  y0, y' =  yî, . . ., y*71"1) =  y*71-1*, 
il existe une solution et unè seule y =  y (#) de Véquation vérifiant 
les conditions

y*=*o — Jfoi
yx=xq === yo,

(2)

Æ i ) = y (on- 1) y

qui sont appelées les c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s .  La démons
tration de ce théorème sort du cadre de ce livre.

Si l ’on considère une équation du second ordre y" =  /  (x, y, y'), 
les conditions initiales de la solution pour x =  x 0 seront

y  =  ÿo, y ' =  y ’0.
où x0, y0, y'0 sont des nombres donnés. Le sens géométrique de ces 
conditions est le suivant : il passe par le point donné du plan (a;0î yo) 
une seule courbe dont la pente de la tangente en ce point est y'0. 
Il en résulte que si l ’on se donne différentes valeurs de y', le point 

J/o étant fixe, on obtient autant de courbes intégrales de pentes 
différentes passant par le point donné.

Introduisons maintenant la notion de solution générale d’une 
équation du ra-ième ordre.

D é f i n i t i o n .  On appelle solution générale d’une équation 
différentielle du w-ième ordre une fonction

y =  q) (xf Ch Cg» » • •» Cn)f
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dépendant de n constantes arbitraires Cu C2, . . Cn, telle que:
a) elle vérifie l ’équation quelles que soient les valeurs des cons

tantes C±, C2, . . ., Cn ;
b) les conditions initiales étant données:

J/x=xo — y.Qi 
jjx=xo =  ybi

( n - l ) _  (n-l)Ux=xq — y o »
on peut choisir les constantes Cu C2, . . ., Cn de sorte que la fonc
tion y = cp (x, Ci, C2, . . ., Cn) vérifie ces conditions (on suppose 
que les valeurs initiales x Q, y0, y'Q, . . ., y n̂“1> appartiennent au 
domaine d’existence de la solution).

Une relation de la forme d> (x, y, Cu C2, . . ., Cn) =  0, défi
nissant la solution générale implicitement, est appelée Vintégrale 
générale de l ’équation différentielle proposée.

Toute fonction se déduisant de la solution générale, en concréti
sant les valeurs C2, . . Cn, est une solution particulière. 
La courbe représentative d’une solution particulière est une courbe 
intégrale de l ’équation différentielle donnée.

Résoudre (intégrer) une équation différentielle d’ordre n, c’est:
1) trouver sa solution générale (si les conditions initiales ne sont 

pas données) ou
2) trouver la solution particulière de l ’équation satisfaisant aux 

conditions initiales (s’il y en a).
Nous donnons dans les paragraphes suivants des méthodes de 

résolution de différentes équations du n-ième ordre.

§ 17. Equation de la forme =  /  (x)

L’équation la plus simple du ra-ième ordre est de la forme

y(n) = '/(* )• ( l )

Trouvons son intégrale générale.
; Intégrons par rapport à x les deux membres de l ’équation. On 

obtient, en prenant en considération que =  (z/O1-*))' :
X

y ^ - i ) = ^ f ( x ) d x + C i ,
*0

où x0 est une valeur arbitraire fixe de x et C± une constante d’inté
gration.
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Intégrons encore une fois:
X  X

y ( n-2)=  j   ̂j  /  (x) d x j  dx  +  Ci (x — x 0) +  C2. 
xo *0

Continuant ainsi, on obtient (après n intégrations) l ’expression de 
l’intégrale générale

y = | . . .  j / (* )« * » ...  d x + C i 1
xo *o

i r * (x ~~~ xo)n~2 j r n
+  C2. (re—2)! +  ’ #

Pour trouver la solution particulière vérifiant les conditions ini
tiales

y  x= xq == y 0 > yx—xo ^  y$ > • • • » yx=xo == yo »
il suffit de poser

Cn — ÿo» =  ÿo » • • • » Cj =  yo 
E x e m p l e  1. Trouver l ’intégrale générale de l’équation

y " =  sin (/kc)
et la solution particulière satisfaisant aux conlilions initiales

yx= 0 =  °» ^x=o ~  1 •
S o lu  t i o n.

X

f . , cos kx — 1
y '=  \ sm kxdx-\-Ci= — :---- y----- rt-Cj,

, _ _ J ( ^ p î - ) i . +  î c 1* + c ,
0 0

ou
sin kx , X x n _ , n

------ 2̂---- \ r~£+Cix+ c *
Telle est l ’intégrale générale. Pour trouver la solution particulière satis

faisant aux conditions initiales données, il suffit de déterminer les valeurs cor
respondantes de Ci et C2•

On déduit de la condition ^ = 0  = '0  C2 — 0.
On déduit de la condition y'x=o,=  1 C4 =  1. ^
Par conséquent, la solution particulière cherchée s’écrit

sin kx , f l  , A\
y ---------* 5 - + * U + 1 ) -

On rencontre des équations différentielles de ce genre en théorie de la 
flexion des poutres.
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E x e m p l e  2. Considérons une poutre prismatique fléchissant sous 
l ’action de forces extérieures, aussi bien réparties que concentrées. Menons l ’axe 
Ox horizontalement, confondu avec l ’axe de la poutre avant sa déformation, et 
Oy verticalement vers le bas (fig. 270).

Toute force agissant sur la poutre (par exemple, la charge, la réaction des 
appuis) a un moment par rapport à une section transversale de la poutre qui 
est égal au produit de la force par la distance entre le point d’application delà 
force et la section considérée. La spmme 
M(x)  des moments de toutes les forces 
appliquées d’un même côté de la section 
d’abscisse x  est appelée moment flé
chissant de la poutre par rapport à la sec
tion donnée. On démontre dans les cours 
de résistance des matériaux que le mo
ment fléchissant d’une poutre est

E J
R

où E  est le module d’élasticité, qui dé
pend du matériau, J  le moment d’inertie 
de la section transversale de la poutre par rapport à l’axe horizontal passant 
par le centre de gravité de cette section, R  le rayon de courbure de l’axe de la 
poutre courbée, dont l ’expression est donnée par la formule (§ 6, chap. VI)

R  =
a + ÿ ,2)3/2 

l i n
Par conséquent, l ’équation différentielle de l ’axe courbe de la poutre 

s’écrit
y" ^  M  (x) 

( l + ÿ'2)3/2 EJ (2)

Si l ’on admet que les déformations sont petites et que les angles entre les 
tangentes à l’axe de la poutre et l ’axe Ox sont petits, on pourra négliger la 
quantité y'2 qui est le carré de la petite quantité y' et poser

L’équation différentielle de la poutre fléchie devient alors

V
M  (x) 

E J  ’
(2' )

C’est une équation de la forme (1).
E x e m p l e  3. Une poutre est encastrée par son extrémité O et une force 

P agit verticalement à l ’extrémité L  à la distance l  de la section d’encastrement 
(fig. 270). On négligera le poids de la poutre.

Considérons la section au point N  (x). Le moment fléchissant par rapport 
à la section N  est dans le cas donné

M  (x) =  (Z — x) P .

L’équation différentielle (2') devient

„ P
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Conditions initiales : la déflexion y est nulle lorsque x =  0 et la tangente à 
l ’axé de la poutre courbée est confondue avec l ’axe Ox, c.-à-d.

=  0, 2/';c=0 =  0.
On trouve en intégrant l ’équation:

X

Notamment, la formule (3) définit la flèche h à l ’extrémité L\

_  PlS h = y x=i — 3EJ •

§ 1 8 .  Quelques types d’équations différentielles du second ordre 
se ramenant à des équations du premier ordre.
Problème de la deuxième vitesse cosmique

I. E q u a t i o n s  d e  l a  f o r m e

ne  c o n t e n a n t  p a s  e x p l i c i t e m e n t  l a  f o n c t i o n  i n c o n 
n u e  y .

S o l u t i o n .  Désignons la dérivée par jP : == P* Où aura
d2y dp 
dx2 dx

Substituant ces expressions des dérivées dans l ’équation (1), on 
obtient une équation du premier ordre

/»)*
où p  est la fonction inconnue de x. On obtient par intégration sa 
solution générale

p  =  p  (*, c t),

puis l ’on déduit de la relation ^  =  p  l ’intégrale générale de l ’équa
tion (1) :

ÿ =  j p  (x , Ci) d x  +  C2.

E x e m p l e  1. Considérons l ’équation différentielle de la chaînette 
(voir § 1)

d2y _  1 i  /  Â , /  dy \2  
dx2 a V \  dx /

dy
Posons
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on a
d2y _ dp
dx% dx

et on obtient une équation différentielle du premier ordre par rapport à la 
fonction auxiliaire p (x) :

4 -Tvn*
Séparons les variables :

dp dx
y ï + p 5 «*'*

d’où

Logfa+V l+P2) =-f- + cl>

P _ Sh ( i + C l ) .

Mais comme p — ~  ,dy;
dx ! cette dernière relation est une équation différentielle

portant sur la onction inconnue y . On obtient en l ’intégrant l ’équation de la 
chaînette (voir § 1)

y =  a ch +  <?2*

Trou ons la solution particulière satisfaisant aux conditions initiales 
suivantes :

Vx=o — ai
y'x=o =  0.

La première condition donne C2 =  0, la seconde =  0. On obtient finalement :

y = ach ( - Î - ) .

R e m a r q u e .  On intègre d’une manière analogue l ’équation

&<n> =  /  (x,
Posant =  p, on obtient pour déterminer p  une équation

du premier ordre :

p)-

Déterminant p  en fonction de x, on déduit y  de la relation 
y{n~l) — p  (voir § 17).

II. E q u a t i o n s  d e  l a  f o  r m e

(2)
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n e  c o n t e n a n t  p a s  e x p l i c i t e m e n t  l a  
b l e  i n d é p e n d a n t e  x . Posons à nouveau

v a r i a -

(3)

mais nous considérerons maintenant que p  e s t î o n c t i  o n d e 
y  (et non de x , comme auparavant). On aura

d2y   dp   dp dy   dp
dx2 dx dy dx dy ^  m

Substituant dans l ’équation (2) les expressions ~  et , on
obtient une équation du premier ordre portant sur la fonction 
auxiliaire p  :

P ^ -  =  / ( ÿ .  P )• (4)

On trouve, en l ’intégrant, p  comme fonction de y  et d’une constante 
arbitraire C

' p =  p( y ,  Ci).
Substituant cette expression dans la relation (3), on trouve une, équa
tion différentielle du premier ordre relativement à la fonction y  de x  :

^ t = p { y ,  c o .

On trouve en séparant les variables:
dy

p (y, £i)
=  dx .

L’intégration de cette équation fournit l ’intégrale générale de l ’équa
tion proposée :

(*, y, Cu C2) =  0 .
E x e m p le  2. Trouver l ’intégrale générale de l ’équation

3 y" =  y 3 .

- S o l u t i o n .  Posons ~y~ =  v et considérons p comme fonction de y. On aax
alors yn =  p - -  et on obtient une équation du premier ordre où la fonction 

inconnue est p :

On trouve en intégrant cette équation :
2 ,

p2 =  Ci — y ou j? =  ± V c ,1—y 2/3 .
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Mais p =  ; on obtientax
dy

V c i - y - V  3
: dx O U

ryl/3 dy
: V C * W -

-dx,

et on trouve

x-\-C2= d z  J
y ^ d y

V c iyw - 1 '
Pour calculer cette intégrale, faisons la substitution :

Clÿ2/3 —1 =  J2.
On a alors

j,1/3 =  («2 + 1 )2 ;

dÿ =  3f(«2 +  l)1/2-—Tâ-df.

Par conséquent,

f ÿ1/3
J y c / 3 - 1

(0 « w * + 2 ).

On trouve finalement :

^+C2= ± -^ -l^ C iy2/3- l  (< V '3+ 2).
E x e m p l e  3. Supposons qu’un point matériel décrive la droite Ox 

sous l ’action d’une force dépendant seulement de la position du point. L’équa
tion différentielle du mouvement est

m d*x
d& =  F(x).

Soit x =  xQ et ~^f==vo pour i =  0.

Multiplions les deux membres de l'équation par dt et intégrons de 0 
à t, on obtient :

1 /  dx \  2 1 o f
2 m \ dt ) 2 m v° J ^  x̂’

xo

x
~2 m +  £ — J F {x) dx^ — ~ 2  /rci>§ =  const.

»o

ou
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Le premier terme de la dernière égalité représente l ’énergie cinétique du 
point matériel et le second son énergie potentielle. Il résulte de l’égalité obtenue 
que la somme des énergies potentielle et cinétique est constante pendant le 
mouvement.

P r o b l è m e  d u  p e n d u l e  m a t h é m a t i q u e .  Considérons un 
point matériel de masse m se mouvant sous l ’action de son propre poids sur une

circonférence L dans un plan vertical. Trouvons 
l ’équation du mouvement en faisant abstraction 
des forces de résistance (frottement, résistance de 
l ’air, etc.).

Prenons l ’origine des coordonnées au point le 
plus bas de la circonférence et dirigeons l’axe Ox 
tangentiellement à cette dernière (fig. 271).

Soient Z le rayon de la circonférence, s la 
longueur de la portion d’arc de l ’origine O au 
point variable M  où se trouve la masse m, cet arc 
étant pris avec son signe (5 ;> 0 si le point M  est à 
droite de O ; s <  0 si le point M  est à gauche de O).

On se propose de trouver la dépendance entre 
s et le temps t.

Décomposons la force de pesanteur mg en ses 
composantes tangentielle et normale. La premiè
re, qui est égale à — mg sin <p, entraîne le mou
vement, la seconde est compensée par la réac
tion de la circonférence décrite par la masse m. 

L’équation du mouvement s’écrit donc

d2sm-j-T = —mg sin <p.

Comme on a pour la circonférence 9 =  y  f on obtient l ’équation

d2s
_ j . _ _ . g s m _ .

C’est une équation différentielle du type II (car elle ne contient pas explicite
ment la variable indépendante t).

Intégrons-la comme il a été indiqué ci-dessus:

Par conséquent,

ou

ds   d2s _dp
dt dt2 ds

dpp —  = - g s m

donc
p d p =  —g sin — ds, 

p2 =  2gl cos y +  Ci.

Désignons par sQ l ’élongation maximum du point M. La vitesse du point 
est nulle lorsque s =  s0 :

ds =  p = 0.
S ——5Q S— SQdt
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Ceci permet de déterminer

0 =  2gZcos-y- +  Ci,

d’où

Par conséquent.

<7*= —2gl cos _fo
Z *

p2=={ w )  = 2 g l  ( C0ST - C0Sf )
relation la formule 

/  d s \ 2 _ . s + s 0 • —s

ou, en appliquant à cette dernière relation la formule relative à la différence 
de cosinus :

[sm - 2 r - sm ^ 2 T
ou*)

parons les vai

-= 2  V i / * .

C’est une équation à variables séparables. Séparons les variables :
ds

j / ^  si
5 - j - ^ o  - Sq — S

(5)

(6)

(7)

Nous supposerons pour l ’instant que s s0t de sorte que le dénominateur de 
la fraction n’est pas nul. Si l ’on suppose que 5 =  0 lorsque Z=0, on aura de 
l ’égalité (7)

io
ds

s+sp
21 sin sQ—s

21

2 VgZ Z. (8)

Cette égalité donne la dépendance entre s et Z. L’intégrale de gauche ne s’expri
me pas au moyen des fonctions élémentaires. Il en est de même de 5 comme fonc
tion de Z. Considérons le problème posé approximativement. Nous supposerons
que les angles-^ et y  sont petits. Les angles ——  et ne seront pas

supérieurs à -y. Remplaçons dans l ’équation (6) les sinus par les angles:

ou

T  V sî - s2‘ (6')

*) Nous prenons le signe plus devant le radical. Il découlera de la remar
que faite à la fin de ce problème qu’il n’y a pas lieu d’examiner le cas du 
signe moins.
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Séparons les variables, on obtient (en supposant provisoirement q u e s =fz s0)

Nous supposerons do nouveau que 5 =  0 lorsque / =  0. O11 obtient en intégrant 
celle équation :

f  , d * - V  f  *
J  l / s g  — 4-'3 ^  1

( 8 ' )

ou,
Sarc s j i i  —  =  1 /  - r  L 
s Q V l

d’où

(9 )s  - s 0 s i n Y ^ f - L

R e m a r q u e .  Nous avons supposé jusqu’à présent ,s-0. Mais on peut 
s’assurer en substituant directement que la fonction (9) est solution de l ’équa
tion (6') quel quesoit t.

Rappelons que la.solution (9) est une solution approchée de l ’équation (3), 
étant donné quo nous avons remplacé l ’équation (6) par l ’équation appro
chée (0').

L’égalité (9) montre que le point M  (que l ’on peut considérer comme l’ex
trémité du pendule) accomplit des oscillations harmoniques de période 7’ =

— 2 ? i C e t t e  période ne dépend pas de l’amplitude de l ’oscilla ion s0.

K x e m p 1 e 4. Problème de la deuxième vitesse cosmique.
Déterminer la vitesse avec laquelle il faut lancer un corps verticalement 

vers Je liaut pour qu’il échappe à l’attraction terrestre. On négligera la résistan
ce de l ’air.

S o l u t i o n .  Désignons les masses de la Terre et du corps respectivement 
par M et m. Jin vertu de la loi d’attraction newtonienne la force /  sollicitant 
lo corps ni est

où r est la distanco entre le centre de la Terre et le centre de gravité du corps 
lancé, k est la constante de gravitation universelle.

L’équation différentielle du mouvement du corps de masse m est
d2r . M-m m ■ =  — k — 5—

ou
d2r ___ M
dt2 ~  * r2 (10)

Nous avons pris le signe moins parce que l ’accélération est ici négative. 
L’équation différentielle (10) est une équation de la forme (2). Nous la résou
drons en prenant pour conditions initiales :

pour i  =  Q 7 =  7?, -^ -= y 0.
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R est ici le rayon de la Terre et v0 la vitesse de lancement. Introduisons 
les notations

dr
dt

d2r 
dt2 :

dv
~dt

dv d r   dv
dr dt dr

v étant la vitesse du mouvement. On obtient en substituant dans l ’équa
tion (10) :

dv M
v H F = - k W '

Séparons les variables :

v dv — — kM dr
Ta"

On obtient en intégrant cette équation
7)2 1

( il)

Déterminons C± de la condition que v — vQ à la surface de la Terre (r=i?)
f)?

J t - k M - L + n
O U

C<=. kM
R r 2 *

Substituons la valeur de Ci dans l ’égalité (11) :

-2
1 kM , vh

R
ou

4 =»4 +(4 -^) (12)

Or, la vitesse du corps doit être constamment positive (elle no s’annule pas), 
v2 JclM

donc —ô"“ >  0. Gomme la quantité ----- devient arbitrairement petite lorsque rA T
V 2croît indéfiniment, la condition >  0 aura lieu pour tout r seulement si

kM ;
R > 0 (13)

^  /  2 kM
v° > V  ~ i r •

On a donc pour la vitesse minimum

/ 2kM 
R ’

cm3 
g ^ ’ 

R =  63 «107 cm.

ou
”0

k= 6,66.10-8

(14)
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A la surface de la Terre, r =  i?, ] ’ accélération de la force de pesanteur est g 
^ = 9 8 1 ^ j t Ceci étant, on déduit de l ’égalité (10)

g = k M
R*

ou

Substituant cette valeur de M  dans la formule (14), on obtient :

»0 = y  2 i ï ï = y 2 . 981-63-107 »  11,2.105 -551=11,2 —  .s s

§19.  Intégration graphique des équations différentielles 
du second ordre

Voyons quelle est T interprétation géométrique d’une équation 
différentielle du second ordre. Soit l ’équation

y "  =  f  (*. y ,  y ') - (i)
Désignons par cp l ’angle formé par la tangente à la courbe avec l ’axe 
positif Ox\  on a

(2)

Pour expliciter le sens géométrique de la dérivée seconde, rap
pelons-nous la formule du rayon de courbure d’une courbe en un 
point donné *)

R  ( i + y 2)3/2
y"

D ’où
(1+ y '2)3/a

y  — R  •

Or
y' =  tgcp; 1 +  ÿ'2 =  1 +  tg2 <p =  sec2<p ;

(1 + ^ 2)S/a =  |sec2(p| =  ]̂ — j,

par conséquent,

____________  y  =  R | coss q> | • (3)

*) Nous supposions jusqu’à présent que le rayon de courbure était un nombre 
essentiellement p o s i t i f ,  mais nous supposerons dans ce paragraphe que 
le  rayon de courbure pourra prendre des valeurs tant positives que négatives: 
si la courbe est convexe (y" <  0), nous supposerons le rayon de courbure négatif 
{R <  0) ; nous le supposerons positif (R >  0) si la courbe est concave (y" >  0).
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Substituant à présent dans l ’équation (1) les expressions obtenues 
pour yr et y’\  on aura

i ? | c o s 3 c p |= / (a:’ y * * * ) ’
OU

i? = = |cos3(P|./(®, y, tg (p) • (4)

Ce qui montre qu’une équation différentielle du second ordre déter
mine la grandeur du rayon de courbure de la courbe intégrale, une 
fois données les coordonnées du 
point et la direction de la tangente 
en ce point.

Il résulte de ce qui précède une 
méthode de construction approchée 
d’une courbe intégrale admettant 
une tangente continue *) en cha
que point; la courbe est consti
tuée d’arcs de cercles.

Ainsi, supposons que l ’on 
doive tracer la courbe intégrale de 
l’équation (1) satisfaisant aux 
conditions initiales:

yx~xQ ~  y o î yx=x0 = 2/0*
Menons par le point M 0 (,x0, y0) un rayon M 0T 0 de pente y ' =  

=  tg q)0 =  y'0 (îig. 272). On déduit de l’équation (4) R  =  R 0. Por
tons au segment M 0C0 de longueur R 0 sur la perpendiculaire à la 
direction M 0T 0 et traçons du point C0 pris pour centre un petit
arc de cercle M 0Mi de rayon R 0. Remarquons qu’il faudra reporter 
le segment M 0C0 du côté convenable pour que l’arc de cercle soit 
convexe vers le haut lorsque R 0 <  0 et qu’il soit convexe vers le bas 
lorsque R 0 >  0 (voir la note, p. 74).

Soit ensuite un point M ± {xu z/*) sur l’arc de courbe construit, 
suffisamment voisin de M 0, et soit tg (pt la pente de la tangente M iTi 
à la courbe au point M±. Déduisons de l ’équation (4) la valeur R  =  
=  Ri correspondant à Menons le segment MiCu égal à R u 
perpendiculairement à M ^ i  et, de Ci comme centre, traçons un
arc M iM 2 de rayon R ±. Prenons ensuite sur cet arc un point 
M 2 (x2, y2) voisin de Mi et continuons notre construction jusqu’à 
ce que l ’on obtienne un morceau de courbe suffisamment grand 
formé d ’arcs de cercles. Il résulte de ce qui précède que cette courbe

*) C’est-à-dire que la pente est une fonction continue de l’arc s.
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est approximativement une courbe intégrale passant par le point 
M$. Il est évident que la courbe construite sera d’autant plus proche
de la courbe intégrale que les arcs M qM i , . . seront plus
petits.

§ 20. Equations linéaires homogènes. Définitions 
et propriétés générales

D é f i n i t i o n  1. Une équation différentielle d’ordre n  est 
dite linéaire si elle est du premier degré par rapport à la fonction 
inconnue y et ses dérivées y ', . . ., r/(n), c.-à-d. si elle est
de la forme

a0yin) +  alyln~1'> +  . . . +  any = f  (x), (1)

où a0, au . . ., an et f  (x) sont des fonctions données de x  ou des 
constantes, et a0 0 quel que soit x dans le domaine de définition 
de l’équation (1). Nous supposerons par la suite que les fonctions 
a0, au . . an et /  (x) sont continues pour toutes les valeurs de x 
et que a0 =  1 (sinon il suffira de diviser tous lés termes par a0). 
La fonction /  (æ) est appelée le second membre de Véquation.

Si /  (x) 0, l ’équation est dite non homogène ou encore avec
second membre. Si /  (x) =  0, l ’équation s’écrit

yin) +  ^ (n - i)  +  . . . +  any =  0 (2)

et elle est dite homogène ou sans second membre (le premier membre 
de cette équation est une fonction homogène du premier degré par 
rapport à y, y', y", . , y<n>).

Etablissons quelques propriétés fondamentales des équations 
linéaires homogènes, en nous bornant dans les démonstrations aux 
équations du second ordre.

T h é o r è m e .  1. Si y± et y2 sont deux solutions particulières 
de Véquation linéaire homogène du second ordre

y ” + a i y ' + #2 y  = o, (3)
y i +  y2 est aussi solution de cette équation.

D é m o n s t r a t i o n .  Etant donné que yx et y2 sont solu
tions de l ’équation proposée, on a

£/l +  a l i ^ + a2ÿl =  0, 1

y 2 + ^ 2 +  «22/2= 0 . } (4)
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Substituant la somme ^  +  y 2 dans l ’équation (3) et prenant en 
considération les identités (4), on aura

( y i + yz)"+ a i {V i+ yzY + a 2 ( y i + yz) =
= (Ut+ a i y l+ a 2y  i)+ ( y l + aî 2+ a zyzi = 0 + 0  = 0 ,

ce qui montre que y i +  y2 est solution de l ’équation.
T h é o r è m e  2. Si ŷ  est solution -de Véquation (3) et si C est 

une constante, Cy± est aussi une solution de cette équation.
D é m o n s t r a t i o n .  Substituant dans l ’équation (3) l ’ex

pression Cyu on obtient:
( C y iY  +  ih  {C y iY  - \ - a 2 (C y i)  =  C  (ÿt+  æi^ +  æ2£/i) =  C*0 =  0;

et le théorème est démontré.
D é f i n i t i o n  2. Deux solutions y t et y 2 de (3) sont dites 

linéairement indépendantes sur le segment [a, 6] si leur rapport n’est 
pas constant sur ce segment, c.-à-d. si

—  += const.
Vz

Sinon, les solutions sont dites linéairement dépendantes. En d’autres 
termes, deux solutions y t et y 2 sont dites linéairement dépendantes 
sur le segment [a, b] s’il existe une c o n s t a n t e  % telle que
— =  % pour a <  a; <  i.  On a alors ÿi =  Xy2.

E x e m p l e  1. Soit l ’équation y n — y =  0. On vérifie facilement que 
les fonctions ex, e~x, 3ex ,  5e~x sont des solutions de cette équation. Les fonctions 
ex et e~x sont linéairement indépendantes sur tout segment, étant donné que le 

exrapport — : =  e2x ne reste pas constant lorsque x  varie. Les fonctions ex et 3ex, e x
3exelles, sont linéairement dépendantes, car —  =  3 =  const.

D é f i n i t i o n  3. y± et y 2 étant des fonctions de x , le déter
minant

y i yzW{ y u y2) =
y  * y»

= y i y 2— v m

est appelé le déterminant de Wronski ou wronskien des fonctions don
nées.

T h é o r è m e  S. Si les fonctions y x e t y 2 sont linéairement dépen
dantes sur le segment [a, 6], leur wronskien est identiquement nul sur 
ce segment.

En effet, si y 2 =  %yu où X =  const, y'2 =  ky[ et

W ( y i , yz) =
y i  yz y i  t y i _  X
y \ y'% y\ W-i

— £\i
y  i y  i 

y'i y \
=  o.
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T h é o r è m e  4. Si le déterminant de Wronski W  (ÿi, y2) 
des solutions y± et y2 de Véquation linéaire homogène (3) ri*est pas nul 
en un point x = x 0 du segment la, b] ou les coefficients de Véquation 
sont continus, il ne s'annule nulle part sur ce segment.

D é m o n s t r a t i o n ,  i/i et z/ 2 étant deux solutions de l ’équa
tion (3), on a

y  l  +  « iÆ  +  «22/2 =  0 , y [  +  a $ \  +  a 2y i  =  0 .

Multipliant les termes de la première égalité par yu ceux de la 
seconde par — t/2 et ajoutant, on obtient:

{yiyl— ÿ ’m ) + «i {yiVi— y ^ )  =-- o. (5)
Le coefficient de ai dans (5) est le wronskien W  (z/i, y2) et pré

cisément W  (yi, y2) =  (yiy'2 — z/îi/2). Le premier terme est la dé
rivée du wronskien :

W ’xfj tu  y2) = ( y à l — y\yz)’ = yof»— y  [yz-
Par conséquent, l ’égalité (5) s’écrit

W' +  a ffî  =  0. (6)

Trouvons la solution de la dernière équation satisfaisant a la 
condition initiale W \x=x0 — W q. Trouvons d’abord la solution 
générale de l ’équation (6) en supposant W 0. Séparant les varia-

dWblés dans l ’équation (6), on obtient ^  =  —at dx.
On obtient en intégrant

X

Log W  =  — j  dx +  Log C
*0

OU

d’où

flj dx j

— Ç Œi d x

W = Ce * o • (7)

Il est à remarquer que l’on peut écrire la fonction (7) et dire 
qu’elle vérifie l ’équation (6), ce dont on peut se convaincre aisé
ment par substitution directe de cette fonction dans F équation (6). 
L’bypotbèse W  0 n ’est plus indispensable. La formule (7) est 
appelée formule de Liouville.
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Déterminons C de sorte que soit vérifiée la condition initiale. 
Portant x = x 0 dans le premier et le second membre de l ’égalité (7) 
nous trouvons

W  o =  C.
Par conséquent, la solution vérifiant les conditions initiales 

sera de la forme:

— J aj d x

W = W 0e . (7')
Par hypothèse W 0 0. Il résulte alors de l ’égalité (7') que 

W =£ 0 quel que soit x , car l ’exponentielle ne peut s’annuler pour 
des valeurs finies de la variable. Le théorème est démontré.

R e m a r q u e  1. Si le wronskien est nul pour une certaine 
valeur x =  x0i il est alors nul pour toute valeur x du segment consi
déré. Ceci résulte directement de la formule (7) : si W =  0 pour 
x = x 0, alors

(W)x=Xo = C = 0;
par conséquent, W  =  0 quelle que soit la valeur de la borne supé
rieure x dans la formule (7).

T h é o r è m e  5. Si les solutions yi et y2 de Véquation (3) sont 
linéairement indépendantes sur le segment [a, 6], le déterminant de 
Wronski formé avec ces solutions ne s'annule en aucun point de ce 
segment.

D é m o n s t r a t i o n .  Avant d’entamer la démonstration fai
sons les remarques suivantes. La fonction y =  0 est une solution de 
l’équation (3) sur le segment [a, 6], satisfaisant aux conditions 
initiales

yx=xQ =  o? Vx—x0 ~  o»
où x Q est un point quelconque du segment [a, fc]. En vertu du théo
rème d’existence et d’unicité (cf. § 16) qui s’applique à l ’équation
(3), il résulte que cette équation ne possède aucune autre solution 
satisfaisant aux conditions initiales

Vx—xq ~  0 , yx=xQ =  o*
Toujours du même théorème il résulte que si une solution de 

l ’équation (3) est identiquement nulle sur un certain segment ou 
intervalle (a, P) contenu dans le segment [a, 6], cette solution est 
identiquement nulle sur tout le segment [a, &]. En effet, au point 
x =  p (et au point x — a) la solution satisfait aux conditions ini
tiales

p =  o, y’x=fi =  0.
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Par conséquent, d’après le théorème d’unicité elle est nulle dans 
un certain intervalle p — d <  x <  p -f- d, où d est déterminé 
par la valeur des coefficients de l’équation (3). En élargissant donc 
chaque fois d’une grandeur d l ’intervalle où y = 0 , on montre que 
y  =  0 sur tout le segment [a, b].

Ceci dit, passons maintenant à la démonstration du théorè
me (5).

Supposons que W {yu y2) =  0 en un certain point du segment 
[a, 6]. D’après le théorème 3 le wronskien sera nul en tous les points 
du segment [a, b]

W  =  0 ou y ^  — y[y2 =  0.
Supposons que y t ^  0 sur le segment [a, b]. Par conséquent,

0 ou encore 0 .
„  , . y\ W i /Il s ensuit que

^2- = X = const,
y  i

c’est-à-dire que .y± et y2 sont linéairement dépendants, ce qui con
tredit l ’hypothèse de leur indépendance linéaire.

Supposons encore que i/i =  0 aux points xu x 2l . . xk, du 
segment la, b]. Considérons l ’intervalle (a, x i). Dans cet intervalle 
y i ^  0. De ce que nous venons tout juste de démontrer il découle 

• donc que dans l ’intervalle (a, x^

—- = %=. const ou y2 =  Xy^

Considérons la fonction y =  y2 — Xy{. Les fonctions y2 et yt 
étant solutions de l ’équation (3), y =  y2 — Xyt est également solu
tion de cette équation e ty  a 0  dans l ’intervalle (a, xx). Par consé
quent, d’après les remarques faites en début de démonstration il 
s’ensuit que y — y2 — Xy± =  0 sur le segment [a, b] ou

sur le segment [a, 6], c’est-à-dire que y2 et y± sont linéairement 
dépendants.

Ceci étant contraire à l ’hypothèse sur l ’indépendance linéaire 
des solutions z/A et y2» nous avons donc démontré que le wronskien 
ne s’annule en aucun point du segment [a, b].

T h é o r è m e  6 . Si y t et y2 sont deux solutions linéairement 
indépendantes de Véquation (3), alors

y = C^yi +  C2y2, (8)
où Ci et C2 sont des constantes arbitraires, est la solution générale de 
cette équation.
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D é m o n s t r a t i o n .  Il résulte des théorèmes 1 et 2 que la 
fonction

C\Ui +  C 2y 2

est solution de l1 équation (3), quelles que soient les constantes 
et 6*2.

Montrons à présent que, quelles que soient les conditions initiales 
les yx=Xo = y0, y'x=x0 =  y '0, il est possible de choisir les valeurs des 
constantes Ct et C2. de sorte que la solution particulière correspon
dante Ciy{ +  C2y2 satisfasse aux conditions initiales.

Substituant les conditions initiales dans l ’égalité (8), on a
i/o =  C,1z/io+ C2y20, 1

y* = Ciy\*+c2yn, J
où l ’on a posé

{y i)x=Ko =  y 10 î (y2)x=x0 =  y 20 ;
{y i) a==.vo =  y io î (i/2)*=*o=  2̂o-

On peut tirer Ci et C2 du système (9), car le déterminant de ce 
système

y 10 i/20

y 10 y20 — i/ioi/20—i/ioi/20

est le déterminant de Wronski ppur x =  x0 et n ’est donc pas nul 
(étant donné que les solutions y{ et y2 sont linéairement indépendan
tes). La solution particulière déduite de la famille (8) en y rempla
çant Ci et C2 par les valeurs trouvées satisfait aux conditions initia
les. données. Le théorème est démontré.

E x e m p l e  2. L’équation

1 1dont les coefficients cii= — et a2 = -----5- sont continus sur tout segment neX X"
contenant pas le point ,r =  0, admet les solutions particulières

1
!/i =  z, 1/2 = —

(il est facile de le vérifier en substituant dans l ’équation). La solution géné
rale s ’écrit donc

y =  CiX +  C2 ^  .

R e m a r q u e  2. Il n’existe pas de méthode générale permet
tant de trouver sous forme finie la solution générale d’une équation 
différentielle linéaire à coefficients variables. Toutefois, il existe 
une telle méthode pour les équations à coefficients constants. Elle
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fera l’objet du paragraphe suivant. Pour ce qui est des équations 
dont les coefficients sont variables, on indiquera au chapitre XVI 
« Séries » plusieurs procédés permettant de trouver des solutions 
approchées satisfaisant aux conditions initiales.

Nous allons démontrer maintenant un théorème permettant de 
trouver la solution générale d’une équation différentielle du second 
ordre à coefficients variables si l ’on connaît une solution particu
lière. Comme on arrive parfois à trouver ou à deviner directement 
une solution particulière, ce théorème peut être utile dans maints cas.

T h é o r è m e  7. Si Von connaît une solution particulière d'une 
équation différentielle linéaire homogène du second ordre, la recherche 
de la solution générale se ramène à des quadratures.

D é m o n s t r a t i o n .  Soit y± une solution particulière connue 
de l’équation

y "  + «iÿ' + g2 y  = °-
Trouvons une autre solution particulière de l ’équation proposée 
telle que y* et y2 soient linéairement indépendantes. La solution géné
rale s’écrira alors y =  C^y  ̂ +  C2y2, où Cj et C2 sont des constantes 
arbitraires. On peut écrire en vertu de la formule (7) (voir la dé
monstration du théorème 4) :

yr2yi—y2y'i = Ce~^aidx.
Par conséquent, on a pour la détermination de y2 une équation 
linéaire du premier ordre. Intégrons-la comme suit. Divisons tous 
les termes par y\:

ou

d’où

viyi—y&i
y\

J / 2

yi - i
Ce

__ 1 Ce~*ia' dx
y\

Il Ce- l a' iK-

-U ,d*

y\
- dx-\-C ' .

Comme nous cherchons une solution particulière, on aura en posant 
C9 =  0 , C =  1 :

-  J a i  d x

y ^ y - â - d * . (10)

Il est évident que yx et y2 sont des solutions linéairement indépen
dantes, car — const. 

yi
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La solution générale de l ’équation proposée s’écrit donc
-  Jtt! d x

y =  Cat +  C2y± j e— ÿ f -  dx• (11)

E x e m p l e  3. Trouver la solution générale de l ’équation
(1 -  z2) V  ~  +  2y =  0.

S o l u t i o n .  On vérifie directement que cette équation a pour solution 
particulière y± =  x. Trouvons une seconde solution particulière y2 telle que 
et y z  soient linéairement indépendantes.

_2X
Remarquant que a i =- j — , on obtient, en vertu de la formule (10):

f* 2 x  d xf_2___
y = x \ e - - - ? -dx = x^

-LOg | i — 3C2|

~ * Î  * « | l - § **| _ a : î  ( *

a;2 J a;2

1

dx =  

1
1 2(1—x) 1 '2 (1 + * )')  dx~

r _  i , i T i + i  n
“ ;EL+ "̂ + 2'Log T = 7 |J  •

La solution générale est donc

y =  Cl x + C x { ± x  Log i ± j | T l ) .

§ 21. Equations linéaires homogènes du second ordre 
à coefficients constants

Soit l ’équation linéaire homogène du second ordre
y" +  py' +  qy = o, (1)

où p et g sont des constantes réelles. Pour trouver l’intégrale géné
rale de cette équation, il suffit, comme nous l ’avons montré plus 
haut, de trouver deux solutions particulières linéairement indé
pendantes.

Cherchons les solutions particulières sous la forme
y =  ehx, où k =  const; (2)

alors
y' =  kehx ; y " =  k2ehx.

Substituons ces expressions des dérivées dans l’équation (1) : 
ekx (k2 +  pk -f- q) =  0 .

Comme ehx 0, on doit avoir
k2 +  pk +  q =  0 . (3)
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Par conséquent, si k est racine de l ’équation (3), la fonction ekx 
sera solution de l ’équation (1). L’équation (3) est appelée équation 
caractéristique de l’équation (1).

L’équation caractéristique est une équation du second degré 
dont nous désignerons les racines par et k2. On a

* i = — ?;  — f — ] / " - f — ?•

Les trois cas suivants peuvent se présenter :
I. ki et k2 sont des nombres réels distincts (k'i =£ k2) ;
IL ki et k2 sont des nombres complexes;
III. et k2 sont des nombres réels égaux (kt =  k2). 
Examinons chaque cas séparément.

I. L e s  r a c i n e s  d e  l ’é q u a t i o n  c a r a c t é r i s 
t i q u e  s o n t 1 r é e l l e s  e t  d i s t i n c t e s :  k i ^ k 2. On 
aura alors pour solutions particulières

Vi — ehix; y 2 =  èh*x.
Ces solutions sont linéairement indépendantes, car

—  =  —— =  e(k2*-fci)* =é= const. 
y i ehlX

L’intégrale générale s’écrit, par conséquent,

y = Ci eh*x +  C2 eh*x .
E x e m p l e  1. Soit l ’équation

y * + y ' - 2 y = 0 .
L’équation caractéristique s’écrit

k2 +  k — 2 =  0.
Trouvons les racines de cette équation:

1 ^1,2 =  —2 — ̂  *4* + 2 ï
ki =  1, k2 =  —2.

L’intégrale générale est
y =  Cie* +  C2e~**.

IL L e s  r a c i n e s  d e  l’é q u a t i o n  c a r a c t é r i s 
t i q u e  s o n t  c o m p l e x e s .  Etant donné que les racines com
plexes sont conjuguées, posons:

ki =  a  +  ip 5 k2 =  a  — &(},

a = — f-;  P =  | /  9--Ç -*

OÙ
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On peut mettre les solutions particulières sous la forme
==*(«+»&)*; y2=e(a- iVx. (4)

Ce sont des fonctions complexes d’une variable réelle vérifiant 
l ’équation différentielle (1) (voir § 4, chap. VII).

Il est évident que si une fonction complexe d’une variable réelle
y =  u (x) +  iv (x) (5)

vérifie l ’équation (1), cette équation est vérifiée séparément par les 
fonctions u (a;) et v (x).

En effet, substituons l’expression (5) dans l ’équation (1):
[u (x) +  iv (a;)] " +  p [u (x) +  iv (x)Y +  q [u (a;) +  iv (a;)] 0

ou
(u" -J- puf -f- q u ) -j- i (v" -f- pvr -f- QV) =i 0 .

Mais une fonction complexe n ’est nulle que si, et seulement si, les 
parties réelle et imaginaire sont nulles séparément, c.-à~d.

u" +  p iï  +  qu =  0 ,
y" +  pv' +  QV =  0 .

Nous venons de démontrer que u (a;) et v (a;) sont solutions de l ’équa
tion proposée.

Recopions les solutions complexes (4) sous forme de somme des 
parties réelle et imaginaire :

yi = eax cos Px +  ieax sin Px,
y2 = eax cos Px — ieax sin px.

D’après ce qui vient d’être démontré, les fonctions réelles suivantes 
seront des solutions particulières de l ’équation (1) :

yi =  eax cos Px, (6 ')
y2 =  eax sin Px. (6")

Les fonctions z/j et y2 sont linéairement indépendantes, car

ML 
y 2

eax cos Px 
eax sin Px

=  cotg Px =£ const.

Par conséquent, la solution générale de l ’équation (1) dans le cas où 
les racines de l ’équation caractéristique sont complexes prend la 
forme

y  =  Cii/j +  C2y2 =  Cieax cos Px C2eax sin px
ou

y  =  eax (Ci cos Px -J- C2 sin Px), 
où Ci  et C 2 sont des constantes arbitraires.

(7)
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Un important cas particulier de la solution (7) est celui où les 
racines de l ’équation caractéristique sont des nombres imaginaires 
purs.

Ceci a lieu lorsque dans l ’équation (1) p =  0. A ce moment
y"  +  qy =  o.

L’équation caractéristique (3) prend la forme
k2 +  q =  0 , q >  0.

Ses racines sont donc
k it2 =  ±  i V ~ q =  ±  a  =  0.

Par suite la solution (7) est de la forme
y =  Ci cos px +  C2 sin $x.

E x e m p l e  2. Soit l’équation
y ”+  2yr +  5y =  0.

Trouver l ’intégrale générale et la solution particulière satisfaisant aux conditions 
initiales =  0, yx — o =  l .  Construire la courbe intégrale correspondante.

S o l u t i o n .  1) Ecrivons l’équation caractéristique 
A:2 +  2k +  5 =  0

et trouvons ses racines:
kj, =  —1 -f- 2i, k2 =  —1 — 2i.

L’intégrale générale est donc
y =  e~x {Ci cos 2x +  C2 sin 2x).

2) Trouvons la solution particulière satisfaisant aux conditions initiales 
données: déterminons à cet effet les valeurs correspondantes de Ci et C2. 
On déduit de la première condition:

0 =  e~° (Çi cos 2-0 +  C2 sin 2-0), d’où Ci =  0.

Remarquant que
y' =  2C2 cos 2x — e~x C2 sin 2xy

on déduit de la seconde condition :
1

1 =  2C2, ou bien C2 =  — .

La solution particulière cherchée est donc

y = ~  e~x sin 2x.A

La courbe est représentée par la fig. 273.
E x e m p l e  3. Soit l’équation

y ” + 9 y = 0 .
Trouver l ’intégrale générale et la solution particulière satisfaisant aux conditions 
initiales

ü/x=o =  0, yx= o =  3,
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S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation caractéristique
k2 +  9 =  0.

Ses racines sont
kx =  3 i, Jc2 =  — Si,

L’intégrale générale est donc
y =  Ci cos Sx +  C2 sin Sx•

Cherchons maintenant la solution particulière. Dérivons 

y' =  —3C± sin 3a: +  3C2 cos 3a:.

En appliquant les conditions initiales, nous obtenons

0 =  Ci cos 0 +  C2 sin 0, .
3 =  — SCi sin 0 +  3^2 cos 0,

d’où l ’on tire Ci =  0, C2 =  1.
La solution particulière est donc

y =  sin 3a:.

III. L’é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  a d m e t  
u n e  r a c i n e  r é e l l e  d o u b l e .  On a alors kx =  ft2.

On obtient une solution particulière ifa =  ehix en vertu des rai
sonnements précédents. Il faut trouver une seconde solution parti
culière linéairement indépendante de la première (la fonction e \ x 
est identiquement égale à ehix et ne peut être considérée comme 
une seconde solution particulière).

Nous chercherons la seconde solution particulière sous la forme
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où u (x) est une fonction inconnue que l ’on doit déterminer. 
Dérivons :

z/' =  u'ehlX -f kiuehiX =  eĥ x (u' -J- kiU),
y\ =  u"ehix +  2kiiïehiX -j- k\uehiX =  ehlX (u" +  2k$i' +  k\u).

On obtient en substituant lés expressions des dérivées dans l ’équa
tion (1) :

eh,x K  +  (2*1 +  P)-u' +  (*ï +  Ph  +  5) u] =  0.
Comme k\ est une racine double de l ’équation caractéristique, on a

k\-{- pki~]r q=  0 .

En outre, ki = k2 = —y  ou 2ki = — p1 2kl + p = 0.
Par conséquent, pour trouver u (,x), il faut résoudre l ’équation 

ehlxu" =  0 ou u" =  0. On trouve en intégrant u — Ctx +  C2. 
On peut poser Ct =  1, C2 = 0; on a alors u =  x. On peut donc 
prendre pour seconde solution la fonction

y 2 =  xeh*x.
Cette solution est linéairement indépendante de la première, étant 
donné que — =  x =̂= const. On prendra donc pour intégrale générale

y  i
la fonction

y =  Cxehi* +  C2xeh'x =  e^x (iCi +  C2x).
E x e m p l e  4. Soit réquation

ï f " - 4 y '  +  4* =  0.
L’équation caractéristique k2 — 4/c +  4 =  0 a pour racines Vq =  /c2 =  2. 
L’intégrale générale s’écrit:

y =  Cr1e 2jc +  C2xe2x.

§ 22. Equations différentielles linéaires homogènes 
d’ordre n  à coefficients constants

Considérons une équation différentielle linéaire homogène d’or
dre n :

y{n) + 'a iÿ {n~i) +  . . . +  any =  0 . (1)
Nous supposerons que au a2, . . ., an sont des constantes. Avant 
d’indiquer une méthode de résolution de l ’équation (1), nous don
nerons deux définitions qui nous seront utiles par la suite.

D é f i n i t i o n  1. Si l ’on a pour tous les a; du segment [a, b] 
l ’égalité

Tn (x) =  Ai(fi {x) + A zip2 (a;) +  . . . +  A n^(fn^  (,x),
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où Ai, A 2l . . A n sont des constantes non toutes milles, on dit 
que <pn (x) est une combinaison linéaire des fonctions qjj (a;), <p2 (#)> • • •» 
<Pn-l (*)•

D é f i n i t i o n  2. n fonctions <pi (z), <p2 (x), . . ., (pn_t (a;), 
(pn (x) sont dites linéairement indépendantes si aucune d’elles ne peut 
être représentée comme combinaison linéaire des autres.

R e m a r q u e  1. Il résulte de ces définitions que si les fonc
tions qpi (a;), qp2 (a;), . . qpn (x) sont linéairement dépendantes, il 
existe alors des constantes Cu C2, . . ., Cn non toutes nulles et 
telles que l ’on a, quel que soit x pris sur le segment [a, 6],

Ci<Pi (*) +  C2(p2 (x) +  . . . +  Cnq>n (x) =  0.

E x e m p l e  1. Les fonctions yt =  ex, y2 =  e2xy y3 =  3ex sont linéaire- 
ment dépendantes, car on a pour Ci — 1, C2 =  0, C3 =  — -g- l’identité 

Ciex +  C2e2x +  C33ex -  0.

E x e m p l e  2. Les fonctions z/i =  1, y2 =  x, y3 =  x2 sont linéaire
ment indépendantes, car on ne peut annuler identiquement l’expression

Ci A +  C2x +  C3x2 
avec des Ciy C2, C3 non tous nuis.

E x e m p l e  3. Les fonctions iji =  ehiX, y2 =  . . . , yn =  ehnx. . . ,
. . avec kiy /c2, . . kny . . . arbitraires, sont linéairement indépendantes. 
(Nous ne démontrons pas cette proposition.)

Passons maintenant à la solution de l ’équation (1). On a pour 
cette équation le théorème suivant.

T h é o r è m e .  Si les fonctions yiy y2y . . ., yn sont des solu
tions linéairement indépendantes de Véquation (1), sa solution géné
rale est de la forme

y =  ^îî/i +  CzVi +  ■ • • +  Cnyny (2)
ou Ciy . . ., Cn sont des constantes arbitraires.

Si les coefficients de l ’équation (1) sont constants, on trouve la 
solution générale tout comme pour l ’équation du second ordre.

1) On forme l ’équation caractéristique
kn +  aji71*1 +  a2fen“2 +  • - • +  cbn =  0 .

2) On trouve les racines de l ’équation caractéristique
ku k2y . . ., kn.

3) Suivant le caractère des racines, on écrit les solutions par- 
ticulières linéairement indépendantes en partant de ce qui suit:
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a) il correspond à toute racine réelle simple k une solution par
ticulière ehx ;

b) il correspond à tout couple de racines complexes conjuguées 
simples k =  a +  &P et =  a  — ip deux solutions particulières 
eax cos Px et eax sin ;

c) il correspond â toute racine réelle k d’ordre de multiplicité r 
autant de solutions particulières linéairement indépendantes

d) il correspond à tout couple de racines complexes conjuguées 
A:a) =  a-MP, .ki2) = a  — îp, d’ordre de multiplicité p,, 2p, solutions 
particulières :

eaxcosPx, xeaxcos$x, . . . ,  x ^ ieaxcos^x, 
eaxsinpx, xeaxsinpx, a:u” 1eaxsinPx.

Le nombre de ces solutions est égal au degré de l ’équation carac
téristique (qui est aussi l ’ordre de l ’équation différentielle pro
posée). On démontre que ces solutions sont linéairement indépen
dantes.

4) Ayant trouvé n solutions linéairement indépendantes yl7 y2, ... 
. . z/n, on écrit la solution générale de l ’équation différentielle 
proposée sous la forme

y =  Ctz/i +  C2y2 +  • • • +  Cnynr

où Cu C2, . . ., Cn sont des constantes arbitraires.
E x e m p l e  4. Trouver la solution générale de l ’équation

ÿiv — y — 0.
S o l u t i o n .  Formons l ’équation caractéristique

&4 — 1 =  0.
Les racines de cette équation sont :

ki =  1, k2 =  —1, k3 =  i, /c4 =  —i.
L’intégrale générale est donc

y =  Cxex +  C2e~x +  Cz cos x +  C4 sin x , 

où Cu C2l C3, C4 sont des constantes arbitraires.

R e m a r q u e  2. Il résulte de ce qui précède que toute la 
difficulté de la résolution d’une équation différentielle linéaire 
homogène à coefficients constants est dans la résolution de l ’équa
tion caractéristique correspondante.
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§ 23. Equations linéaires non homogènes du second ordre

Soit une équation linéaire non homogène du second ordre

y" 4 - a\y' +  a 2y = 7  (*). (1)
La structure de la solution générale de l’équation (1) est donnée 

par le théorème suivant.
T h é o r è m e  1. La solution générale de Véquation non homo

gène (1) est la somme d'une solution particulière quelconque y* de cette 
équation et de la solution générale y de l'équation homogène correspon
dante

y"+ aiVr +  a2U =  0 • (2)
D é m o n s t r a t i o n .  On doit démontrer que la somme

y = ÿ + y *  (3)
est la s o l u t i o n  g é n é r a l e  de l ’équation (1). Démontrons 
en premier lieu que la fonction (3) est une s o l u t i o n  de l ’équa
tion (1).

Substituons la somme y +  ÿ* dans l ’équation (1) au lieu de y , 
on aura :

( ÿ + y * Y  +»<*i ( ÿ +  y * Y + a 2 ( ÿ + y * )  = / (*)
ou

(y"+ a i y r+ a 2y )  + (y*w+ a i y * r + a 2 y*) — / (x ) • (4)
y étant solution de l ’équation (2), l’expression dans les premières 

parenthèses est identiquement nulle, y* étant une solution de l ’équa
tion (1), l ’expression dans les secondes parenthèses est égale à /  (x). 
L’égalité (4) est donc une identité. La première partie du théQrème 
est ainsi démontrée.

Montrons à présent que l ’expression (3) est la solution g é n é 
r a l e  de T équation (1), c.-à-d. que l ’on peut choisir les constantes 
arbitraires qu’elle contient de manière que soient satisfaites les 
conditions initiales :

yx=:x o=  y O»
yx=x o

quels que soient x 0, y0 et y'Q (pourvu que x Q soit pris dans le domaine 
de continuité des fonctions au a2 et /  (x)).

Remarquant que l ’on peut mettre y sous la forme

y =  £ i2/i +  ^ 22/2*
où ï/i et y2 sont deux solutions linéairement indépendantes de l ’équa
tion (2) et Ci et C2 des constantes arbitraires, on peut recopier l ’éga-
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lité (3) sous la forme
y  = C iy i 4- c 2y 2 + y * .  , ;  ̂ (3')

Il résulte des conditions (5) que *)
CiUio +  C2IJ 20 H“ y* — #0»
C ^  + C ^  + y ï ^ y ' .

Il nous faut déduire C1 et C2 de ce système. Recopions-le sous la 
forme

^1^10+^2^20 =  ^0— I/o. 1 ,gv
Ciy[0 + Ca'n = y'0- f t .  J ’J

On remarque que le déterminant des coefficients des inconnues Ct 
et C2 est le wronskien des fonctions ÿ{ et y2 calculé au point x =  x 0. 
Etant donné que ces fonctions sont linéairement indépendantes par 
hypothèse, le wronskien n’est pas nul; le système (6) possède donc 
une solution bien déterminée Ci et C2i c.-à-d. qu’il existe des cons
tantes Ci et C2 telles que la formule (3) définit la solution de l ’équa
tion (1) satisfaisant aux conditions initiales données. Le théorème 
est complètement démontré.

Par conséquent, si l ’on connaît la solution générale y de l ’équa
tion sans second membre (2), le problème revient à trouver une solu
tion particulière quelconque y* de l ’équation avec second membre (1).

Indiquons une méthode générale permettant de trouver des solu
tions particulières d’une équation avec second membre.

M é t h o d e  d e  l a  v a r i a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s  
a r b i t r a i r e s .  Ecrivons la solution générale de l ’équation 
homogène (2) :

V =  C-iyi +  C2y2. (7)
Nous allons chercher une solution particulière de l ’équation non 

homogène (1) sous la forme (7) en considérant Ci et Ç2.comme des 
f o n c t i o n s  de x qu’il faut déterminer.

Dérivons l’égalité (7) :

y f =  C\y't + CW2+ ^ [y i + c 2y 2.
Choisissons les fonctions Ci et C2 de manière que soit satisfaite 
l ’égalité

yi +  C2y2 =  0 . (8)
Ceci étant, la dérivée première y' devient

y f == C iyl  - \-C 2y 2-

*) Ici y10, z/2 0 » Fo » F1 0» I/20» VoA sont les valeurs que prennent les fonctions 
Fi» F21 F*» Fi. F2 » F*' pour x =  x0.
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Dérivons maintenant cette expression, on trouve y":
y” — Ciyi +  C2y2 +  C\yi +  C2y'2.

Substituons y, y’, y" dans l ’équation (1), on obtient:
C\Vi +  C2y2 +  C\y'i +  ^ 2̂ 2 +  ai (Ciy\ +  C2y2) +  «2 (C\yi +  C2y2) =  / (#) 

ou
Ci (2/i +  y[ +  d2yi)-\rC2(y2Jr aiy'2-\~a2y2) +  C ^y'^ C2y2 = f  (æ).

Les expressions contenues dans les deux premières parenthèses 
s’annulent du fait que yi et y2 sont des solutions de l ’équation homo
gène. Par conséquent, cette dernière égalité prend la forme

CM +  CM = f(z). (9)
Ainsi, la fonction (7) est une solution de l ’équation avec second 

membre (1) pourvu que les fonctions Ci et C2 satisfassent aux équa
tions (8) et (9), c.-à-d. si l ’on a

Ç'i y i +  C2y2 =  0, C [y[ +  C2y2 = f(x).
Or, le déterminant de ce système est le wronskien des solutions 
linéairement indépendantes yA et y2 de l ’équation (2), donc il n’est 
pas nul ; on trouve C[ et C2 comme fonctions de x en résolvant le 
système précédent :

C[ = <p i(x), C'2 = <p2(x).
On trouve en intégrant:

Ci =  j* cpt (x) dx -j- Ci ; C2 =  J <p2 (x) dx -(- C2J

où Ci et C2 sont des constantes d’intégration.
Substituant les expressions de Ci et C2 dans l ’égalité (7), on 

trouve une intégrale dépendant de deux constantes arbitraires Ci 
et C2, c.-à-d. la solution générale de l ’équation avec second mem
bre *).

E x e m p l e .  Trouver la solution générale de T  équation

S o l u t i o n .  Trouvons la solution générale de l ’équation homogène

On a :
yn 1Jr r = — Log y’ — Log z Log C, y' =  Cx;
y  X

ainsi,
_________  y =  Cix2 -(-6*2.

' *) Si l ’on pose Ci =  C2 =  0, on obtient une solution particulière de 
l ’équation (1).
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Pour que cette expression soit la solution de l ’équation proposée, il faut 
déterminer Ci et Cy comme fonctions de x du système

C\x2 +  Ci-1 =  0, 2 C{x +  C'2-0 =  x.
On trouve en. résolvant ce système :

a — ± . , \
et par intégration :

^i =  -2" +  ̂ i» C2=  ----- —̂ l-C2-

Substituant les fonctions trouvées dans la formule y =  Cix2 +  C2, on obtient 
la solution générale de l ’équation avec second membre:

— — r3 <r3
—  _ —  —

ou y =  Ĉ x2 +  C2 +  , où Ci et C2 sont des constantes arbitraires.
. C i

Le théorème survrnt peut être utile pour la recherche de solu
tions particulières.

T h é o r è m e  2. La solution y* de Véquation
y" +  cny' +  «2y =  U (*) +  h  (z)> (10)

oà le second membre est la somme de deux fonctions fi (rr) e tf2 (z)* )7 
peut être exprimée sous la forme d'une somme y* = y* +  ï/I\ ou 
yt et y  % sont les solutions respectives des équations

VY +  * \ V T + a*y*x=U  (a:), (11)
y  t  ' + a i y t ' + a2y t  ̂  h  0*0 • (12)

D é m o n s t r a t i o n .  En ajoutant membre à membre les 
équations (11) et (12), on obtient:

{yt -t y t ) '+ ai {y* +  ytY 4- ̂ 2 (yt+ yt) =  /i (^) +  h  (#) • (13)
Par conséquent, yt +  y2 =  ÿ* est une solution de Péquation

(10).
E x e m p l e .  Trouver la solution particulière y* de l’équation 

y" — 4z/ =  x +  3e*.
S o l u t i o n :  La solution particulière e l ’équation

y * "  +  4 y *  =  X

est

*) Il est évident que ce théorème subsiste pour un nombre arbitraire de 
termes dans le second membre.
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C e lle  de r é q u a t io n

y* " +  4y* =  3ex
e s t

+  3 JC

v t = T * ‘
La so lu t io n  p a r t ic u liè r e  y* de l ’é q u a tio n  d on n ée  e s t  don c :

* 1 . 3 x
y = - £ - * + t  e m

§ 24. Equations linéaires non homogènes du second ordre 
à coefficients constants

Soit l ’équation différentielle
y "  +  py ''  +  gy = / (*)> (i)

où p et q sont des nombres réels.
On a indiqué au paragraphe précédent une méthode générale 

de recherche des solutions des équations non homogènes. Lorsque 
l’équation est à coefficients constants, il est parfois plus simple de 
trouver une solution particulière sans intégration. Considérons les 
types d’équations (1) auxquelles cette remarque s’applique.

I. Supposons que le second membre de l ’équation (1) soit le 
produit d’une exponentielle par un polynôme :

/  (x )  =  P n  (x )  ( 2 )

où Pn (x) est un polynôme du 7z-ième degré. Les cas suivants peu
vent se présenter :

a) Le nombre a n’e s t  p a s  u n e  r a c i n e  de l ’équation 
caractéristique

/c2 -f- ph -J- q =  0 .
Il faut alors chercher la solution particulière sous la forme 

y* =  (AoXn +  A&*-1 +  . . . +  An) e™ =  Qn (x) e**. (3)
En effet, substituant y* dans l ’équation (1) et simplifiant par 

eax, on aura
Qn (x) +  (2a +  p) Qn (x) +  (a2 + pa +  q) Qn (x) =  P» (x). (4)

Qn (x) est un polynôme de degré tz, Q'n (x) et Qn (x) sont respective
ment des polynômes de degrés 7z — 1 et 7Z — 2. On a donc de part 
et d’autre du signe d’égalité des polynômes de degré tz. Egalant les 
coefficients des mêmes puissances de x (le nombre des coefficients 
inconnus est égal à tz +  1), on obtient un système de 7Z +  1 équa
tions pour la détermination des coefficients A 0, A u A z, . . A n.

b) a  est une r a c i n e  s i m p l e  de l ’équation caractéris
tique.
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Si Ton cherchait alors une solution particulière sous la forme (3), 
on obtiendrait dans le premier membre de l ’égalité (4) un polynôme 
de degré n — 1, étant donné que le coefficient de Qn {x), soit a 2 +  
+  pa +  q, est nul et que Q'n (x) et Qn (x) sont des polynômes de 
degrés inférieurs à n . Par conséquent, l ’égalité (4) ne pourrait être 
une identité quel que soit le choix des constantes A 0, A u A z, . . . 
. . A n. Donc, dans le cas considéré, on cherchera la solution par
ticulière sous la forme d’un polynôme de degré n +  1 privé de son 
terme constant (car ce dernier disparaît après dérivation) *) :

y* =  xQn (x) e*x.
c) a  est une r a c i n e  d o u b l e  de l ’équation caractéristique. 

Le degré du polynôme s’abaisse alors de deux unités quand on subs
titue la fonction Qn {x) e“* dans l’équation différentielle. En effet, 
a  étant une racine de l ’équation caractéristique, a 2 +  pa +  q =  0 ; 
en outre, a  étant racine double, on a 2a =  —p (on sait, en effet, 
que la somme des racines de l ’équation réduite du second degré 
est égale au coefficient du terme du premier degré pris avec le signe 
moins). Ainsi, 2a +  p =  0.

Il reste donc dans le premier membre de l’égalité (4) Qn (x), 
c.-à-d. un polynôme de degré n — 2. Pour que le résultat de la subs
titution soit un polynôme de degré tz, il faut chercher une solution 
particulière sous forme de produit de par un polynôme de degré 
n -|- 2. La constante et le terme du premier degré de ce polynôme 
disparaissent alors après dérivation et on pourra les omettre dans 
la solution particulière.

Ainsi donc, lorsque a  est une racine double de l ’équation caracté
ristique, on cherchera une solution particulière sous la forme

y* =  x2Qn (x) eax.
E x e m p l e  1. Trouver la solution générale de l’équation 

!/"•+ 4i/' +  3y =  x.
S o 1 u t i o n. La solution générale de l ’équation homogène correspondante

est
y  =  Cie-x  +  C2e~dx.

Comme le second membre de l ’équation non homogène est de la forme 
xe0x [c.-à-d. de la forme (x) e0x ] et.0 n’étant pas racine de l’équation carac
téristique k2 +  +  3 =  0, nous chercherons une solution particulière sous
la forme y* =  Çh (.r) e0x , c.-à-d. que nous poserons

y* =  A 0x - f  Ai.

*) Notons que tous les résultats apportés ci-dessus sont également valables 
lorsque a  est un nombre complexe (ceci résulte des règles de dérivation de la 
fonction emx, m étant un nombre complexe arbitraire; voir § 4. ch. VII).
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Substituons cette expression dans l ’équation proposée, on a:
4A0 +  3 (A0x +  Ai) =  x.

On déduit, en égalant les coefficients des mêmes puissances de x de part et d’au
tre du signe d’égalité :

3A q =  1, 4A 0 ~1“ 3 A i  — 0,
d’où

Par conséquent,

La solution générale y — y-\-y* sera

y =  +  C2e-3* -1- -i- x — .

E x e m p l e  2. Trouver la solution générale de l ’équation 
y" +  9y =  (x2 +  1)

S o l u t i o n .  On trouve facilement la solution générale de l ’équation: 

y — Ci cos 3a; -f- C2 sin 3x.
Le second membre de l’équation donnée (x2 +  1) e2x est de la forme

P 2 (*) eax.
Comme le coefficient 3 dans l ’exposant n’est pas une racine de P équation 

caractéristique, nous cherchons une solution particulière sous la forme
y* =  Qi{x) e2x ou y* =  {Ax2 +  Bx +  C)

Substituons cette expression dans l ’équation différentielle:
[9 (Ax2 +  B x +  C ) +  6 (2Ax  +  B) +  2A +  9 (Ax2 +  Bx +  C)] eax =

=  (.x2 +  i) eax.
Simplifiant par e3X 
obtient :

ISA =
1

d’où A =  î B -

et égalant les coefficients des mêmes puissances de x , on

1, 12A +  185 =  0, 2A +  6B +  185 =  1,
1 5= — ; 5 = - —  B La solution particulière est doncCil 0.1

fi3x

et la solution générale
( 1 1 5 V
i 8 x2—27"x~̂  i$r ) eSX'

E x e m p l e  3. Résoudre l ’équation
y* -  7y’ &  6z/ =  (x ~  2) ex.

S o l u t i o n .  Le second membre est ici de la forme P1 (x) eltX, où 1 de 
l’exposant est une racine simple du polynôme caractéristique. Nous chercherons



98 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. X llï

donc une solution particulière sous la forme y* == xQY (x)tx ou
y* — x (Ax +  B) ex ; 

substituons cette expression dans l ’équation, on a:
[(Ax2 +  Bx) +  ( 4 Ax  +  2B) +  2A —  7  (Ax2 +  Bx) — 7  ( 2 Ax  +  B) - f

+  6  (Ax2 +  Bx)] ex =  (x —  2 )  e * ,
ou encore

( -  1 0  Ax — 5 B +  2A) ex =  (x —  2 )
On obtient en égalant les coefficients des mêmes puissances de x:

—  1 0 A =  1 ,  — 5  B + 2  A =  — 2 ,
1  9d’où A = — =  On a donc pour solution particulière

et la solution générale s'écrit

y =  C l e 0*  .C2ex - j-x  (  — +  * * •

II. Supposons le second membre dé la forme
f  (x) =  P  (x) e<** cos Pa: +  Q (x) e sin Pa:, (5)

où P (x) et Q (x) sont des polynômes.
On peut examiner ce cas comme précédemment en passant des 

fonctions trigonométriques à des exponentielles. Remplaçons cos Pa: 
et sin pa: par leurs expressions exponentielles données par les 
formules d’Euler (voir § 5, chap. VII); on obtient:

/  (x) =  P  (x) eax - — Y - ----- + Q (*) e<xx -------------
OU

/  (x) =  [ Y  P  (x) +  <?(x)] g(a+if»*-f

+  [ - P  (x) — L  Q (*)] (6)

On a dans les crochets des polynômes dont le degré est égal au degré 
le plus élevé de P (x) ou de Q (a;). On voit que le second membre a été 
mis sous la forme du cas I.

On montre (nous ne le démontrerons pas) qu’on peut trouver des 
solutions particulières ne contenant pas de quantités complexes.

Par conséquent, lorsque le second membre dé l ’équation (1) est 
de la forme

f  (x) =  P (x) eax cos pa: ■+ Q (a:) eax sin Pa:, (7)
P (x) et Q (x) étant des polynômes, on détermine comme suit la 
forme dé la solution particulière :
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a) si a  +  ip n ’est pas racine de l ’équation caractéristique, il 
faut chercher une solution particulière de l ’équation (1) sous la 
forme

y* = U (x) eax cos +  V (æ) eax sin P#, (8)
U (x) et V (x) étant des polynômes dont le degré est égal au degré 
le plus élevé de P (z) ou de Q (x) ;

b) si a +  iP est racine de l ’équation caractéristique, on prendra 
une solution particulière sous la forme

y* =  x [U (z) eax cos p# +  V (æ) eax sin P#]. (9)
Pour éviter des erreurs possibles, notons que les formes indiquées 

des solutions particulières (8) et (9) sont évidemment conservées 
aussi dans le cas où dans le second membre de l ’équation (1) l ’un 
des polynômes P (x) et Q (x) est identiquement nul, c.-à-d. quand 
le second membre est de la forme

P (#) eax cos §x ou Q (rc) eax sin Pæ.
Considérons ensuite un cas particulier important. Supposons que 

le second membre d’une équation linéaire du second ordre soit de 
la forme

f  (x) =  M  cos p# +  N  sin px, (7')
où M  et N  sont des constantes.

a) Si pi n ’est pas racine de l ’équation caractéristique, on cherche
ra une solution particulière sous la forme

y* =  A cos px B sin Pa\ (8 ')
b) Si pi est racine de l’équation caractéristique, on cherchera 

une solution particulière sous la forme
y* =  x (A cos P x +  B sin P#). (9')

Notons que la fonction (7') est un cas particulier de la fonction 
(7) (P (x) =  Af, Q (x) =  N, a =  0) ; les fonctions (8 ') et (9') sont 
des cas particuliers des fonctions (8) et (9).

E x e m p l e  4. Trouver T intégrale générale de l ’équation linéaire non 
homogène

y" -f~ 2i/' +  5z/ =  2 cos x.
S o l u t i o n .  L’équation caractéristique /c2 +  2/c +  5 =  0 a pour racines 

=  —1 +  2i, k2 =  —1 — 2t. L’intégrale générale de l ’équation hçmogène 
correspondante s’écrit donc ^  Vi z&va

y =  e~x (Ci cos 2x +  C2 sin 2x). ~ v' ‘ A ^

Cherchons une solution particulière de l ’équation avec second membre sous la 
f°rme ' f a i x  Ü * ï '•}*• & {fî 'f  «  szam sD

V* =z<4 P.w j, arÂîitUfè <xus .am teiash
A et B étant des constantes là déterminer. K) •— %v/t



100 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [GH. X III

Substituons y* dans l ’équation proposée, on a:
— 4  cos x —- B sin x - f 12 (— A sin x +  B cos x) +  5 (A cos x +

+  B sin x) =  2 cos x .
Egalant les coefficients de cos x et de sin x, on obtient deux équations pour 
déterminer A et B :

-  A +  2B +  54 =  2; — B -  2A +  5B =  0,

" « ' ‘ - T -  ® - T -
La solution générale de l ’équation proposée, y =  ÿ +  y*, est

2 1y =  e~x (Ci cos 2x +  C2 sin 2x) -j—g- cos x -]—g- sin x.

E x e m p l e  5. Résoudre l ’équation
y n +  4y =  cos 2x.

S o l u t i o n .  Les racines de l ’équation caractéristique sont kt =  2i, 
k2 — —2i; la solution générale de l ’équation homogène est donc

y =  Ci cos 2x +  C2 sin 2x.
Cherchons une solution particulière de l ’équation avec second membre sous la 
forme

y* =  x (A cos 2x +  B sin 2x).
On a:

y*' =  2x (—A sin 2x +  B cos 2x) +  (A cos 2x +  B  sin 2x),
y* " =  — 4x (—A cos 2x — B sin 2x) -f- 4 (—A sin 2x +  B cos 2x).

Substituons ces expressions des dérivées dans l’équation proposée et éga
lons les coefficients de cos 2x èt de sin 2x;  on obtient un système d’équations 
pour la détermination de A et B :

4B =  1 ;  -  4 4  =  0  ;
1

d’où 4 = 0 ,  L’intégrale générale de l ’équation donnée est donc

1
y  =  Ci cos 2x +  ^  sin 2x-\— x sin 2x.

E x e m p l e  6. Résoudre l ’équation
y n —  y =  3e2x cos x .

S o l u t i o n .  Le second membre de l ’équation est de la forme 
/  (a;) =  e23C (M cos x +  N  sin x)

avec M  =  3, N  =  0. L’équation caractéristique k2 — 1 =  0 a pour racines 
ki =  1, /c2 =  — 1. La solution générale de l’équation homogène est

y =  Cie* +  C2e~x .

Comme a +  ip =  2 +  n’est pas racine de l ’équation caractéristique, on 
cherchera une solution particulière sous la forme

y* =  ^  c o s  x B sin x).
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Substituant cette expression dans l ’équation, on obtient après réduction de 
termes semblables:

(2A +  4B) e2x cos x +  (—44 +  2B)e2x sin x =  Se2x cos x .
On obtient en égalant les coefficients de cos x et de sin x :

2A +  45 =  3, —44 +  2B =  0,
3 3d'où A = -Jq-, £  =  -g -. La solution particulière est donc

(
3 3 \J q cosx +  -g-sin:rj ,

et la solution générale

ÿ =  +  + e2* c o s i+ A s in ^  .

R e m a r q u e .  Notons que tous les raisonnements de ce para
graphe s’appliquent à l’équation linéaire du premier ordre. Prenons, 
par exemple, une équation du premier ordre à coefficients constants 
(les équations de cette nature sont d’un usage courant dans les 
applications techniques)

(10)

où a et b sont des constantes. Cherchons tout d’abord la solution 
générale de l ’équation homogène

■gjjr+aÿ —0 .

L’équation caractéristique k +  a == 0 a pour solution k =  —a. 
Par suite, la solution de l ’équation homogène est

y =  Ce~°*.
Cherchons à présent la solution particulière y* de l ’équation non 
homogène sous la forme

y* = B .
En substituant dans l ’équation (10), nous obtenons

aB =  b, B =  b! a.
Donc

ÿ* =  bla.
E t la solution générale de l ’équation (10) est

y =  y +  y* ou encore y =  Ce~ax -f- bla.

§ 25. Equations linéaires non homogènes d’ordre n

Soit l ’équation
y{n) -j- a ^ 71 1} +  . . .  +  any =  /  (x), ( 1 )
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où a l7 a2, '. . an, /  (a;) sont des fonctions continues de a; (ou des 
constantes).

Supposons que l’on connaisse la solution générale
V =' Clï/i +  C2y 2 +  • • - +  CnVn (2)

de l ’équation sans second membre
y in) +  +  a2y{n"2) +  . . .  +  any =  0. (3)

Tout comme pour l ’équation du second ordre, on a le théorème 
suivant.

T h é o r è m e .  Si y est la solution générale de l'équation homogè
ne (3) et y* une solution particulière de l'équation non homogène (1),

Y  = y +  y*
est la solution générale de l'équation complète non homogène.

Par conséquent, tout comme pour l ’équation du second ordre, 
l ’intégration- de l ’équation (1) se ramène à la recherche d’une solu
tion particulière de l ’équation avec second membre.

Ainsi que pour l ’équation du second ordre, on peut trouver une 
solution particulière de l ’équation (1) par la méthode de la varia
tion des constantes en supposant que dans (2) Cu C2, . . Cn 
soient des fonctions de x.

Formons le système d’équations (comparer § 23) :
Cjf-i +  C2y2 Cnyn — 0,
C\y\ +  C2y2 +  . . .  +  Cnyn =  0,

C\yl™  +  C2y 'r»  +  . . .  +  C; i /<r3) -  0 , 
ç \y \ +  . . .  +  CüST1' =  /(*)•

(4)

Ce système d’équations avec pour inconnues C', C2, . . . ,  C'n a une 
solution bien déterminée. (Le déterminant des coefficients de 
CJ, C2, .. ., C'n est le déterminant de Wronski des solutions parti
culières yu y2l . . . ,  yn' de l ’équation homogène, qui sont supposées 
linéairement indépendantes ; il n ’est donc pas nul.)

Le système (4) peut donc être résolu par rapport aux fonctions 
C\, C2, . . . ,  C'n. Intégrons-les une fois trouvées:

=  J Cl dx -(- Ci ; C2—  ̂C2 dx -j- C2 ; 

Cn =  J Cn dx Cn j

où c i, C2j . . . , Cn sont des constantes d’intégration. Montrons que 
l ’expression

y* =  Ciyi -f- C2y2 +  . . . +  Cnyn (5)
est la solution générale de l ’équation complète (1).
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Dérivons l ’expression (5) n fois en tenant compte chaque fois 
des égalités (4) ; on aura alors :

y* — C\Vl +  C2Ï/2+ • • • +  CnUn,
y*' =  CjZ/'H- C2y^-\r • •• “h Cny'nt

y*in' "  =  +  Gjfir*  +  . . .  +  M " * x\
y*in) -  c iV™ +  C a T  +  • • • +  CnÿSP+ /(* ) .

Multiplions la première équation par an, la seconde par an_t, . . . ,  
l ’avant-dernière par et ajoutons, on obtient

y*(n) +  +  . . .  +  a ny*  =  /  (z),
étant donné que yu y 2, . . yn sont des solutions particulières de 
l’équation homogène et que* par conséquent, les sommes obtenues 
en ajoutant les termes d’une même colonne sont milles.

Par conséquent, la fonction y* =  C ^i +  • • . ’ +  Cnyn [où 
C C n sont des fonctions de x déterminées par les équations
(4)] est une solution de l ’équation non homogène (1). Elle contient n 
constantes arbitraires Cu C2, . . Cn. On démontre, comme pour 
une équation du second ordre, que c’est la solution générale.

La proposition est ainsi démontrée.
Il est parfois plus facile de trouver des solutions particulières 

d’une équation non homogène d’ordre n à coefficients constants 
(cf. § 24). Il en est ainsi lorsque:

I. Supposons que le second membre de l ’équation différentielle 
soit de la forme f  (x) = P (x) eax, P {x) étant un polynôme en x ; 
il convient de distinguer deux cas :

a) si a  n ’est pas racine de l ’équation caractéristique, on cher
chera une solution particulière sous la forme

y* =  Q (x) e*x,
où Q (x) est un polynôme de même degré que P (x), mais avec des 
coefficients indéterminés ;

b) si a est racine d’ordre de multiplicité jx de l ’équation caracté
ristique. on cherchera une solution particulière de l ’équation avec 
second membre sous la forme

y* =  x*Q (x) eax,
Q (x) étant un polynôme de même degré que P (x),

II. Supposons le second membre de la forme
f  (x) = M  cos pa: +  N  sin P#,

où M  et N  sont des constantes. On détermine alors la solution parti
culière comme suit:
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a) si pi n’est pas racine de l ’équation caractéristique, la solu
tion particulière est de la forme

y* =  A cos px B sin px,

où A et B sont des coefficients constants indéterminés ;
b) si pi est racine d’ordre de multiplicité p de l ’équation carac

téristique, on a
y* =  xJ* (A cos px B sin px).

III. Soit
f  (x) = P (x) eax cos p x +  Ç (x) eax sin px,

où P (x) et Q (x) sont des polynômes en x . On a :
a) si a  +  pi n ’est pas racine de l ’équation caractéristique, on 

cherche une solution particulière sous la forme
y* =  U (x) eax cos px +  V (x) eax sin px,

où U (x) et V (x) sont des polynômes dont le degré est égal au degré 
le plus élevé de P (x) et de Q (x) ;

b) si a +  pi est racine d’ordre de multiplicité p, de l ’équation 
caractéristique, ôn cherche une solution particulière sous la forme

y* =  [ U (x) eax cos p# -f-  V (x) eax sin pa:],

où ü  (x) et V (x) ont la même signification que pour le cas a).

R e m a r q u e  g é n é r a l e  c o n c e r n a n t  l e s  
c a s  II e t III. Si le second membre de l ’équation contient seule
ment cos px ou sin px, il faudra quand même chercher une solution 
sous la forme indiquée, c.-à-d. avec un sinus et un cosinus. En 
d’autres termes, du fait que le second membre ne contient pas cos Px 
ou sin px il ne résulte nullement que la solution particulière ne 
contient pas ces fonctions. On a pu s’en convaincre en considérant 
les exemples 4, 5, 6 du paragraphe précédent et on le verra sur 
l’exemple 2 de ce paragraphe.

E x e m p l e  1. Trouver la solution générale de l ’équation

yl y  -  y =  a? +  1.

S o l u t i o n .  L’équation caractéristique A:4  — 1 =  0 a pour racines 
h  =  1, k2 — —1, k3 =  iy /c4 =  —■ U 

Trouvons la solution générale de l ’équation homogène (voir ex. 4, § 22) * 
y =  Ciex +  C2e~x +  C3 cos x  +  sin x.

On prendra une solution particulière de l’équation complète sous la forme 
y* =  A cx3 +  A iX2 +  A 2 x +  A 3.
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Dérivons z/* quatre fois et substituons les expressions obtenues dans T équa
tion donnée, on obtient:

— A qX* — A\x2 — A 2x — As =  3? +  1.
Egalons les coefficients des mêmes puissances de x, on a:

— A 0 =  1 ; — Ai =  0; — A 2 =  0; .— A 3 = 1 .

Par conséquent,
y* =  — x3 — 1,

On trouve l’intégrale générale de l ’équation complète sous la forme y =  y -f- 
+  2/*, soit

y =  Ctf* +  C2e~x +  £ 3  cos x +  sin x — x3 — 1.
E x e m p l e  2. Résoudre l ’équation

IV cy — y =  5 cos x.
S o l u t i o n .  L’équation caractéristique Zc4  — 1 =  0 a pour racines =■ 

=  1, /c2  =  —li £ 3  =  i, =  — i. La solution générale de l ’équation homogè
ne est donc

y =  Ĉ ex +  C2t~x +  Cz cos x +  £ 4  sin x .
Le second membr> de l’équation proposée est de la forme 

/  (a:) =  M  cos x +  N  sin x ,
avec M — 5, N =  0.

Comme i est une racine simple de l ’équation caractéristique, on cherche 
une solution particulière sous la forme

y* =  x (A cos x +  B sin x).
On trouve en substituant cette expression dans l ’équation: 

4A sin x — AB cos x =  5 cos x,
d’où

4A =  0, - 4 5  =  5
5ou A — 0, B =  — La solution particulière de l ’équation différentielle 

proposée est donc
... 5y* =  — x sm x

et la solution générale

y =  Ciex -j- C2e~x +  C3 cos x +  C4  sin x — x sin x.

§ 26. Equations différentielles d'oscillations mécaniques

L’objet de ce paragraphe et des paragraphes suivants est l ’étude 
d’un problème de mécanique appliquée au moyen d’équations diffé
rentielles linéaires.

Considérons une masse Q posée sur un ressort à boudin (fig. 274). 
Soit y l ’écart de cette masse à sa position d’équilibre. L’écart vers 
le bas sera considéré comme positif, l ’écart vers le haut sera négatif.
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Dans la position d’équilibre la force de pesanteur agissant sur la 
masse est compensée par l ’élasticité du ressort. Supposons que la 
force de rappel soit proportionnelle à l ’écart,, c.-à-d. qu’elle s’ex

prime par — kyr où k est une constante 
donnée appelée la « rigidité » du res
sort *).

Supposons qu’il s’oppose au mou
vement de la masse Q une force de 
résistance proportionnelle à la vitesse 
du mouvement par rapport au point 
le plus bas du ressort, c.-à-d. une for
ce —Xv =  —X où X =  const >  0
(un amortisseur). Ecrivons l ’équation 
différentielle du mouvement. On a 
loi de Newtonen vertu de la seconde

(*)

(k et X sont des nombres positifs). Nous avons obtenu une équation 
différentielle linéaire homogène du second ordre à coefficients cons
tants.

Ecrivons-la sous la forme

-S -4 -p -g - +  ^ ° ’ t1')
avec

X k
P~~ Q ’ î  =  7 -

Supposons en outre que le point inférieur du ressort effectue un 
mouvement vertical obéissant à la loi z = (p (t). Tel est le cas si le

ressort est fixé par son extrémité inférieure à un rouleau décrivant 
un contour donné (fig. 275).

*) Un ressort dont la force de rappel est proportionnelle à la déformation 
est dit à «caractéristique linéaire».
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La force de rappel sera alors non pas — ky mais —k [y +  <p (f)], 
la force de résistance sera —% [y ' +  <pf (01 et on obtient au lieu de 
l ’équation (1)

OU

où l’on a posé
dt2 "T p % + w = f ( t ) .

/(*) =
ftq> (t) +  X(p' (t)

Q

(2')

Nous avons obtenu une équation différentielle du second ordre 
avec second membre.

L’équation (1') est appelée équation des oscillations libres, 
l’équation (2 ') est celle des oscillations forcées.

§ 27. Oscillations libres. Représentations complexe et 
vectorielle des oscillations harmoniques

Considérons d’abord l ’équation des oscillations libres
y"  +  p y ' +  gy =  0 {p >  0 , q >  0 , voir § 26). (1)

Ecrivons l ’équation caractéristique correspondante
k2 +  pk q = 0

et trouvons ses racines :

* i=  +  } /" - T T -“ q■

1) Soit Les racines kl et k2 sont alors des nombres réels
négatifs. La solution générale s’exprime par des exponentielles :

y=?Ci^ t +  C2eĥ i (ki <  0 , k2<  0). (2)
Il résulte de cette formule que l ’élongation y tend asymptotique

ment vers zéro lorsque t~+ oo, quelles que soient les conditions 
initiales. Il n ’y a pas d’oscillations dans le cas donné, car la force de 
freinage est grande par rapport au coefficient de rigidité du ressort k .

2) S o it-^  =  g; on a alors une racine double ki = k2 = —y  .
La solution générale s’écrit donc :

-JLt -JLt --EL /Qv
y= C te 2 +C2te 2 = (Ci +  C2t)e 2 . W

Là encore l ’élongation tend vers zéro lorsque ^  oo, mais moins vite 
que dans le cas précédent (étant donné le facteur Ci +  C2t).

3) Soit p =  0, c.-à-d. que l ’on suppose le freinage absent.
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L’équation (1) est alors de la forme
y '  +  q y - o .  (4)

L’équation caractéristique s’écrit
+ q = 0,

et elle a pour racines kx =  pi, k2 =  —Pi, avec p =  Y  Q- La solution 
générale est

y =  Ci cos Pi +  C2 sin Pi. (5)

Remplaçons dans cette formule les constantes arbitraires Ci et 
C2 par d’autres, A et ç 0, liées à C± et C2 par les relations:

Ci = A sin <p0, C2 = A cos <p0.
On tire de là A et tp0 en fonction de Ct et C2 comme suit:

A — Y  C\+ Cl, <Po =  arc tg .

Substituant les expressions de Ct et C2 dans la formule (5), on 
obtient

y =  A sin (p0 cos Pi +  A cos <p0 sin Pi
ou

y =  A sin (Pi -f <p0). (6)
De telles oscillations sont dites harmoniques. Les courbes inté

grales sont des sinusoïdes. L’intervalle de temps T  dans lequel 
la quantité Pi -j- (p0 varie de 2n est appelé période des oscillations;

2tcdans notre cas T =  . Nous appellerons fréquence des oscillations
le nombre d’oscillations dans le temps 2ji; dans notre cas la fré
quence est P; la constante A , qui représente l ’élongation maximum 
à partir de la position d ’équilibre, est appelée amplitude du mou
vement oscillatoire; q>0 est la phase initiale. On a représenté le 
graphique de la fonction (6) sur la figure 276.

En électronique et ailleurs on fait largement appel aux repré
sentations complexe et vectorielle des oscillations harmoniques.
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Considérons dans le plan complexe xOy le rayon vecteur A =  
— A  (t) de longueur constante | A  | =  A  == const.

Lorsque le paramètre t {t désigne ici le temps) varie, l ’extrémité 
du vecteur A  décrit un cercle de rayon A centré à l ’origine des coor
données (fig. 277). Soit l ’angle 
formé par le vecteur À  et l ’axe 
Ox et tel que -ij) =  P* +  <p0. Là 
grandeur P est appelée vitesse angu
laire de rotation du vecteur A.
Projetons le vecteur A  sur les axes 
Oy et Ox :

ÿ = 4 s i n ( P * 4 - < p 0) .  1 ( 7 )

x =  Acos (p£ +  <Po)- J
Les expressions (7) sont les solu
tions de l ’équation (4).

Considérons la grandeur com
plexe

z =  x +  iy =  A  cos (P* +  <p0) +  iA sin (P* +  (p0) 
ou encore

z =  A [cos (p£ +  <p0) +  i sin (P* +  (p0)]. (8)

Comme nous l’avons vu au § 1, chap. VII, la grandeur complexe 
z (8 ) représente le vecteur A .

Par conséquent, les solutions de l’équation des oscillations har
moniques (4) peuvent être assimilées aux projections sur les axes 
Oy et Ox du vecteur A  ayant P pour vitesse angulaire et (p0 pour phase 
initiale.

En se référent à la formule d’Euler (cf. (4), § 5, chap. VII) on 
peut écrire l ’expression (8) sous la forme:

Les parties imaginaire et réelle de l ’expression (9) sont les solu
tions de l ’équation (4). L’expression (9) est dite solution complexe 
de l ’équation (4). Mettons l’expression (9) sous la forme

z =  Aeffp°eip*. (9)

L’expression Aéi<P° porte le nom d'amplitude complexe. Dési- 
gnons-la par A*. La solution complexe (10) peut alors être mise sous 
La forme

z = A*eifl*.

4) Soit p ̂ = 0 et — <iq.
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Les racines de l ’équation caractéristique sont alors complexes:

où
/Cj =  a +  $P, kz =  a  — tP,

L’intégrale générale est de la forme
y =  eat (C\ cos p/ +  ,C2 sin P*) (12)

ou
y == Aeat sin (P* +  <p0). (13)

Force nous est de prendre ici pour amplitude la quantité Aeat 
qui dépend du temps. Comme a <  0/ elle tend vers zéro lorsque

t oo, c.-à-d. que nous sommés en présence d'oscillations amorties. 
La figure 278 représente le graphique de telles oscillations.

§ 28. Oscillations forcées

L’équation des oscillations forcées s’écrit
y"  +  py* +  qy =  /  (t) (p >  0 , q >  0 , voir § 26). (1)

. Considérons le cas important en pratique où la force perturba- 
tricè extérieure,,est représentée par la fonction périodique

/  (t) =  a sin (ùt;
l ’équation (1) devient alors

y ” + p y r + qy =  a sin COL (!')
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P11) Supposons d’abord que p ^  0 et —- c.-à-d. que les raci
nes de l ’équation caractéristique soient des nombres complexes 
a  ±  ifi. La solution générale de l ’équation homogène s’écrit alors 
(voir formules (12) et (13), § 27)

y =  Aeai sin (p/ -f cp0). (2)
Cherchons une solution particulière de l ’équation avec second mem
bre sous la forme

y* = M  cos (ût +  sin ©J. (3)
Substituant cette expression de y* dans l ’équation différentielle 

initiale, on trouve M  et N:
M —p(ùa . Ar _  (g — û)2) a

^-.<0a)2 +  /,2©2 » iv (^_ CÛ2)2 +  P2CÙ2 *

Avant de substituer les expressions de M  et N  dans l ’égalité (3), 
introduisons les nouvelles constantes A* et cp* en posant

soit
M  = A* sin cp*, N  =  A* cos cp*,

a * = V m * + w
a

~\/(q — CD2)2 p2(û2
tg cp*

On pourra écrire alors la solution particulière de l’équation non 
homogène sous la forme 

y* =  A* sin cp* cos cd£ +  A* cos cp* sin (ùt = A* sin (<d£ +  cp*) 
ou, en définitive,

y'
a

y  (g —(Û2)2+  p&afi sin (coj-fcp*).

L’intégrale générale de l ’équation (1) est égale à y =  y — y*1 soit

y=^Aeai sin (P* +  cp0) y  ( g — CD2J2 p2(j)2 sin (coJ +  T*)-

Le premier terme du second membre (la solution de l ’équation 
homogène) représente des oscillations amorties. Il décroît lorsque 
t croît et, par conséquent, au bout d’un certain temps, c’est le second 
terme, représentant les oscillations forcées, qui joue le rôle prin
cipal. La fréquence co de ces oscillations est égale à la fréquence de 
la force extérieure /  (t) ; l ’amplitude des oscillations forcées est 
d’autant plus grande que p est petit et que ta2 est voisin de q.

Etudions en détail la dépendance entre l ’amplitude des oscilla
tions forcées et la fréquence o pour différentes valeurs de p . Dési
gnons à cet effet l ’amplitude des oscillations forcées par D (co) :

D( o>) a
y  (g — ûl)2J2 —J— p2 j)2
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Posons 3 =  P? (pour p =  0 pt serait égal à la fréquence des oscilla
tions propres). On a

D (CO) =  /   ̂ " -----------V(PÏ — Û)2)2+p2cû2
P iv  i 1 p?) p? p?

Posons

où X est le quotient de la fréquence de la force perturbatrice et de la 
fréquence des oscillations libres du système, la constante y né dépen
dant pas de la force perturbatrice. L’amplitude s’exprime alors par 
la formule

/-) n \  “___
' ' Pf V(l —A,2)2 +  y2̂ 2

(4)

Trouvons le maximum de cette fonction. Il correspond évidemment 
à la valeur de X pour laquelle le dénominateur est minimum. Mais 
le minimum de la fonction

est atteint pour

et est égal à

V (1 - W f  +  f W (5)

Par conséquent, l ’amplitude maximum est égale à

Le graphique de la fonction D {X) pour divers y est représenté sur 
la figure 279 (pour fixer les idées, on a posé pour la construction des 
courbes correspondantes a =  1, Pi =  1). Ces courbes sont appelées 
courbes de résonance.

Il résulte de la formule (5) que pour des y petits la valeur maxi
mum de l ’amplitude est atteinte pour des X voisins de l ’unité,x.-à-d. 
lorsque la fréquence de la force coercitive est voisine de la fréquence 
des oscillations libres. Si y — 0 (donc p =  0), c.-à-d. s’il n ’y a pas 
de résistance au mouvement, l ’amplitude des oscillations îôvcées
croît indéfiniment lorsque -X -*• 1, c.-à-d. lorsque co Pi == 1^3:

lim D(X) =  oo.
Â.-*l

(Y=0)

Lorsque co2 =  3 , il y a résonance.
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2) Supposons maintenant que -l’on ait p =  0, c.-à-d. que nous 
considérerons l ’équation d’oscillations élastiques sans résistance en 
présence d’une force coercitive périodiques

y ” + yy = a sin ©*• (6)

La solution générale de l ’équation homogène est
y = Ci cos pi -f- Ci sin pi (P2 =  q)»

Si p ^  co, c.-à-d. si la fréquence de la force coercitive n’est pas 
égale à la fréquence des oscillations propres, la solution particulière 
de l ’équation non homogène s’écrit

y* =  M  cos coi +  N  sin coi
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On trouve en substituant cette expression dans l’équation proposée :
M  =  0, N  = g — ©2

La solution générale est

ÿ  =  . 4  s i n  (P * +  cp0)  •
g —  ©2 sin (ùt.

Le mouvement résulte donc de la superposition des oscillations 
propres de fréquence P et des oscillations forcées de fréquence ©.

Si p =  co, c.-à-d. si la fréquence des oscillations propres coïncide 
avec la fréquence de la force coercitive, la fonction (3) n ’est pas solu
tion de l ’équation (6). On cherchera alors, en vertu des résultats du 
§ 24, une solution particulière sous la forme

y* = t (.M  cos P* +  N  sin Pi). (7)
On trouve M  et N  en substituant cette expression dans l ’équation 
différentielle :

M = - w ; N = °-
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Par conséquent,

y* =  — t cos p t.

La solution générale est de la forme

i/ =  -4 sin (P* +  <p0) —-r^icos fit.

Le deuxième terme du second membre montre qu’alors l ’amplitu
de des oscillations augmente indéfiniment lorsque t~~>- oo. Ce phéno
mène, qui a lieu lorsque la fréquence des oscillations propres du 
système et la fréquence de la force coercitive coïncident, est appelé 
résonance.

Le graphique de la fonction y* est représenté sur la figure 280.

§ 29. Systèmes d’équations différentielles ordinaires

Dans la résolution d’un grand nombre de problèmes, on demande 
de trouver des fonctions z/A =  y± (,x), y2 = y 2 (z), . . yn =  Vn (*) 
satisfaisant à un système d’équations différentielles qui contiennent 
la variable x , les fonctions inconnues yu y2, . . ., yn et leurs dé
rivées.

Considérons le système d’équations différentielles du premier 
ordre :

où yu y2, . . ., yn sont les fonctions inconnues et x la variable.
Un tel système, résolu par rapport aux dérivées premières, est 

appelé système normal.
Intégrer ce système, c’est déterminer les fonctions yu y2, . . yn 

vérifiant les équations (1) et satisfaisant aux conditions initiales 
données :

(2 /i)oc=3c0 =  I/lO» ( y 2 ) x = x 0 =  y 207 • • •7 ( y n ) x — x 0 =  I /n O ’ ( 2 )

On intègre le système (1) comme suit.
Dérivons la première des équations (1) par rapport à x :

^ r = h ( x ,  yu y2, . . . , y n),
(1 )

ix, ÿi, y2, y a),

àïijj _  dfi , dl 1 dyi 
dx2 dx T  dyi dx

dfl dyn 
diJn dx
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Remplaçons les dérivées —i-, •, . . . ,  . par leurs expressions
fi, fz, . . . ,  fn tirées de (1), on obtient l ’équation

^ - = F z ( x , y i ,  . . . ,  y n).

Dérivant l ’équation obtenue et procédant de la même manière, 
on trouve s

= Fs ipr  y±i JJ7.1 • • • r ÿ/i)*
Continuant ainsi, on trouve en définitive

Jÿ t  =  Fn (x, y u  . . . ,  y n) .

On obtient ainsi le système suivant: 
dÿt Vu ■ • • ? yn)i

J^g- =  Fî(x, yu ..... yn),

^ ±  =  Fn {x, yu . . . ,  yn).

(3)

On tire des fi— 1 premières équations y2, y3, . . ,  yn en les expri-
i«-i yt 

•’ dxn- 1 ’
yz= y z{x, yu y\, • • - , ÿ<,n-1>), 
y&= q>3 (®» ÿi» y** • • • > si *)>

mant en fonction de x, yt et des dérivées ■— , ,

(4)

yn=q>n (®, y, y;, . . . , y i n”1>).
Substituant ces expressions dans la dernière équation (3), on 

obtient une équation du n-ième ordre portant sur yt 3
dnyi
dx™ s<!>'(*,■ yu y'„ y f"1’)- (5)

On détermine yt en résolvant cette expression :
=  % (^i C1) • • •» Cn)* (6)

Dérivons cette expression n — 1 fois; on trouve les dérivées 
IS T ’ comme fonctions de x, Cj, C2, C„.

Substituons ces fonctions dans les équations (4), on détermine 
y$r • • • » y h

dyi
dx

A> c2). . . .  c„), 

ÿn =  (*. C i ,  C z, , C n) .
(7)
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Pour que la solution obtenue satisfasse aux conditions initiales don
nées (2), il ne reste plus qu’à déterminer dans (6) et (7) les valeurs 
des constantes Ci, C2, . . Cn (comme on l ’a fait dans le cas 
d’u n e s e u l e  équation différentielle).

R e m a r q u e 1. Si le système (1) est linéaire par rapport aux 
fonctions inconnues, l ’équation (5) sera aussi linéaire.

E x e m p l e  1. Intégrer le système:

- | | - = ÿ + z + * »  —  = —i y —Zz-\-2x (a)

avec les conditions initiales
(ÿ)*=o= 1. (z)*=o=0. (b)

S o l u t i o n .  1) On a en dérivant par rapport à x la première équation 
d2y dy dz .
dx2 dx ' dx '

On obtient en substituant dans cette dernière les expressions etr dx dx
tirées des équations (a) : 

d2y
dx2 =  (i/ +  z +  a:) +  (— — 3z + 2 z )  +  l

ou
d2y 
'dx2 ' —3y—2z +  3æ +  1. (c)

2) On déduit de la première équation (a)

( à )

Substituons cette expression dans (c), on obtient

dx* 3y 2 (  dx V x ) + 3a:+ 1
OU

- g L + ^ + ^ - M . (e)

La solution générale de cette ernière est
y =  {Ç\ -f- Cix}c~x -f- 5x — 9 (f)

et compte tenu de (d)
z == (Ci 2Ci — 2C2x) e~x — 6x +  14. (g )

Choisissons les constantes Ci et Ci de manière à satisfaire aux 
tiales (b)

conditions ini-

(y)oc=o ~  1» (z)XF=o =  0.
On déduit alors des égalités (f) et (g)

1 =  Ci — 9, 0 =  Ci -  2Ci +  14,
d’où Ci =  10 ; C2 =  6.
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Par conséquent, la solution satisfaisant aux conditions initiales (b) s’écrit 
y =  (10 -f  6x) e~x +  5x — 9, z =  (—14—12*) <?-x — 6x +  M.

R e m a r q u e  2 . Nous avons supposé dans les raisonnements 
précédents que l ’on pouvait tirer les fonctions y2, y 3, • • yn des
/i — 1 premières équations (3). Mais on peut parfois tirer y2> . . yn
de moins de n équations. On obtient alors pour déterminer y une 
équation différentielle d’ordre inférieur à n .

E x e m p l e  2. Intégrer le système

dx dy dz
~ d T = y + z ' ~ W = X + Z ' - d i = x + y■

S o l u t i o n .  On trouve on dérivant par rapport à t la première équation : 
d2x dy dz
dt2 dt 1 dt

d2x

=  (*+z) +  (* +  y)«

dt2 =  2x -|-ÿ -j-z.

Eliminons les variables y et z des équations
dx
dt -= y Jrz; d2x = 2:r +  y-j-z,

on obtient une équation du second ordre par rapport à x :
d2x dx rj _n
dt2 dt

L’intégrale générale de cette dernière est
x=*Cte~t + C2e*t.

D’où
(a)

■^. =  Cie-i +  2 C ^  et U =  — ---- z = —C1a - t+ 2 C & t—z. (P)

Substituant les expressions ci-dessus de x et y dans la troisième équation du 
système proposé, on obtient une équation permettant de déterminer z:

On trouve en intégrant cette équation :
z — C ^ e r t^C o è 2*. (y)

Mais on a alors en vertu de ((3) :
V = - ( C t + C 3)c-i +  C2e2i. (à)

Les équations (a), ([3), (y) donnent la solution générale du système proposé.

Il se peut que les équations différentielles d’un système con
tiennent des dérivées d’ordres supérieurs à un. L’ordre du système 
considéré s’élève en conséquence.

Ainsi, le problème du mouvement d’un point matériel sollicité par une 
force F  se ramène à un système de trois équations différentielles du second ordre.
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Soient Fx: Fyy Fz les projections de la force F  sur les axes de coordonnées. La 
position du point à chaque instant t est définie par ses coordonnées x , y , z. 
Il en résulte que x, y , z sont des fonctions de t. Les projections du vecteur vi- 

„ dx dy dztesse du point materiel sur les trois axes sont -r , ~  .r  dt dt dt
Supposons que la force F  et, par conséquent, ses projections Fx, Fy, Fz 

dépendent du temps t , de la position x , y , z et de la vitesse ^
Les fonctions que Ton cherche dans ce problème sont 

x =  x (t), y =  y (t), z =  z ( t) .

On les détermine à partir des équations de la dynamique (loi de Newton) : 
d2x
dt2 
d2y 
dt2
d2z

dx dy dz \  ^
*£» y* H T ' dt ’ ~dt )  ’

dx dy dz \
Æy y i at ’ dt  ’ Ht )  ’

x,  y, z,
dx dy dz \

HT  ’ dt ’ dt  /  ^

(8)

Nous avons obtenu un système de trois équations différentielles du second ordre. 
Si le mouvement est plan., c.-à-d. si la trajectoire est une courbe plane (par 
exemple du plan Oxy), on obtient un système de deux équations pour déter
miner x ( t) et y ( t) :

J9.~  t  J  J . ,  v

(9) 
(10)

à2* _  „ ( f _ „ dx dy \
dt2 ~ F* V ’ ’ V’ dt ’ d t ) '

dyd2y
dt2 ». - Î - )  •

On peut résoudre un système d’équations différentielles d’ordre n en le 
ramenant à un système d’équations du premier ordre. Montrons comment on 
procède sur l ’exemple des équations (9)J et (10). Introduisons les notations:

dx
dt

On a
d2x
dt2

=  u,

du
H T '

dy
dt “  

d2y dv
dt2 dt

Le système de deux équations du second ordre (9), (10) à deux fonctions 
inconnues x (t) et y (t) est remplacé par un système de quatre équations du 
premier ordre avec quatre fonctions inconnues x1 y , h, v :

dx
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Indiquons pour terminer que la méthode générale examinée de résolution de 
systèmes d’équations différentielles peut être remplacée, dans certains cas con
crets, par des procédés artificiels permettant d’arriver plus rapidement au but.

E x e m p l e
différentielle?

3. Trouver la solution générale du système d’équations

âïy
dx* =  z,

d?z 
dx2 = !/.

S o l u t i o n .  Dérivons deux fois par rapport à x les deux membres de la 
première équation :

d*y   dzz
dx* dx2

d*z
dx 2 y, donc on obtient l ’équation du quatrième ordre

d*y 
dx*

On obtient par intégration la solution générale de cette équation (voir 
§ 22, exemple 4) :

y =  Ciex +  C2e~x +  C3 cos x +  Ck sin x .

Tirons de cette équation et reportons-la dans la première équation du sys
tème proposé; on détermine z;

z =  Ctf* +  C2e~x — C3 cos x r— C4 sin x .

§ 30. Systèmes d’équations différentielles linéaires 
à coefficients constante

Soit donné le système d’équations différentielles

=  (lu  Xi +  ^ 1 2 ^ 2 +  • ? •  +  <hnx n 1 

=== ^ 2 1  x i +  Q'ZL x 2 +  • • ? +  0'2nx n »

~  CtniXi 4" Q>n2X2 +  • .  ̂ +  0'nnx n >

où les coefficients sont constants. Ici t désigne la variable indé
pendante, Xi (£), x2 {t), . . xn (t) les fonctions inconnues. Le 
système (1) est appelé système d'équations différentielles homogènes à 
coefficients constants.

Gomme nous l ’ayons indiqué dans le précédent paragraphe, ce 
système peut être résolu en le ramenant a une équation du rc-ième 
ordre qui dans le cas présent sera linéaire (nous l ’ayons déjà noté



S 30] SYSTÈMES D ’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 121

dans la remarque 1 du précédent paragraphe). Or le système (1) 
peut également être résolu par une autre méthode, sans le ramener 
à une équation du 7z-ième ordre. Cette méthode permet d’analyser 
plus concrètement le caractère des solutions.

Nous rechercherons la solution particulière du système sous la 
forme suivante ;

Xi = a,ieht, x2 =  a 2eki, . . ., x^ =  anehl. (2)

On doit déterminer les constantes a l7 a 2, . . an et k de sorte 
que les fonctions a ^ 1, <x2ekt, . . ., aneki vérifient le système 
d’équations (1). En les portant dans le système (1), nous obtenons:

kaieht == (ancii +  a12a2+  . , .  +  ainan) eht,
k(X2eki =  (^21̂ 1 “1“ ̂ 22̂ -2 • • • “f" ̂ 27î 7i)

kanekt =  (dniCCi 4  dn2a2 +  . . .  +  dnnan) ekt.

Simplifions par eht, Rapportant tous les termes dans le premier 
membre et mettant en évidence les coefficients de a u a 2, . . anr 
nous obtenons le système d’équations

(du ~ k )  ai +  âi2a 2-f- dinan =  0,
a2i^i +  (fl22— k) a2+  . .. ■+ d2nan — 0., ^

* • • • • • • • • ■ • • ...............................
û?uÇti +  an2oç24 - . . .  +  (ann^rA:)a7l =  0 .

Choisissons a l7 a 2, . . an et k de manière que soit vérifié 
le système (3). Ce système est un système linéaire d’équations algé
briques par rapport à a u a 2, , . an. Formons le déterminant du 
système (3) :

du — k djO • > • #171

A(/c) = a21 d22 ~~~~ k . . a &271

O’Tli djii • • « (^nn^k)

Si k est tel que le déterminant À est différent de zéro, le systè
me (3) ne possède qu’une solution nulle a* =  a 2 =  . . . =  a n =  0, 
et par conséquent les formules (2) ne donnent que les solutions 
triviales :

Z ï ( t )  =  X2 (t) =  (t)  s O .

Ainsi, nous ne pourrons obtenir des solutions non triviales (2) 
que pour les valeurs de k pour lesquelles le déterminant (4) s’annule.
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Nous obtenons une équation du rc-ième degré pour déterminer k :
ai± — k 0 1 2 0 1 7 1

a2i # 2 2  —  & . . . a2n =  0 . (5)
0 7 1 2  • • • 07171 k

Cette équation est appélée équation caractéristique du système (1), 
ses racines sont appelées racines de Véquation caractéristique. 

Considérons quelques cas.
I. L e s  r a c i n e s  d e  Té q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i 

q u e  s o n t  r é e l l e s  e t  d i s t i n c t e s .  Désignons par 
&i, k2, . . kn les racines de l ’équation caractéristique. Pour 
chaque racine k% écrivons le système (3) ët déterminons les coeffb 
cients

a ÿ \
On peut montrer que l ’un d’entre eux est arbitraire; on peut 

l ’estimer égal à l’unité. Nous obtenons ainsi : 
pour la racine la solution du système (1)

x™ == a f}ehit7 x(o} =  , xfi> =
pour la racine k2 la solution du système (1)

x™ =  a[2)e**, x f  =  a ? # * , . . . ,  x™ =  ;

pour la racine kn la solution du système (1)
x(n) __ (x(n)eknt . . ., X ^  =

1 1 . 2  2 7 7 7i n
On peut se convaincré par substitution directe dans les équations 

que le système de fonctions
x± =  Cx +  C2a™** +  . . .  +  Cna[n)ehnti >
x2 =  Cia?>e** +  +  . . .  +  Cna™e*nt, I (0)

x„ =  C\««>«*«* +  +  . . .  +  Cn ,
où Ci, c 2, . . Cn sont des constantes arbitraires, est la solution 
du système d’équations différentielles (1). C’est la solution générale 
du système (1). On montre aisément que l ’on peut trouver pour les 
constantes des valeurs telles que la solution vérifie les conditions 
initiales données.

E x e m p l e  1. Trouver la solution générale du système d’équations

“^ ~ = 2 î +  2x2î ~~Jt~ ==X*J'"^X2*
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S o l u t i o n .  Formons l ’équation caractéristique 
2- / ,  2 

1 3 — k
ou /c2—5/c+4 =  0. Nous trouvons les racines

k±=  1, /c2 =  4.
Recherchons la solution sous la forme

4 1) =  a
et

42) =  a<2>e4*, 4 2) =
Composons le système (3) pour la racine /q =  1 et déterminons aj1) et a (2v  : 

(2 —l)ai1> +  2ai1> = 0, j  
la<« +  (3 -1 )  a ^ O  J

ou
<4 1>+ 2 4 1)=o,
ai1> +  2a«1>=0,

1 1d’où rzl2l)= — g - 4 1}. Posant aj1) =  l nous obtenons 4 X)= — g-. Nous avons
ainsi obtenu la solution du système :

4 1} =  eiJ 4 1} — ----et .

Composons ensuite le système (3) pour la racine Ar2==4 et déterminons 
a<2>eta<2>:

— 2oc[2) -f- 2o42) =  0,
<42> -<42>=o,

d’où Gd{2) =  4 2> et cc[2) =  1, a l22) =  i. Nous obtenons la seconde solution du 
système

4 2* =  e4*î x ^ = e ^ t .
La solution générale du système sera [voir (6)]

X1 =  C\€t -f" »

x2= - i - C ie< + C 2e4'.

IL L e s  r a c i n e s  d e  l ’é q u a t i o n  c a r a c t é r i s 
t i q u e  s o n t  d i s t i n c t e s ,  m a i s  c e r t a i n e s  d’e n - 
t r e  e l l e s  s o n t  c o m p l e x e s .  Supposons que parmi les 
racines de l ’équation caractéristique existent deux racines complexes 
conjuguées :

=  ce -f- =  oc —■ ip.
A ces racines correspondront les solutions

x f ) =  a f )e<:a+i^ t (7 =  1,2,  . • - , n), (7)
x f  = a f )e(“ - iP>< (7 =  1,2,  . (8)



124 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. XIII

Les coefficients a$l) et af ’ sont déterminés à partir du système 
d’équations (3).

De même qu’au § 21 on peut montrer que les parties réelles et 
imaginaires de la solution complexe sont aussi des solutions. Nous 
obtenons ainsi deux solutions particulières :

x f  =  eat cos {te 4- Xf' sin fia:), 1
x(/ ’ =  eat (À)1’ sin px+  Xf} cos fia;), J ^

où À)11, sont des nombres réels définis au moyen de
a f1 et a f \

Les combinaisons correspondantes des fonctions (9) entreront 
dans la solution générale du système.

E x e m p l e  2. Trouver la solution générale du système

dt 7xi+'aj2i

S o l u t i o n .  Nous formons l ’équation caractéristique

- 7“ A 1 = 0  — 2 — 5 — k
ou /c2 +  12A; +  37==0 et nous trouvons ses racines :

6 -j“ îy ^2;== 3   im
Portant &i = —6- f i  dans le système (3) nous trouvons:

« ^  =  1, ai« =  l+<f
Ecrivons la solution (7) :

x[» =  xn) =  (1 +  j) (7')
Portant k2 =  —6— i dans le système (3), nous trouvons :

oc;2> = l, ai2) =  l — i.
Nous obtenons le second système de solutions (8) :

x$* =  (1 — i) (8')
Récrivons la solution (7') :

== e^t  (ços t -f  i sin i), — (1 -f  i) e”a* (cos t - f  i sin ()
ou

xj1) = cos t +  ie“a< sin
=  (côs i-^sin t)^r ie’- î (cos i- f  sin t). 

Récrivons la solution (8') :
cos t — ie~*i sin i,
(cos i — sin t) — ie~oi. (cos t-f  sin t).
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Nous pouvons choisir comme système de solutions particulières séparément 
les parties réelles et imaginaires

æJU =  e-M cos t , =  e~ai (cos t —sin £),

=  e~Qi sin t , x(22) =  e~Qi (cos t + sin t).
La solution générale du système sera :

xï =  Cie~oi cos t +  C2e“0/ sin t,
X2 =  Cie-°t (cos t —siii (cos £ +  sin t).

On peut trouver par une méthode analogue la solution d’un 
système d’équations différentielles linéaires d’ordres supérieurs 
à coefficients constants.

En mécanique et en théorie des circuits électriques on étudie, 
par exemple, la solution du système d’équations différentielles du 
deuxième ordre

dïx- j p — aux-\-ai2y, 
d2y

- j p  =  a 2iX  +  0*2211 •

(10)

Nous recherchons de nouveau la solution sous la forme 
ai =  aehtj y =  $ekt

Portant ces expressions dans le système (10) et simplifiant par ekt, 
nous obtenons un système d’équations pour déterminer a, P et k :

(an — k2) a +  a42p =  0 , ï 
a2ia  +  (a22 — h2) P =  0 . j

Les valeurs a et P ne seront différentes de zéro que dans le cas où 
le déterminant du système sera égal à zéro :

an — k2

a2i

Q*i 2
0*22 —k2 =  0 . (12)

C’est précisément l ’équation caractéristique pour le système 
(10); c’est une équation du 4-ième ordre par rapport à k. Soient 
k u k 2, k 3 et &4 ses racines (nous supposons que les racines sont 
distinctes). Pour chaque racine k t du système (11) nous trouvons les 
valeurs a  et p. La solution générale analogue à (6) sera de la forme

a: =  C± «« W +  C2ai2)e^t +  C3aœeh * -f C4a (4W , 
y  =  CjP^gM +  C2$(z)eh2i +  C $(3)eM +  C4p(4 W .

Si certaines des racines sont complexes, à chaque paire de racines 
complexes correspondra dans la solution générale une expresson du 
type (9).
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E x e m p l e  3. Trouver la solution générale du système d’équations 
différentielles

éPx 
dt2 =  .t —4y,

dhj 
dt2

S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation caractéristique (12) et trouvons 
racines :

1-/C.2 
— 1

- 4  
1 —

=  /c2= —i, /c3 =  "]/3, A'4 = —"]/3.

ses

Nous rechercherons la solution sous la forme

ia) = a<i)cw, ÿ(i>==p<i>ei<,
a;(2) =  a (2)e-i^  y(2) __ p(2)e-i<?

æ(3) =  a<3>e 7/(3) =  P<3)g

x(4) =  a (4>g- y<4> =  p(4)g- ^

Nous tirons du système (11) a<h et p<h :

«<1> = 1, ?<!> =  — .

a<2> =  1, F > = - |- ,

o«> =  l ,  P<3) =  — ,

— p<«=—-L.

Ecrivons les solutions complexes :

æ(1> =  e** =  cos t +  i sin t , 
x<2> _  e~it _  cos ^—i sin 

1*/(1) =  - y  (cos * i sin t),

1
t/(2) =  (cos i — i sin t).

Les parties réelles et imaginaires prises séparément seront aussi des 
solutions :

_ _ 1
x ^  — cos y'1* =  —  cos t,

Ci

_ — 1x(2) =  sin t y y<2) =  —  sin
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Nous pouvons maintenant écrire la solution générale :

x =  cos t C% sin t -j- C$6 ^ -J- Ĉ b

ÿ =  i - C 1 c o s t + - | - C 2s i n i —

R e m a r q u e .  Nous n’avons pas considéré dans ce paragraphe 
le cas des racines multiples de l ’équation caractéristique.

§ 31. Notion sur la théorie de là stabilité de Liapounov.
Comportement des trajectoires de l ’équation différentielle 

au voisinage d’un point singulier

Comme les solutions de la plupart des équations différentielles 
et des systèmes d’équations ne s’expriment pas au moyen des fonc
tions élémentaires ou par des quadratures, on a recours également 
à des méthodes d’intégration approchée. On a donné une idée de ces 
méthodes au § 3; en outre, plusieurs de ces méthodes seront exa
minées aux §§ 32-35 et aussi au chapitre XVI.

Le défaut de ces méthodes, c’est qu’elles ne donnent qu’une solu
tion particulière; pour obtenir d’autres solutions particulières, il 
faut refaire tous les calculs. Connaissant une solution particulière, 
on ne peut pas se prononcer sur le caractère des autres solutions.

En maints problèmes de mécanique et de technique, il importe 
de connaître non pas les valeurs concrètes de la solution correspon
dant à des valeurs concrètes de la variable, mais l ’allure de la solu
tion lorsque la variable* varie, notamment lorsqu’elle tend vers 
l ’infini. Il est, par exemple, important de savoir si les solutions 
satisfaisant à des conditions initiales données sont périodiques ou 
si elles tendent asymptotiquement vers une fonction connue, etc. 
La théorie qualitative des équations différentielles a ces questions 
pour objet.

La question de la stabilité d’une solution ou d’un mouvement est 
une des questions fondamentales de la théorie qualitative; cette 
question a été étudiée en détail par l ’éminent mathématicien russe 
A. Liapounov (1857-1918).

Soit le système d’équations différentielles

Soient x =  x (t) et y = y (t) les solutions de ce système satisfaisant 
aux conditions initiales

( i )

(!')
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Soient encore x = x(t) et y  = y ( t )  les solutions du système (1) 
satisfaisant aux conditions initiales A

D é f i  n i t i on.  Les solutions x =  x (t) et y = y (t) satisfai
sant aux équations (1) et aux conditions initiales (!') sont dites stables

au sens de Liapounov lorsque oo si, pour tout e >  0 arbitraire
ment petit, il existe ô >  0 tel que Ton ait pour tout t >  0 les iné
galités

Interprétons cette définition. Il résulte des inégalités (2) et (3) 
que les solutions varient peu, quel que soit t positif, lorsque les 
conditions initiales varient peu. Si le système d’équations différen
tielles est celui d’un mouvement, le caractère du mouvement varie 
peu lorsque les conditions initiales varient peu si les solutions sont 
stables.

Voyons-le sur l ’exemple d’une équation du premier ordre. Soit l ’équation 
différentielle

(i")

Fig. 281

| x (t) — x (t) | <  e

l-ÿW—#(*)! < e
(2)

dès que les conditions initiales satisfont aux inégalités

Sa solution générale est
y =  Ce-* +  1.

Trouvons la solution particulière satisfaisant à la condition initiale
yt=o =  1-

(b)

(c)
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Il est évident que cette solution y =  1 correspond à C =  0 (fig. 281). Trou
vons ensuite la solution particulière satisfaisant à la condition initiale

Vt=o =  2/o-
Trouvons la valeur de C dans l ’équation (bj :

d’où
Vo= C +  1, 

C =  7/0 — 1.
On obtient en substituant cette valeur de C dans l ’égalité (b)

U =  (yo — 1) e~l +  1.
Il est évident que la solution y =  1 est stable. En effet

y — y =  I(!/o — 1) *-* +  1] — 1 =  (i/o — 1) e-* 0
lorsque t oo.

L’inégalité (3) est donc vérifiée quel que soit e dès que l ’on a 
(i/o — 1) =  ô <  e.

Si les équations (1) décrivent le mouvement, où l ’argument t 
est le temps, et qu’elles ne contiennent pas explicitement le temps t, 
c’est-à-dire si elles ont la forme

i r - M * »  y)>

■sr y)>

un tel système est dit autonome.
Considérons ensuite le système d’équations :

dx
dt =  cx +  gy.

| \  = ax +  by
(4)

en supposant que les coefficients a, b, c, g soient des constantes. 
La substitution directe nous convainc que la solution du système 
(4) est alors x =  0, y =  0.

Voyons à quelles conditions doivent satisfaire les coefficients pour 
que la solution x =  0, y =  0 du système (4) soit stable.

Dérivons la première équation et éliminons y et ~  , on obtient
une équation du second ordre :

d2x dx , dy dx , , , , * dx , , , / dx \~W  =  c —  +  g =  c w  +  g (ax +  by) =  c +  agx +  b ( -  cz )

OU

^ - Q  +  c ) % r - ( « g - b c ) x - 0 .  (5)
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L’équation caractéristique s’écrit
X2 ~  {b +  c) X — (ag — bc) =  0. (6)

Cette équation est notée habituellement sous la forme d’un 
déterminant

c — X g 
a b — X =  0 (7 )

(cf. équation (4), § 30).
Désignons les racines de l ’équation caractéristique par Xi et X2. 

Comme nous allons le voir, la stabilité (ou l ’instabilité) des solutions 
du système (4) est déterminée par la nature des racines Xi et X2. 
Les cas suivants peuvent se présenter.

1. L e s  r a c i n e s  d e  l ’é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i 
q u e  s o n t  r é e l l e s ,  n é g a t i v e s  e t  d i s t i n c t e s :

Xi < 0 ,  X2 <  0, Xt =j£= X2.
On trouve x de l ’équation (5) :

x =s C2e^ztm
De la première équation du système (4), on déduit alors y. La 
solution du système (4) prend ainsi la forme :

x^C ^M + C zeM ,

y =  [Ci — c) e ^+ C z (%z—c) e**] j  .

R e m a r q.u e. Si g =  0 et a =̂= 0, il faut alors écrire l ’équation
(5) pour la fonction y . De la deuxième équation du système (4) on 
déduit y et ensuite x . La structure de la solution (8) ne change pas. 
Si g =  0 et a =  0, la solution du système d’équations s’écrit sous 
la forme :

x =  Ciecl, y = C2ebl. (8')
Dans ce cas il est plus facile d’analyser le caractère des solutions. 

Donnons à C± et C2 des valeurs telles que les solutions (8) satisfas
sent aux conditions initiales

x b=o =  Æoi y\t=o ~  yo-
La solution vérifiant les conditions initiales est donc :
__Cx0~{~gy0 — x0̂ 2 I xoh CX0 glfo
x ~  Ï ^ X 2 e “T X i-% 2 * *

» -  y  ( V -c )  <w +  e“ ]  •
Il résulte de ces dernières formules que, pour tout e >  0, on 

peut choisir | x0 | et | y0 | suffisamment petits tels que l ’on ait
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pour tous les t >  0 :
| x  (t) | <  e, | y (t) | <  e, étant donné que 

eM <  1 et e™ < 1 .
Notons que dans ce cas

lim x (t) =  0,
t >--J-oo

lim y (t) =  0.
f-+ -foo I ( 10)

Considérons le plan xOy. Ce plan porte le nom de plan de phase du 
système d’équations différentielles (4) et de l’équation différentielle 
(5). Considérons les solutions (8) et (9) du système (4) comme les 
équations paramétriques d’une certaine courbe dans le plan de 
phase xOy :

x —tp (t, C\, cy  1 1 
ÿ =  ̂  (t, c u C2), )

(11)

x — (p (t, Xq, yo)j 1 
y = ÿ ( t ,  xü, y0). j ( 12)

Ces courbes sont appelées courbes intégrales ou trajectoires de l ’équa
tion différentielle

dy _  ax+by
dx cx~\-gy ' *

obtenue en divisant membre à membre les équations du système (4).
L’origine des coordonnées O (0, 0) est un point singulier pour 

l ’équation différentielle (13) puisqu’il n ’appartient pas au domaine 
d’existence et d’unicité de la solution.

Le caractère des solutions (9) et plus généralement des solutions 
du système (4) est illustré concrètement par la disposition des cour
bes intégrales

F (x, y, C) =  0
qui forment l ’intégrale générale de l ’équation différentielle (13). 
La constante C est tirée de la condition initiale y x=x0 =  2/o* Après 
substitution de C l ’équation de la famille prend la forme

F (x, y, x0, y0). (14)
Dans le cas des solutions (9) le point singulier porte le nom de nœud 
stable. On dit qu’un point se déplaçant sur la trajectoire tend indé
finiment vers le point singulier si t-+  +oo.

Il est évident qu’on aboutirait également à la relation (14) 
en éliminant le paramètre t du système (12). Pour déterminer com
ment, dans le plan de phase, sont disposées les courbes intégrales
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au voisinage du point singulier pour toutes les racines possibles de 
l ’équation caractéristique, au lieu d’une analyse complète, bornons- 
nous à une illustration sur des cas simples ne nécessitant pas des 
calculs compliqués. Précisons que les trajectoires de l ’équation (13) 
et celles qui seront étudiées dans ces exemples auront la même

allure au voisinage de l ’origine 
des coordonnées quels que soient 
les coefficients.

E x e m p l e  1. Etudier la stabili
té de la solution x=  0, y =  0 du sys
tème d’équations

dx

dy 
dt-= -2 y .

Fig. 282

—1—A,
0 - 2 —A,

S o l u  t i o n .  L’équation caractéris
tique êst

0 -0 .
Ses racines

À| — 1. =  —2.
Les solutions (8') sont dans ce cas

x — y — C2e~2t.
Les solutions (9)

x =  x0e - ly y =  yce~2t• (a)
Il est évident que lorsque t  - >  +  o o  x (t) 0  et y (t) 0 .  La solution x =  0 ,
y =  0 est donc stable. Voyons maintenant le plan de phase. En éliminant le 
paramètre t  de l ’équation (a) nous obtenons une équation de la forme (14)

(b)
V *0 / yo

C’est une famille de paraboles (fig. 282).
L’équation (13) s ’écrit dans ce cas

dy __ 2y 
dx x

Nous obtenons en intégrant
Log | y | =  2 Log | x | +  Log | C |,

y =  Cx2. (c)
Tirons C des conditions

*̂=.**0 yo» r __ yo^ --“ o" •
En substituant C dans (c) nous obtenons la solution (b). Le point singulier 
O (0, 0) est un nœud stable.

II. L e s  r a c i n e s  d e  l ’é q u a t i o n  c a r a  c t é r i s -  
t i q u e s  o n t  r é e l l e s ,  p o s i t i v e s  e t  d i s t i n c t e s :
Àj 0, 1̂ ^  2̂*
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Dans ce cas les solutions sont données également par les formu
les (8) et respectivement (9). Ici cependant pour | x 0 | et | yQ | aussi 
petits qu’on veut | x (t) | oo, | y (t) | ->• oo lorsque t ->• +oo, 
étant donné que oo et eXit -> oo lorsque -f-oo. Sur le
plan de phase le point singulier sera un nœud instable : en effet, 
lorsque +oo, un point qui se déplace sur la trajectoire s’éloigne 
du point de repos x =  0, y =  0.

E x e m p l e 2. Etudier la stabilité des solutions du système
dx
dt x,

S o l u t i o n .  L’équation caractéristique sera

ses racines
Ài = l f X2 = 2,

et la solution du système

1 — a ü
0 2 — X

=  0 ;

x = xQett y — y^e .̂
Cette solution est instable car | x (/) | -*• oo, I y (t) | oo 
Eliminons t :

(fig. 283). Le point singulier O (0, 0) est un nœud instable.

lorsque +  co.

III. L es r a c i n e s  de l’é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  
s o n t  r é e l l e s  et  de s i g n e s  c o n t r a i r e s ,  p a r  e x e m p l e  

>  0, X2 <  0.
Il résulte de la formule (9) que pour | x Q | et | y 0 | aussi petits 

qu’on veut, si ex0 +  gyo — ^0^2 ¥= 0, | x {t) | 00 , | y (t) | 00
lorsque + 00. La solution est instable. Dans le plan de phase
le point singulier porte le nom de selle.

E x e m p l e  3. Etudier la stabilité de la solution du système

T T -
S o l u t i o n .  L’équation caractéristique est

par suite, =  1, =  —2. La solution est

x =  zoe+*, y =  yoe~2i-
La solution est instable. En éliminant le paramètre t , nous obtenons une famille 
de courbes dans le plan de phase

yx2 =  ï/o*o-
Le point singulier O (0, 0) est une selle (fig. 284).
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IV. L es  r a c i n e s  de r é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  
s o n t  c o m p l e x e s  a v e c  u n e  p a r t i e  r é e l l e  n é g a t i v e :  

=  a  +  ip, h2 =  a  — îp (a <  0).
La solution du système (4) est

a; =  ea<[(;1cospi-i-C,2sinP^], \

y =  T  ̂  ̂  P̂ 2 ~~ c c o s  P* +  (aC2 — pCi — cC2) sin Pfl. J
Posons

C = Y C \ +  C\, sin à = —  , cosô =  -^-.

L ’équation (15) peut alors s’écrire sous la forme 
x = Ceat sin (P* +  ô),

V =  y -  [(a — c) sin (P* +  ô) +  p cos (Pt +  ô)],

où Ci et C2 sont des constantes arbitraires susceptibles d’être tirées 
des conditions initiales : x =  x0, y =  y 0 en faisant t =  0. De plus,

Q
i 0 =  Csinô, ya —— [(a — c) sin P cos ô], 

d ’où 5
Ct = xo, C2=..gÿ0~ z»(a~ c) . (17)

Rappelons que si g =  0, la solution se présentera sous un autre 
aspect, mais le caractère de l ’analyse restera le même.

Il est évident que pour tout e >  0 et | x 0 | et | y0 | suffisamment 
petits on aura

I x (t) | < 6 /  \y  (t) ' p.
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La solution est stable. Dans ce cas quand + o °  
x {t) 0 et y (t) 0

en changeant de signe un nombre indéfini de fois. Sur le plan de 
phase le point singulier de cette nature porte le nom de foyer stable.

E x e m p l e  4. Etudier la stabilité de la solution du système d’équations
dx

~ d t~  ~ X+ V'
dy
dt - x —y.

S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation caractéristique et cherchons ses racines

I — 1— % 1
| —1 — 1—K

^1,2= —1 d~ li»

= 0, 

a =
A2_|_2J\,+2 =  0, 

-1 , P =  L
Déterminons Ci et C2 d’après les formules (17) : Ci =  x0, C2 =  y0- En les 
substituant dans (15) nous obtenons:

x == e  ̂ (ig cos t -{■“ z/o sin i)i (A]
y — e~* (y0 cos i — x0 sin i). J ' '

Il est évident que pour des valeurs de i quelconques
I I <  I *o I +  I yo I. I y K  I *o I +  I yo I-

Lorsque i +  oo, x (i) ->• 0, y (i) 0. La solution est stable.
Voyons maintenant comment dans ce,cas sont disposées les courbes dans 

le plan de phase. Transformons l ’expression (A). Soient
x0  =  M  cos ô, y0 =  A /sinô,

Les égalités (A) prennent alors la forme:

x =  Me~l cos (Pi — ô), \  ™
y =  Me~l sin (Pi — ô). J ' '

Passons aux coordonnées polaires p et 0 et exprimons p en fonction de 0. Les 
équations (B) prennent la forme

p cos 0 =  Me ' 1 cos (Pi — ô),*\ (C.
p sin 0 =  Me- 1 sin (Pi — ô). J ' '

En élevant les premiers et les deuxièmes membres au carré et en additionnant, 
nous obtenons

p2 =  M2e-2t
ou encore

p =  M e-1. (D)

Exprimons à présent t en fonction de 0. En divisant membre à membre les 
équations du système (G), nous obtenons

tg 0 =  tg (Pi — ô),
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d’où il vient

Substituons dans (D) :

ou

O + ô
P '

0 |-6 
p — Me p

_ jô_9_
= Me P " 1' .

_ _ ô _

En désignant Me & par nous obtenons en définitive

C’est une famille de spirales logarithmiques. Dans ce cas lorsque t +  oo 
un point sc déplaçant sur la trajectoire tend vers l ’origine des coordonnées. 
Le point singulier O (Ô, 0) est un foyer stable.

V. L es r a c i n e s  cle l’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  
s o n t  c o m p l e x e s  a v e c  u n e  p a r t i e  r é e l l e  p o s i t i v e :  

=  a  -f- ip, X2 =  a  — ip (a >  0).
Dans ce cas la solution s’exprimera également au moyen des 

formules (15), où a >  0. Lorsque t-+  +oo, | rc (jf) | et | y (t) | 
peuvent prendre des valeurs aussi grandes qu’on veut quelles que 
soient les conditions initiales x0 et y0. ifŸ x\ Jfl ¥= 0)- La solution 
est instable. Sur le plan de phase un point singulier de cette nature 
porte le nom de foyer instable. Un point se déplaçant sur la trajectoire 
s’éloigne indéfiniment de l ’origine des coordonnées.

E x e m p l e  5. Etudier la stabilité de la solution du système d’équations
dx ,
i r = x + y'
dy
dt — x +  y.

S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation caractéristique et cherchons ses racines

P l î  1-U | =  0’ *s- 2 * + 2 =  0,
Àj =  1 -{- iy X2 := 1 — i.

La solution (15), compte tenue de. (17), est dans ce cas 
x — et(xù cos t +  I/o sin /)» 
y =  e*(ff0 cos t — x0 sin /).

Dans le plan de phase nous obtenons une courbe en coordonnées polaires
p = jî?itf0/P.

Le point singulier est un foyer; instable (fig. 285).
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VI. L es  r a c i n e s  de l’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  
s o n t  d e s  n o m b r e s  i m a g i n a i r e s  p u r s :  À* =  iP, ^2 — &P-

Dans ce cas la solution (15) prend la forme :
x =  Cj cos p£ "I- O 2 sin p/,

y =  - j  [(PC2—cCi) cos pf +  ( — pCi — cC2) sin Pt].

Les constantes Ci et C2 sont déterminées d’après la formule (17) :

c , - * , ,  c , = i a ± ^ .  (19)

Il est évident que pour tout e >  0 et | Xo | et | i/o I suffisamment 
petits, | x (t) | <  e et | y (t) | <  e quel que soit t . La solution est 
donc stable, x et y sont des fonctions périodiques de t.

Pour analyser les courbes intégrales dans le plan de phase, il 
est plus commode d’écrire la première des solutions (18) sous la 
forme suivante (cf. (16)) :

x — C sin (P^+ ô),

y =  —  cos (P< +  6) — - y  sin (P* +  ô), (20)

où C et Ô sont des constantes arbitraires. Nous constatons immédia
tement d’après (20) que x et y sont des fonctions périodiques de t. 
Eliminons le paramètre t des équations (20)

y  =
X 2
C2

c
-------X.

g
En faisant disparaître le radical, nous obtenons :

C P
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C’est une famille de courbes du second degré (courbes réelles)-dépen
dant de la constante arbitraire C. Aucune d’elles ne possède de point 
indéfiniment éloigné. Par conséquent, c’est une famille d’ellipses 
entourant l ’origine des coordonnées (lorsque c == 0 les axes des ellip
ses sçnt parallèles aux axes des coordonnées). Le point singulier 
de cette nature est appelé centre (fig. 286).

E x e m p l e  6. E tu d ie r  la  s t a b i l i t é  de la  s o lu t io n  d u  sy s tè m e  d ’é q u a tio n s

dy
dt =  —4a:.

Solut ion. E c r iv o n s  l ’é q u a t io n  c a r a c té r is t iq u e  e t  c h e rc h o n s  se s  r a c in e s

AJ +  4  =  0 , A» = i  2i.

Les solutions (20) seront
x =  C sin (21 +  Ô), 
y =  2C cos (2t +  ô).

L’équation (21) prend la forme

n2 =AC 2 { i - — \  J ' i . + . î L - lJ 40 \  C2  /  ’ 4 C2 +  C2  ■
Nous obtenons ainsi une famille d’ellipses dans le plan de phase. Le point 
singulier est un centre.

VIL S o i e n t  Aj =  0, %2 <  0.
La solution (8) dans ce cas prend la forme

x -= Ci C2e ^ ,

y =r ~  l — CiC-\-C2 (X2—c) e*2*].

Il est évident que pour tout e >  0 et | xQ | et | y0 | suffisamment 
petits, | x (t) | <  e et | y (£) | <  e quel que soit t Z> 0. La solution 
est donc stable.

E x e m p l e  7. E tu d ie r  la  s t a b i l i t é  de la  so lu t io n  d u  sy s tè m e  

dx dy
1 t = 0 ' ~ d t ~  ~~V' («)

S o 1 u  t  i  o n .

—A,
0

C h erch on s le s  r a c in e s  de l ’é q u a tio n  c a r a c té r is t iq u e  

0
—  1 —  A,

=  0, A2 +  A =  0, Ai =  0, A2= — 1.

D a n s  ce  ca s  g =  0 . R é so lv o n s  d ir e c te m e n t l e  sy s tè m e  sa n s reco u rir  a u x  fo rm u 
le s  (22)

x = C  i, y =  C2e-X. (P)

L a s o lu t io n  sa t is fa is a n t  a u x  c o n d it io n s  in i t ia le s  x =  ar0 e t  y — y0 lo rsq u e  t =  0  
e s t

* =  *o» y =  (y)
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Il est évident que la solution est stable. Dans le plan de phase l ’équation diffé- 
dxrentielle est =  0. L’intégrale générale est x =  C. Les trajectoires sont donc

des droites parallèles à Taxe O y . De l ’équation (y) il vient que les points sur 
les trajectoires s’approchent de la droite y =  0 (fig. 287).

VIII. S o i e n t  =  0 et X2 >  0.
Des formules (22) ou (8') il résulte que la solution n ’est pas stable, 

étant donné que | x (t) | +  | y (t) | oo lorsque £->- +  oo.
IX. S o i t  Xi =  X2 <  0.
La solution est

X —  (C l  -f- Cyt)

y = ~ jeklt (^i—c) + ^ 2  (i
Etant donné que eXlt-+- 0 et teXit 0 lorsque +cx), pour tout 
e > 0  on peut choisir Ci et C2 (par le choix de x Q et y0) tels que

| x (£) | <  e, I y (*) I <  e quel que soit i >  0. La solution est 
donc stable. De plus, x (t) 0 et y (t) 0 lorsque t +oo.

E x e m p l e  8. Etudier la stabilité de la solution du système 
dx dy

~ d t = ~ x' - 3 T ~ *
S o l u t i o n .  Cherchons les racines de l ’équation caractéristique

I _ 1° _ ^ |= o» (^+i)2=o, Xi=%2=—i.
Dans ce cas g =  0. La solution du système aura la forme (8'):

x =  Cie’" i 1 y =  C2e~~i 1

en outre æ-î-0, y -+  0 quand £-*-4-oo. La solution est stable. La famille de 
courbes représentées sur le plan de phase aura pour équation

— =  — ~=k  ou y —kx~
X  L  i

C’est un faisceau de droites passant par l ’origine des coordonnées. Les points 
se déplaçant sur la trajectoire tendent vers l ’origine des coordonnées. Le point 
singulier O (0, 0) est un nœud (fig. 288).
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Notons qu’au cas où Ki =  X2 >  0 l ’allure de la solution (22) 
ne change pas, mais quand +ooy | x (t) | ■-> oo et | y (J) | -> oo.
La solution est donc instable.

X. S o i t  =  ^2 == 0.
Alors

x =  Ci “h C2t,

y  = y  t — Ĉ>1 —ĉ l*
On voit que oo et y oo lorsque f -K -f -o o . La solution est 
donc instable.

E x e m p l e  9. Etudier la stabilité de la solution du système d’équations
dx dy n
i r = ÿ ’ ■3F=0-

S o l u t i o n .  Cherchons les racines de l ’équation 
actéristique

~ X 1 =0, Xf = 0, Â1 =  X2 =  0.

y ii

0 *  X

Fig. 289

0 -K  
La solution est donc

y =  C2i x =  C2t *4" C\,

Il est évident que x -4- o o  quand t -f" 0 0 • La solution est donc instable. Dans 
le plan de phase l’équation sera ~  =  0. Les trajectoires y =  C sont des droi
tes parallèles à l ’axe Ox (fig. 289). Le point singulier de cette nature s’appelle 
selle dégénérée.

Pour donner un critère général de stabilité de la solution du sys
tème (4) procédons de la façon suivante.

Ecrivons les racines de l ’équation caractéristique sous la forme 
de nombres complexes:

Ki =  Àî +  tXf*. h  =  Kt+iKP

(si les racines sont réelles, X** =  0 et X%* =  0).
Introduisons le plan de la variable complexe et repré

sentons les racines dé l ’équation caractéristique par des points sur 
ce plan. Ainsi d’après les cas que nous venons d’examiner le critère 
de stabilité de la solution du système (4) peut s’énoncer de là manière 
suivante.

Si aucune des racines et K2 de Véquation caractéristique (6) n'est 
située à droite de Vaxe imaginaire et si l'une d'elles au moins est non 
nulle, la solution est stable ; si l'une des racines au moins est située 
à droite de Vaxe imaginaire ou si elles sont toutes deux nullesy la solii- 
tion est instable (fig. 290).
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Considérons maintenant un système d’équations plus général :
dx-n- = cx +  gy +  P (xdt
dy
dt—  =--ax + by +<Q (x.»)• J

(25)

La solution de ce système ne s’exprime pas, sauf pour des cas excep
tionnels, au moyen de fonctions élémentaires et de quadratures.

Pour s’assurer si les solutions de ce 
système sont stables ou non on les compare 
à celles d’un système linéaire. Supposons 
que lorsque x ~ + 0 e t y ^ 0  les fonctions 
P (x , y) et Q (x , y) tendent également vers 
zéro, mais plus rapidement que p où p =
=  V x 2 +  y2; en d’autres termes

tions
v / // / / / / / / / / / / /u

Domaine 
des solutions

o X*
stables1 instables

= 0, lim
p - + 0

Q (*> y) 0.

On démontre alors que, sauf exception, la 
solution du système (25) sera de la même 
nature quant à sa stabilité que la solution

T r - ^ + w .  1
*L= ax +  by. J

Cette exception est précisément le cas où les deux racines de l ’équa
tion caractéristique sont situées sur l ’axe imaginaire; le problème 
de la stabilité de la solution du système (25) se complique alors 
considérablement.

A. Liapounov a étudié le problème de la stabilité des solutions 
de systèmes d’équations sous des hypothèses assez générales.

Dans la théorie des oscillations on est souvent amené à résoudre 
l ’équation

Posons
(27)

Nous obtenons alors le système d’équations
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Pour ce système le plan de phase sera le plan (x, v): Les trajec
toires illustrent géométriquement la dépendance de la vitesse v 
par rapport à a; et donnent une image concrète des variations de x 
et v. Si le point x =  0, v =  0 est un point singulier, il définit la 
position d’équilibre.

Si, par exemple, le point singulier du système d’équations est 
un centre, c’est-à-dire que, dans le plan de phase, les trajectoires 
sont des courbes fermées autour de l ’origine des coordonnées, les 
mouvements représentés par l ’équation (26) ne sont pas des oscilla
tions amorties. Si, par contre, le point singulier du plan de phase 
est un foyer (et qu’en outre | x | 0, | v | 0 lorsque t -*■ oo),
les mouvements représentés par l ’équation (26) sont des oscillations 
amorties. Si le point singulier est un nœud ou une selle (et ce point 
singulier est unique), alors x -> ± o o  lorsque oo. Dans ce cas 
un point matériel se déplaçant sur la trajectoire s’éloigne à l ’infini.

Si l ’équation (26) est une équation linéaire de la forme =  

— ax-^b-^- le système (28) devient alors
dx dv . 7
? t ~ v' i t s=ax+ bv■

Il se ramène donc à un système de la forme (4). Le point x =  0, 
v =  0 est un point singulier définissant la position d’équilibre. 
Notons que la variable x n ’est pas obligatoirement un déplacement 
mécanique d’un point. Elle est susceptible d’avoir un autre sens 
physique et représenter, par exemple, des oscillations électriques.

§ 32. Solution approchée dès équations différentielles 
du premier ordre par la méthode d’Euler

Ndus considérerons deux méthodes de résolution numérique 
d’une équation différentielle du prémier ordre. Dans ce paragraphe 
nous aborderons la méthode d'Euler.

Trouvons la solution approchée de l ’équation

■5 —*(*•») (i)
sur le segment [x0, 6], vérifiant la condition initiale y = y 0 pour 
x  =  x0. Découpons le segment [x0y t] à l ’aide des points x0, xit 
Z21 • • -î xn = b en n parties égales (ici x Q <Z Xi <  x2 <C . . . <  xn). 
Introduisons la notation xt — x 0 = x2 — xL =  . . . =  b — xn^  =  
= Ax = h, par conséquent,
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Soit y =  <p (a;) une certaine solution approchée de l ’équation (1)
et

ÿo =  qp fa), yi =  <p fa), • • -, y n =  <p fa)-
Introduisons les notations

àyQ = yi — yo, Aÿi = y2 — yu • • Ayn_4 =  y* — yn-t.

En chacun des points a;0, xu . . xn de l ’équation (1) rempla
çons la dérivée par le rapport des différen- kg 
ces finies:

4 r = / ( a:- »).
Ay = f(x , y) Ax.

Pour x =  x0 nous aurons

- x r  =  /  fa» i/o) » Aÿ0 =  /  f a ,  ÿo) Ax

(2)

(2')

ou

M , L

M i

0 Xq Xf X% X j X

Fig. 291
yi — yo =  /  fa , ÿo)

Dans cette égalité x0l y0, sont connus, par conséquent nous trou
vons :

y i = ÿo 4- / fa, ÿo)
Pour x =  Xi l ’équation (2') sera de la forme

Aÿi =  /  fa , yi) h
ou

yz — y i =  f  fa , yi) K ÿ2 =  ÿi +  /  fa , ÿi)
nus, par contre on déti 
même :
y3 =  yz +  f  f a ,  yz) h.

xu yu h sont ici connus, par contre on détermine z/2« 
Nous trouvons de même:

Vh+i =  yh +  /  f a ,  y h) K

yn =  ÿn-l +  /  f a - l ,  ÿ n -i)^
Nous avons ainsi trouvé les valeurs approchées de la solution 

aux points x0, z i7 . . xn. Réunissant sur le plan des'coordonnées
les points (ar0î yo), (xu £/i)» • - m (xm yn) Par des segments de droite, 
nous obtenons une ligne brisée qui est la représentation approchée 
de la courbe intégrale (fig. 291). Cette ligne brisée est appelée ligne 
brisée d'Euler.
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R e m a r q u e .  Désignons par y =  qp̂  (a;) la solution approchée 
de l ’équation (1) correspondant à la ligne brisée d’Euler pour Ax = h. 
On peut démontrer que s’il existe une solution unique y =  qp* (x) 
de l ’équation (1), satisfaisant aux conditions initiales et déterminée 
sur le segment [æ0, &], alors lim | qpft (a:) — qp* (x) | =  0 pour tout x

/i—>o
de l ’intervalle [a:0î M.

E x em  p l  e. Trouver la valeur approchée pour # =  1 de la solution de 
T équation

y' =  y +  X

vérifiant la condition initiale: y 0 — 1 pour x0 =  0.
S o l u t i o n .  Divisons le segment [0, 1] en 10 parties à l’aide des points 

#o =  0; 0,1 ; 0,2; . .  . ; 1,0. Par conséquent, h =  0,1. Nous rechercherons 
les valeurs y2l . . . »  yn à l ’aide de la formule (2')

Ayjt =  (i/k + xh)h
O U

. . Vh+1 “  yh +  (yu +  xh) h-
Nous obtenons ainsi:

y, =  1 +  ( 1 +  0) *0,1 =  1 +  0,1 =  1,1,
y 2 =  1,1 + ( 1 , 1  +  0,1) -0,1 =  1,22,

Au cours de la résolution nous formons le tableau :

xh Vh Vh +  xk

X q  =  Q
a4 =  0 ,l  
*2 =  0,2 
x 3 =  Q,3 
*4 =  0*4 
#5 =  0,5 
#6 =  0,6 
#7 =  0,7 
#8 =  0,8 
#9 =  0,9 

*10 =  1*0

1,000
1,100
1,220
1,362
1,524
1,7164
1,9380
2,1918
2,4810
2,8091
3,1800

1,000
1,200
1,420
1,620
1,924
2,2164
2,5380
2,8918
3,2810
3,7091

0,100
0,120
0,142
0,162
0,1924
0,2216
0,2538
0,2892
0,3281
0,3709

Nous avons trouvé la valeur approchée y | *==! .=  3,1800. La.solution exac
te de l ’équation donnée, vérifiant les conditions initiales citées précédemment, 
sera

y =  2 ex — x — i.
Par conséquent,

y | *=1 =  2 (e -  1) =  3,4366.

L’erreur absolue est égale à 0,2566, l ’erreur relative à:
0,2566
3,4366 0,075 «  8 %.
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§ 33. Solution approchée des équations différentielles 
par la méthode des différences finies basée sur l'application 

de la formule de Taylor. Méthode d'Adams

Nous rechercherons de nouveau la solution de l'équation

y  =  /  (x, y) (1)

sur le segment [x0l b] vérifiant la condition initiale : pour x =  z0, 
y = y-0. Introduisons les notations qui nous serviront par la suite* 
Les valeurs approchées de la solution aux points

seront
#0» • • • j

yo, yu y 2, • .

Les premières différences ou les différences du premier ordre seront : 
%o =  yi — Va, Ayt =  yz — yu . . Ay„-i — yn — yn^ .

Les deuxièmes différences ou les différences du deuxième ordre sont :

à 2y0 =  Aÿj — Ay0 = y z — 2 yt +  y 0) 
A%  = A y z — Ayt =  y3 — 2 y2 + y u

A2ÿ„_2 — Aÿn_t — A y n _2 =  y n — 2ï/„_i + y„_2.
Les différences des différences du deuxième ordre sont appelées 

différences du troisième ordre, etc. Désignons par z/', z/', . . y'n 
les valeurs approchées des dérivées et par y"Q, y[, . . y'n les valeurs 
approchées des dérivées du deuxième ordre, etc. On détermine 
d'une manière analogue les premières différences des dérivées

Ay'0 = y [ — y ^  A ÿ ;= ÿ '—y \ , .... A1 , = ? ; - ^ , ,
et les secondes „ différences des dérivées

A y  =  Aÿ; — Ay'g, A2î/j =  Aÿ' — Ay\, A Yn.2 =  Az/;_t — Ay'n_2,
etc.

Ecrivons ensuite la formule de Taylor pour la solution de l'équa
tion au voisinage du point x =  x 0 (t. I, ch. IV, § 6, formule (6)) :

y -y 0+ f:p y ; + i^ ÿ ! y +  • • • (2)
Dans cette formule y Q est connu et nous trouvons les valeurs des 

dérivées z/', z/", . . .  à partir de l'équation (1) de la manière suivante.
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Portant dans le second membre de l’équation (1) les valeurs initiales 
Xq, y 0 nous trouvons y'0 :

yô =  /  (*<>> y o).
Dérivant les termes de l ’équation (1) par rapport à z y nous obte

nons :

(3>
Portant dans le second membre les yaleurs x0, y0, y^ nous 

trouvons :
- t-df , df r\

y>- W + 1 F »

Dérivant encore une fois l ’égalité (3) par rapport à # et portant 
les valeurs x Q, i/0? I/o? I/o nous trouvons i/o". En poursuivant *) ainsi 
nous pouvons trouver les valeurs des dérivées de n ’importe quel 
ordre pour x =  x0. Tous les termes du second membre de. la for
mule (2), excepté le terme restant R m, sont connus. Ainsi en négligeant 
le terme restant nous pouvons obtenir les valeurs approchées pour 
n ’importe quelle valeur de x; leur degré d’exactitude dépendra 
de la grandeur | x — x 0 | et du nombre de termes dans le dévelop
pement.

Dans la méthode considérée plus bas on ne détermine à l ’aide 
de la formule (2) que certaines premières valeurs de y quand 
| a; — x0 | est petit. Nous déterminerons les valeurs yi et y2 pour 

=  #o +  h et x2 =  x Q +  2fe, en prenant quatre termes du déve
loppement (y o est connue des données initiales) :

* h r \ h2 „ . h3
I/i —  I/o +  y  I/o +  J 72  3 T  ’

, 2 h ,
y 2 = i/o + - rÿ 0“

(2fe)2
1-2 I/o

(2 h)* 
3! yo

(4 )

(4')

Nous supposons ainsi connues trois valeurs **) de la fonction: 
I/o? I/i? y2* Sur la base de ces valeurs nous déterminons en utilisant 
l ’équation (1) :

y'0= f  (*o> yo), y \ = f { * i, y i ) , yâ=/ (*2, y*)-

Connaissant y'0, y[, y'2 nous pouvons déterminer Ay'0, Ay[, Azy ’0. 
Groupons les résultats des calculs dans le tableau suivant:

*) Nous supposerons dans ce qui suit que la fonction /  (x, y) est dérivable 
par rapport à x et y autant de fois que l ’exigent les raisonnements.

**) Pour une solution d’un degré d’exactitude plus élevé nous aurions 
dû calculer plus que trois premières valeurs de y .
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X V y' Ay' A2y'

Xq 2/0 Uo

A

Xi =  xQ-j-h 2/1 y[ A2!/ô

Aÿl

x2 =  xQ-\- 2 h V2 2/2

• • • . . .

Zfc-2 =  x0 +  (A: — 2) h Vh-2 y’h- 2

Aÿft-2

*A-l =  ;r0 +  (* — ! ) h Vn-i y'k—i aV ,(_ 2

A'Jh-l
1

xh = x0 +  kh Uk y’h

Supposons maintenant que nous connaissons les valeurs de la 
solution

yo, vu 02, . . vk-
Sur la base de ces valeurs nous pouvons calculer, en utilisant 

l ’équation (1), les valeurs des dérivées

00’ 01’ 02’ * * * « 0ki
et, par conséquent,

Ay'Q, Ay\, Ay'h_t
et

A2/y'. A2//. A2ÿj“_s.
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Déterminons la valeur de z/fc+1 d’après la formule de Taylor en 
posant a =  x = Xh+i =Xh +  h :

. h , ,k2 „ , h3 ,,, , . hm (m) . „
V k+ l=  yh  +  Y  y k 1̂ 2* 3 y*  -+iîm'

Limitons-nous dans ce cas à quatre termes dans le dévelop
pement :

. h ,  , h2 „  . A2 / C v

V k+ i:—y k y *2 yk\~\~^#2.3 y?* * -(®)

Dans cette formule les inconnues sont y l  et ÿfc", que nous cher
cherons à déterminer à F aide des différences connues du premier 
et second ordre.

Exprimons tout d’abord y /Li à l ’aide de la formule de Taylor, 
en posant a ~  xk, x — a =  —h :

-, , ( — h) „ . ( — h)2 ,,, /ex
y  h-1 = y  h + 1 - j - L ÿft + j-.-2 yu , (6)

et ÿk-2 en posant a — Xh, x — a =  — 2h :
, , (—2 yh-2 = yk +  ±- ^

Nous tirons de l ’égalité (6):

, . (—2h) „ . (—2h,)*
ÿft-2 =  ÿft+ ÿh+ 1.2; ÿh •

 ̂ r A * h tr Jlî2ÿft —ÿft-i =  Ayh_i =  j ÿ f t —jTgÿh .

(7)

(8)

Retranchant des termes de l ’égalité (6) les termes de l ’égalité (7) 
nous obtenons:

„ , A , h „ 3h2  ,,,
Vh-ï— ^ft-2 =  Ayft»2 =  Y ^ ft---- 2~ÿh •

Nous tirons de (8) et (9)
Ay’h-l — Aÿft-2 =  A2ÿft_2 =

(9)

ou

A2ÿi_2. (10)

Portant la valeur de z/j," dans l ’égalité (8) nous obtenons :

Ay'k-i , A*yk- 2j/ft + 2h (11)

Nous avons ainsi trouvé yk et yk". Portant les expressions (10) 
et (11) dans le développement (5) nous obtenons :

ÿfc+i= Vh+ -j- yk + Ayk~i + A 2y k - 2 - (12)
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C’est la formule dite d'Adams pour quatre termes. La formule (12) 
permet, connaissant z/Â, yk_1? z/A_2, de déterminer z/A+1. Ainsi con
naissant yo, yt et y2 nous pouvons trouver y3 et par suite z/4, z/5, . . .

R e m a r q u e  1. Indiquons sans le démontrer que s’il existe 
une solution unique de l ’équation (1) sur le segment [æ-0r b] véri
fiant les conditions initiales,, alors l’erreur des valeurs approchées 
déterminées par la formule (12) n ’excède pas en valeur absolue M h\ 
où M  est une constante ne dépendant que de la longueur de l ’inter
valle et de la forme de la fonction /  (x, y) et indépendante de la 
grandeur h.

R e m a r q u e  2. Si nous voulons réduire la marge d’erreur, 
il convient de prendre un plus grand nombre de termes dans le 
développement (5) et de modifier en conséquence la formule (12). 
Ainsi, si au lieu de la formule (5) nous prenons une formule dont 
le membre de droite recèle cinq termes, autrement dit si nous ajou
tons un terme d’ordre A4, nous obtiendrons d’une manière analogue 
au lieu de la formule (12) la formule

+  —  A2 î/h _ 2 -f- A3ÿft_ 3.

Ici z/ft+i est déterminé à partir des valeurs yh, y^-t, yh~2 et z/ft_3. 
Ainsi, avant d’aborder les calculs suivant cette formulé, il: faut 
connaître les quatre premières valeurs de la solution : y Qy yu yZr 
z/3. Lors du calcul de ces valeurs à l ’aide des formules du type (4): 
il convient de prendre cinq termes dans le développement.

E x e m p l e  1;. Trouver les valeurs approchées de la solution de réquation
U* =  y +  x

vérifiant la condition initiale
7/o =  1 pour x0 =  0.

Déterminer les valeurs de la solution pour x =  0,1 ; 0,2 ; 0,3 ; 0;4. 
S o l u t i o n .  Trouvons d’abord z/j et y2  à Vaide dès formules (4) et: 

(4'). Nous obtenons de l ’équatioiL et des conditions initiales :
I/o =  (y +  *)*=(> =  2/o +  «o-= 1 +  0 =  L

Dérivant cette équation nous obtenons :
y" — yr +  1-

Par conséquent,
i/o =  (y' +  i)x=o =  i  +  l = : 2.

Dérivons encore une fois
Um =  .2/"-

Par conséquent,
^" =  2/2 = 2;.

Portant dans l ’égalité (4) les valeurs yQr y'0t y'o et 7i =  0,l nous obtenons :•

2/i =  l + ^ - l - . 2 + 4 ^ ^ - 2  =  1,1103.1-2 1-2-3
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D’une manière analogue nous trouverons pour h= 0 ,2 :

02 =  1 -

0,2
. 1 - (0,2)̂

1*2
(0,2)2
1-2.3 .2  =  1,2427.

Connaissant y0l y^ y2 nous obtiendrons à partir de l ’équation: 
0o =  0o+^o =  l ;
yi =  Vi +  *i =  1,1103+0,1 =  1,2103 ;
02 =  02+^2 =  1,24274-0.2 =  1.4427 :

Aÿg =  0,2103 :
Ay[ =  0,2324;
A20S =  0,0221.

Dressons avec les valeurs obtenues le tableau suivant.

X y V' Aw' À2l

x0 =  0 yQ =  1,0000 î/o =  l

Ayi =  0,2103

=  0,1 ÿl =  1,1103 01 =  1,2103 > g? T • 
o

 
.

s CO M*

Ayi =  0,2324

s h O (O y2=  1,2427 y ’2 =  1,4427 A2z/i =  0,0244

'» -
Aj/J =  0,2568

a:3 =  0,3 03 =  1,3995 ÿ '=  1,6995

oIIH
/

y4 =  l  ,5833

Nous tirons y3 de la formule (12) :

y3 =  1,2427 +  • 1,4427 +  - ^ - .  0,2324 +  • 0,0221 =  1.3995.

Nous trouvons ensuite les valeurs z/J, Ay2, A2y{. Puis à l ’aide de la même 
formule (12) nous trouvons y4 :

y 4 =  1 , 3 9 9 5  4 -  — • 1 , 6 9 9 5  +  • 0 , 2 5 6 8 + - ^ - . 0 , 1 . 0 , 0 2 4 4  =  1 , 5 8 3 3 .
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L’expression exacte de la solution de cette équation est : 
y =  2 ex — x — 1.

Par conséquent, yx= 0 , 4  =  2e0’4 — 0,4 — 1 =  1,58364. L’erreur absolue est:
0,0003; l’erreur relative: 0,0002 =  0,02 %. (L’erreur absolue de la
valeur de z/4 calculée par la méthode d’Euler est 0,06 ; l ’erreur relative: 0,038 =  
=  3,8 0/0.)

E x e m p l e  2. Trouver les valeurs approchées de la solution de l ’équa
tion

y' =  y2 +  * 2i
vérifiant la condition initiale: y0 =  0 pour x0 =  0. Déterminer les valeurs 
de la solution pour x =  0,1 ; 0,2 ; 0,3 ; 0,4.

S o l u t i o n .  Nous trouvons :
'̂ =  02 +  02 =  0, 

y ^ = 0  =  (2 yy' +  2 x) x = 0 =  0 ,
^ o  =  (2y'2 +  2^ /, + 2 )x=0 =  2.

Nous obtenons des formules (4) et (4') :

y i = - ^ - - 2 = ° , 0 0 0 3 , y 2
(0,2)3 

3 ! 2 =  0,0027.

Nous tirons de l ’équation :
yi =  0, yj =  0,0100, yj =  0,0400.

A l ’aide de ces valeurs nous composons les premières lignes du tableau, 
puis nous déterminons les valeurs de y3 et y4 d’après la formule (12).

X y V ' à -V * A2 y '

0II0H yo= °

0II

OOT
-l

©
_

■ 
OII*. 0 
<1

x i  =  0,1 z/j =  0,0003 ÿi =  0,0100 A22/ô =  0,0200

Ai/i =  0,0300

=  0,2 1/2 =  0,0027 2/2=0,0400 O8OIIS
?w

<1

Ay' =0,0501

£3 =  0»3 1/3 =  0,0090 y '  =  0,0901

0II 2/4 =  0,0204
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Ainsi

y3= 0 , 0 0 2 7 .  0 , 0 4 0 0 + .  0,0300 + - j L . 0,1.0,0200 =0,0090, ■ 

ÿ4 =  0,0090 +  . 0,090i + - ^ -  • 0,0501 +  .0,1 • 0 ,0201- 0,0214.

Notons que pour i/4Jes quatre premiers chiffres exactes après la virgule 
sont : y4 =  0,0213. (On peut les obtenir par d’autres méthodes plus précises 
permettant d’évaluer l ’erreur.)

§ 34, Méthode de Runge-Kutta

Soit donnée l'équation différentielle
y ' = / (*> y)- (1)

On demande de trouver la solution de cette équation satisfaisant 
aux conditions initiales :

y: = yo pour x =  x Q. (2)
Considérons le domaine D du plan xOy (fig. 291a)

—A  ^  x — xQ <i A,
—5  <  y — y0 <  B,

où A  et 5  sont des nombres positifs donnés*
Supposons qu’en chaque point M  (xr y) du domaine D pour un h

Fig. 291à

donné la solution de l’équation (1) puisse être développée d’après 
la formule de Taylor jusqu’aux membres d’ordre Ta* inclus.

y (x+ h) =  y (®)'+Y y ! (*)■+ T ï  y" (*) +  ̂ ■ÿ'"(*) +  TT ÿ m )  (Æ)+
: (3)

où % est une quantité bornée dans le domaine D.
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| % | <C C où C ne dépend pas de x , y, fi.
(Nous n’allons pas étudier les conditions auxquelles doit satis

faire f  (x, y) pour què ce développement soit possible).
En posant

A y =  y{x  +  h) — y (x), (4)
la formule (3) s’écrit sous la forme :

Ay = -y  y' («)■■+ y" (x)+ - f ^ y 1" < * ) + y(IY) (*)■+ ^ 5- (5)

Par conséquent, si on connaît la valeur y (x) au point x et les 
dérivées jusqu’au 4-ième ordre inclus (les dérivées y' (x), y " (x), 
ym (x), (x) peuvent être tirées de l ’équation (1)), on peut dé
terminer Ay puis y (x -f- h). Toutefois il est plus commode de cal
culer A y par une autre méthode : la méthode de Runge-Kutta exposée 
ci-dessous.

Donnons-nous les valeurs suivantes :

ki =  h f(x , y),

k% = hf (*•+"!-, ÿ + -y -) »

h = k f  ( x + Y '  y + T f) »
kt = hf (x - f h, y + k 3).

On peut alors montrer aux termes en fi4 près, que le Ay donné 
par la formule (4) coïncide avec le Ay donné par la formule suivante :

A y =  -g- (&i 4" 2A?2 “b 2&3 k^). (7)

Indiquons comment a été obtenue cette équation sans nous 
livrer à tous les calculs.

De l ’équation (1) nous tirons:

y' = f( z ,  y)i
y ” --. 7/  '  —  - L .  ËÎ—f  (x lf\
y  dx ' dy y  dx  +  dy * 'Xr

à*f , 0  ô * /  ,  f dH  , 2  , df  / ■ « _ _ ! . *  df_\
y  md x d y l ’r  % a  1 dy \ d x  dy )  ’

De la même manière nous trouvons yPYK

En substituant ces expressions dans l ’égalité (5) (MfiP est négligé), 
on trouve A y exprimé en fonction de /  (xy y), des dérivées partielles 
de /  \x y y) jusqu’au troisième ordre inclus et des puissances en h 
jusqu’à h* inclus. Considérons à présent les expressions (6) ; dévelop-
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pons au voisinage du point M  (,x , y) chacune des fonctions /  expri
mant *2, *3, kk d ’après la formule de Taylor pour deux variables 
(cf. t. I. chap. VIII, § 17) jusqu’aux accroissements du troisième 
degré des variables. Il est évident que ku k2, k3l k4 et, par consé-
quent, +  2k2 +  2k3 +  Zc4) s’exprimeront en fonction de
/  (x , y), de ses dérivées partielles jusqu’au troisième ordre inclus 
et des puissances en h jusqu’à /&4 inclus. En substituant les expres
sions ainsi obtenues dans T  équation (7) nous vérifions que nous 
avons bien affaire à une identité. Notons que les calculs se trouvent 
sensiblement simplifiés si nous introduisons l ’opérateur de déri
vation *)

Du= ( - £ x + f - £ ï ) u-
Revenons à présent à la solution de l ’équation (1) avec les con

ditions initiales (2).
Posons :

y  (*o) = Va,
x0 + h = xu y (x0 +  A) =  yu yt — ÿ0 =  Ay1,
Xi +  h =  x2, y (x1 +  h) =  y2, y2—J/i =  Aj/2, - (8)

xs-i -\-h = xs y {xs-i +  h) = ys ys — ys-i = Ays.
Commençons par chercher

Vi =  y (* o +  h)- 
Pour cela il nous faut connaître

Ayi =  yi — ÿ0
ou bien

Vi =  yo +  a  y.
Nous avons

K ' = h f(xo, i/o),

&20> ~  (æ0 +  , ÿo +  - ^ - )  ,

^40> =  hf (a:0 +  A, yo +  &30>)- 
D’après la formule (7) nous pouvons écrire:

Aÿi =  -(A :<10) +  2 C  +  2*'0> +  O  (10)

*) Pour une démonstration détaillée se reporter à l ’ouvrage « Méthodes 
d’analyse numérique » de B. Demidovitch, I. Maron, E. Chouvalova (en russe).
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et
Vi =  +  A yi

Ui étant maintenant connu, cherchons y2 
Nous avons

— hf (xu yi),

k ?  = h f ( x 1+± ,  ÿi +  - ^ - )  ,
7 t i )  7. i l  , h . A£x> \
k3 = h f  ( « l + X *  y i+ ^ ~ )  '
K "  =  h f  ( X i + h ,  y i + k «>).

D’après la formule (7) nous avons Ay2 =  i/2 — Z/i- Ay2 et y, 
étant connus, d’après (4) y2 est par conséquent déterminé. De la 
même manière on trouve z/3, y /à, et ainsi de suite.

Pour trouver plus aisément les valeurs yu y2l ... ym, les ré
sultats des calculs sont groupés dans le tableau ci-dessous.

i X V k =  hf Av

0

Xq

* ° + T

* ° + T

yo
, fc«»>

y o + - à -

y° + T

fci°>

^ ° »

4 ° >

>

A ÿ i

xo~\~h y o + h Ai°>

1

Xi

* * + T

* i + T

ÿ i  =  ÿo +  A ÿ i

» i + . 4 -
fc(U

j 2 + f

ft '1»

ftl1 »

4 l>

>

• A ÿ 2

Xi-\-h >

m

xm
, h 

Xm+ j

ÿ m  — ÿ m -1  +  A ÿm  
A<m > 

? m “l~ 2

4 m )
ÿm  +  - | -

* (m )
1

fc<™)2

1dm)
3

A2/m +l

xm~\~h < / m + 4 m )
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La méthode de Runge-Kutta se prête facilement à la programma
tion. \

Ajoutons que cette méthode est d’autant, plus commode qu’on 
peut à chaque étape choisir le pas approprié du calcul h.

Il est relativement difficile d ’évaluer; l ’erreur de la solution 
y (x) pour une valeur donnée de x. Où recommande néanmoins de 
recourir au procédé suivant (qui est donne sans démonstration) 
pour obtenir par un choix judicieux de h, le degré" de précision 
voulue.

On cherche la solution y  h (ar) avec le pas h =  et la solu

tion y  h (x) avec le pas hi ~  —^ r .
2 _ ; t ..

On fait ensuite le modulé de là différence \yh (x)—y )t (ir) |.
T

Si cette différence n ’excède pas l ’erreur autorisée, là solution
y  h (x) est acép table. Si au contraire cette différence excède l ’erreur 

2
autorisée, il faut alors se donner d’autres fe* et fef =  y  et reprendre
les calculs. Cette remarque s’applique également à la méthode 
d’Adams.

Illustrons la méthode de Runge-Kutta: par la résolution d’un 
exemple simple où les calculs peuvent être faits à la main.

E x e m p  l e. Trouver la solution de réquation

y' =  x -H* y
satisfaisant aux conditions initiales;

I/o =  1 pour x — 0
sur le segment

[0; o,4l,

S o 1 u t i o n :  Prenons h =  04- Il  nous faut, par conséquent, chercher 
les valeurs yir y2 , Usi 2/4• En ce qui- nous concerne

/  ( z ,  y) =  *  +  y •
Nous avons :

^ 0> =  ̂ f(^,y) =  0 ,l(0 + l)= :0 ,l ,

w = h f  ( , 0 + | ,  = 0 ,1  [ ( i + ^ ) ; +  ( n - ^ ) l =  o ,ii.

k P  =  hf ( x 0+ A ,  ,J o + * lL }  =  0 , 1  [ ( o + - ^ )  +  ( l + - ^ - ) . ]  =0,1105,

.A f =  hf(x0  +  h, y0+  *ÿ») =  0 ,l[(0+ 0 ,1 ) +  (1+0,1105)]= 0,12105i 
D’après la formule (10) i l  vient :

Aÿl =+j- [0,1+2-0,11:+ 2.0,1105+0,1210] =  0,1103.
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D’après la formule .(4) nous obtenons
2/i =  i/o +  Ai/4 =  1 +  0,1103 =  1,1103.

Portons les résultats des calculs de y2l z/3, t/4 dans le tableau suivant.

i X y ft=0,l Xx +  y) Ai/

0 1 0,1
ç\ 0,05 1,05 0,11U 0,05 1,055 0,1105

0,1 1,1105 0,1210 A y i = 0 , 1103

1 0,1 1,1103 0,1210
0,15 1,1708 0,1321
0,15 1,1763 0,1326
0,2 1,2429 0,1443 A2/2 — 0,1324

2 0,2 1,2427 0,1443
0,25 1,3149 0,1565
0,25 1,3209 0,1571
0,3 1,3998 0,1700 Ay3 =  0,1569

3 0,3 1,3996 0,1700
0,35 1,4846 0,1835
0,35 1,4904 0,1840
0,4 1,5836 0,1984 Aÿ4 =  0,1840

4 0,4 1,5836

Nous obtenons de la sorte les valeurs y^ y2, 2/3» y4.
Au paragraphe précédent nous avons vu que la solution exacte de cette 

équatiDn était :
y =  2 ex — x — 1,

.2/4 =  2/3c=o,4 =  1,58364.

§ 35. Méthode approchée d’intégration des systèmes d’équations 
différentielles du premier ordre

Les méthodes d’intégration approchées des équations différen
tielles considérées aux §§32 et 33 peuvent être appliquées également 
pour la solution des systèmes d’équations différentielles du premier 
ordre. Considérons maintenant la méthode des différences pour la 
solution des systèmes d’équations. Nous conduirons les raisonnements 
pour un système de deux équations comportant deux fonctions



158 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. XIII

inconnues. On demande de chercher les solutions du système d’équa
tions

y* z)i (!)

£ = / * ( * , y' z)’ (2)

vérifiant les conditions initiales: y =  yQl z = z0y pour x =  x0.
Nous déterminerons les valeurs des fonctions y et z pour les 

valeurs de la variable indépendante x 0, Xi, x2, . . ., xk, xh+i, . .
Soit de nouveau

a?*+1 — =  A x = h (k =  0, 1, 2, . . n — 1). (3)

Les valeurs approchées de la fonction seront notées

y 0j 2/iï • • •> 2/ft* 2/ft + l» • • m 2/n

et respectivement
z 01 z li • • •? zh» z ft +  iï  • • -J 271«

Ecrivons les formules de récurrence du type (12) du § 33:

yh-n = y h + ^ y h + - j- ^ y k - i  + -j2hà2y'h-2, (4)

Zft+1 =  Zft +  A  Zh -f A  A4_ ! 4- ÀA2Zft_2- (5)

Pour aborder les calculs suivant ces formules il faut connaître outre 
les i/o et z0 donnés y1? y2; zi> z2 î nous trouverons ces valeurs par les 
formules du type (4) et (4') du § 32 :

2/1 =-- 2/o +
h
1 2/o~t~

h2 „ ,
— y  o + - — y1" 3 1 i/o >

2/2 =
i 2 h (2À)« . » , (2/t)3li

o 4 1 2/o : 2 y° +  3 ,  i/o

*1 == Zo +
A
1

h2 „ .
y 2° +

J L Z<"
3 !  » ’

z2 == z 0 +
2/i
1

w  „„ 
2 “o

, (2A)3 »
i 3 |  zo •

Pour appliquer ces formules il faut connaître y r0, i/", y'0", z'Q1 z 'r 
zr" que nous allons maintenant déterminer. Nous tirons maintenant 
des équations (1) et (2) :

y'o = f i (*o, y 0, zo).
zo — fz ( ôi J/oi z0)v
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Dérivant les équations (1) et (2) et portant les valeurs x 0, y0l z0l 
y'0 et z'0 nous trouvons :

y o “  (y )*=xo — ( dx

zô= (z")*o=* =

Dérivant encore une fois nous obtenons y'Q" et z'". Connaissant. 
yu y2, zu z2 nous tirons des équations (1) et (2) :

y\? y'v K> Z21 Ay\, A*y'0, AzQ, Az'u

ce qui nous permet de composer les cinq premières lignes du tableau :

X y v ' Ai/' A2j/' Z z ' A z ' A 2 Z'

X q 2 /0 2 / i 2 0 2 0

. Ay£ A Z q

X i 2 /i 2/1 A22/J « 1 2 i A2Z'

Aj/1 A z i

X 2 2 /2 2 / i a 2 < /2 2 2 A24

A » i k z ’2

x3 y 3 y '3 2 3

De formules (4) et (5) nous obtenons y3 et z3 et des équations (1) 
et (2) y'9 et z'3. Calculant Ai/', A2y\, Az', A2z[ nous trouvons en utili
sant de nouveau les formules (4) et (5) yk et z4 et ainsi de suite.

E x e m p l e  1. Trouver les valeurs approchées des solutions du système
y' — z, z' =  y

pour les conditions initiales : yo =  0, z0 — 1 pour x =  0. Calculer les valeurs 
des solutions pour x =  0,1; 0,2; 0,3; 0,4.

S o l u t i o n .  Nour tirons de ces équations :
2/o =  Zx=0 =  1,
Zq =  y == 0.
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Dérivant ces équations nous aurons :

ÿS=(ÿ'%=o=(2')*=o=0,
zo— (z")x=o= (y 0 x = o  “ A i 

y'o =  (y  w) a ==0 =  (z/,) x = 0  — 1 » 

zo ==| (̂ w)jc=0 =  (ifW)x=0 = 0«
Appliquant les formules du type (4) et (5) nous obtenons : ;

ÎO =  0 + 1 =  0,1002,

?2 =  0 + ° f  “ + 'Ï.Î * * - ■(^ 21)8 -1=0,2013,

Z! =  l  + - (Y ,)S - 0 =  1,0050,

z2= l  + Y  • » +
(0,2)2 

2! 1r (°:2)3 . 0 =  1,0200. 0 1

Des données obtenues nous tirons : 
y{ =  1,0050; 
y' =  1,0200, 

Az/J=0,0050, 
Ay{=0,0150, 

A2yi =  0,0100,

z{ =  0,1002, 
2 '=  0,2013, 

AzJ =  0,1002, 
Àz[ =  0,1011, 

A2ZJ =  0,0009,

et nous composons les cinq premières lignes du tableau. 
Nous trouvons à l ’âide des fonhules (4) et (5) :

ÿ3=0,2013- t - 1,0200 +  5 l i .  0,0150-1-,^.0,1 • 0,0100=0,3045. 

23=1,0 2 0 0 + M .0 ,2 0 1 3 + ^ .0 ,1 0 1 1 + ^ .0 ,l-0 ,0009=1,0452

et d’une manière analogue

ÿ4 =  0,3045- |-5 i l .l ,0 4 5 2 + 5 lî .0 ,0252-1-—.0,1.0,0102 =  0,4107,

z4= l , 0452+ ^ .0 ,3045-1-^ .0 .,1032+ ^ .0 ,1 .0 ,0021  =1,0809.

Il est évident que les solutions exactes du système donné d’équations véri
fiant les conditions initiales seront ,

y =  sb x, z =  ch x.

C’est pourquoi les quatre premiers chiffres exacts après la virgule seront

y4 — sk 0,4 =  0,41075, z4 =  çh 0,4 =  1,08107.
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X y V' Ai/' AV

— 0 2/o =  0 2/i =  l

A2/i =  0,0050

*1 =  0,1 Vi =  0,1002 l/i =  1,0050 A2i/o =  0,0100

V, > T O O HA. en O

& il O to 1/2 =  0,2013 y' =  1,0200 A2vJ =  0,0102

Ài/' =  0,0252

x 3 =  0 ,3 2/3 =  0,3045 2/£ =  1,0452

Il O

oOIIT*>>

» Z Z' A  z ' A 2 z '

x0 =  0 *0 =  1

oIIo**

Azq =  0,1002

^  =  0,1 Zi =  1,0050 N H* 
*» II

. 
o |A o o D

O > to tsi o II O O O O C
D

1

E> H^ II © HA
.

O H
A

.

z2 =  0 ,2 z2 =  1,0200 z ' = 0 ,2 0 1 3 A24  =  0,0021

Az£ =  0,1032

h o C
O z3 =  1,0452 z ' =  0,3045

J? Il o 4S £ « S o C
O
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R e m a r q u e .  Comme les équations d'ordre supérieur et les 
systèmes d’équations des ordres supérieurs se ramènent dans de 
nombreux cas à un système d’équations du premier ordre, la méthode 
exposée est également applicable à la résolution de ces problèmes.

Exercices
Montrer que les fonctions ci-dessous dépendant de constantes arbitraires 

satisfont aux équations différentielles en regard.

Fonctions

1 . z/ =  sina: — 1  +  Ce“binx.

2. y =  Cx-\-C — C2.

3. y2 =  2Cx +  C2-

a2C
4 . y2 =  Cx2 - 1+ C-
5. y =  Cix-1—~  +

6 .  y =  (Ci +  C2x)e**-

Equations différentielles
dy , 1  .cos £ = - 77- sin 2x. ctx Z

( î ) ‘- î - î + - « -

d3y 3 d2y

(ft—1)2'

dx3 
d2y 
<Px

= 0 .r  x dx2 

-2k*L + k*y=e*.

7 . y =  C1e °ar<! sin*_|_ 

Jr C2e~a arc sin*.

8. 9s.£L+Ca.

(1—*2) d2y
dx2 -x  ~  — a2y =  0 . dx

d2y  . 2  dy 
da:2 "*" a: dx

Intégrer les équations à variables séparables :

9. y d x — x d y ~ 0 . ._Rép. y =  Cx,
10. vdu- \ - { l  —  v )u d v  =  0. Rép. Log uv- \ -u— v = C .
11. (l  +  y ) d x — (i — x )dy  =  0,  Rép. (1+p) (1 — r) =  6l.

12. (ia -x i2 )-^ + -* a 4 -tea = 0 . Rép. ^ + L o g  y  =  C.

13. (y — a) dar+æ2 dÿ =  0. Rép. (y — a) =  Cex•

14. zd*— (22—a2)dz =  0. Rép. z2a =  ^ 7T “ *r —j— û

15. da: 1  +  x2 y-\~c
1+1̂ 2 • ReP’ * 1-C ÿ '

16. ( l+ s2 ) i< —y i d s = 0 .  Rép. 2 V < —arc tg s= C .
17. dp +  p tg0d0 =  O. Rép. p = C cos0 .
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18. sin 0 cos <p d0—cos 0sin <p d<p=0. Rép. cos <p =  C cos 0.
19. sec20 tg<pd0+sec2 <p tg0d(p=O. Rép. tg0tgqp =  C.
20. sec2 0 tg<pd(p+sec2<ptg0d0 =  O# Rép. sin2 0 +  sin2 (p =  £.

21. (1-J-a;2) dy—~\/i— y2dx =  0. Rép. arc sin y —arctga; =  C7.

22. "]/i—x2dy— “l / l  — y2dx =  0. Rép. y "]/1 — x2 — x V l - y * = C .
23. 3ex tg y dx-\-(i— ex) sec2 y dy = 0, Rép. \gy = C(i — e*)3.

24. (x—y2x)dx-\-(y—x2y)dy = 0. Rép. x2 y2 = x2y2 C.

E t a b l i s s e m e n t  d’ é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s

25. Montrer que la courbe dont la pente de la tangente en chaque point est 
proportionnelle à l ’abscisse du point de contact est une parabole. 
Rép. y =  ax2 +  C.

26. Trouver une courbe passant par le point (0, —2) telle que la pente de la 
tangente en chaque point soit égale à l ’ordonnée correspondante augmentée 
de trois unités. Rép. y — ex — 3.

27. Trouver une courbe passant par le point (1, 1) telle que la pente de la 
tangente en chaque point soit proportionnelle au carré de l ’ordonnée de 
ce point. Rép. 1c (x — 1) y  —  y +  1 =  0.

28. Trouver une courbe dont la pente de la tangente en chaque point soit n 
fois plus grande que celle de la droite réunissant ce point à l ’origine desr 
coordonnées. Rép. y =  Cxn,

29. Faire passer par le point (2, 1) une courbe dont la tangente en «chaque 
point coïncide avec le rayon vecteur mené de l ’origine à ce point. Rép.

30. Trouver en coordonnées polaires l ’équation d’une courbe telle qu’en -cha
que point la tangente de l’angle formé par le rayon vecteur et la tangente 
à la courbe soit égale à l ’inverse changé de signe du rayon vecteur. Rép.
r ( 0 - f £ )  =  l .

31. Trouver en coordonnées polaires l ’équation d’une courbe telle qu’en cha- 
• que point la tangente de l ’angle formé par le rayon vecteur et la tangente

à la courbe soit égale au carré du rayon vecteur. Rép. r2 =  2 (0 +  C).
32. Montrer que la courbe douée de cette propriété que toutes ses normales 

passent par un point fixe est un cercle.
33. Trouver une courbe telle qu’en cüaque point la sous-tangente soit égale 

au double de l ’abscisse. Rép. y. =  C “]/æ.
34. Trouver une courbe dont le rayon vecteur soit égal a la portion de tangente 

comprise entre le point de tangence et son intersection avec l ’axe Cx.

S o l u t i o n .  D’après les conditions du problème | | *]/l +  y' 2 =

=  “] /x 2 +  y2, d’où — =  ±  —. On obtient en intégrant deux familles y z
Q

de courbes : y =  Cx et y =  —.
35. D’après la loi de Newton, la vitesse de refroidissement d’un corps quelcon

que dans l’air est proportionnelle à la différence des températures du corps 
et du milieu. La température de l ’air étant de 20 PC, le corps 
se refroidit de 100° à 60 °G en l ’espace de 20 minutes. On demande en 
combien de temps sa température tombera à 30 QC.
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S o l u t i o n .  L’équation différentielle du problème est —  — k (T —20). 

On trouve en intégrant T — 20 =  Ceht; T =  100 lorsque t =  0; T =  
=  60 lorsque t =  20; donc C =  80; on a 40 =  Cfe20/l, eh

conséquent, T =  2 0 +  80^-i-jâô. Posant T =  30, on troiive t — 60 

minutes.
36. On considère un entonnoir conique d’angle au sommet d ■= 60° et de 

hauteur 10 cm. Au bout de quel temps T l ’entonnoir sera-t-il vide, sachant 
que l ’eau fuit par une ouverture de 0,5 cm2 dans le fond?
S o l u t i o n .  Calculons de deux manières différentes le volume de l ’eau 
qui a coulé entre les instants t et-f+AL A vitesse constante y, il s’échap
pe en une seconde une colonne d’eau de section 0,5 cm2 et de hauteur 
y. Il s’échappe donc dans le temps A t une quantité d’eau du

—du =  —0,5 y dt =  — 0,3 ~\/2 gh dt *).

Par ailleurs, la hauteur diminuant avec l ’écoulement, son accroissement 
dh est négatif et l ’on a

—dv=  irr2 =  — {h+0,7)*dh.

De sorte que
4  (A+0,7)2dh=  — 0 ,3 1 / 2 ^ dt, 

d’.ù 3
t =  0,0315 (105/2—hh/z) +  0,0732 (103/2— h3/2)+0,078 (l / Ï S —1/h ) .

Posant h =  0, on obtient le temps d’écoulement T =  12,5 s.
3 7 .  Le freinage d’un disque tournant dans un liquide est proportionnel à la 

vitesse angulaire de rotation ©. Troiiver la dépendance entre la vitesse 
angulaire et le temps si l ’on sait que la vitesse angulaire du disque est 
tombée de 100 tr/mn à 60 tr/mn en l ’espace d’une minute. Rép. co =  
100 (V5)* tr/mn.

3 8 .  On suppose que la pression d’une colonne d’air verticale en une section 
donnée dépend de la pression des couches d’air supérieures. Trouver la 
dépendance entre la pression et l ’altitude sachant que la pression est de 
1 kg/cm2 au niveau de la mer et de 0,92 kg/cin2 à 500 mètres d’altitude.
I n d i c a t i o n .  Se servir de la loi de Mariotte en vertu de laquelle la 
densité d’un gaz est proportionnelle à sa pression. L’équation différen
tielle du problème est dp =  —kp dh, d’où p =  5-0*00017/1̂  Rép. p =
— £-0,00017/1̂
Intégrer les équations différentielles homogènes suivantes :

39. (y — x) dx +  (y +  x) dy =  0. Rép. y2 +  2xy — x2 =  C.
4 0 .  (x +  y )dx +  x dy =  0. Rép. x2 +  2xy =  C,
41. (x +  y) d x +  (y — x) dy =  0. Rép. Log (x2 +  y2)1/z — arc tg--- =  C.

4 2 . x dy — y  dx =  ~]/x2 +  y2 dx. Rép. 1 + 2  Cy — C2x2 =  0.

*) La vitesse d’écoulement y de l’eau par une ouverture se trouvant à la 
distance h de la surface libre est donnée par la formule v =  0,6 'l/-2 gk, où g 
est l ’accélération dans le champ de la pesanteur.
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43. (8 y +  10*) dx +  (5ÿ +  7x) dy =  0^ Rép. (* +  y ) 2 (2* +  y) 3 =  C.
-  V  — C

44. (2~]/st — s) d t-y t  ds =  0; Rép. teY 1 =  C ou s = * L o g a —.

C
45. (i — 5) dt +  t ds — 0. Rép. te t =  C ou s =  t Log - j .  •

46. xy2 dy — (*3 +  z/3) dx. Rép. 1/ =  3 Log Cx.
47. *  cos —  (z / d *  +  x dy) = =  z/ sin —  ( *  dy —  z/ d * ) .  Rép. xy cos ~  =  C.x x x

Intégrer les équations différentielles suivantes se ramenant à des 
équations homogènes:

48. (3y — 7* +  7) dx — (3* — 7y — 3) dy =  0. Rép. (* +  y — l)5 (* —
— y -  l)2 =  C.

49. (* +  2y +  1) dx — (2a; +  4z/ +  3) dy =  0. Rép. Log (4a: +  8 y -(- 5) +  
-j- 8z/ — 4a; =  (7.

50. (x +  2y +  1) dx — (2x — 3) dy =  0. Rép. Log (2x — 3) — |  =  C.
51. Déterminer la courbe dont la sous-normale est la moyenne arithmétique 

entre 1*abscisse et l ’ordonnée du point de la courbe considérée. Rép. 
(a: — y ) 2 (x +  2y) =  C.

52. Déterminer la courbe dont le rapport du segment découpé par la tangente 
sur l ’axe Oy au rayon vecteur est une constante.

S o l u t i o n . On a par hypothèse
y —

~\/ x2 +  y2
m, d’où (*r-(4r

53. Déterminer la courbe dont le rapport du segment découpé par la normale 
sur l ’axe Ox au rayon vecteur est une constante.

S o l u t i o n .  On a par hypothèse
x+y dy

dx = 771, d ’où x2  +  y2  =  77l2 (* — C)2.
~\/x2 -{- y 2

54. Déterminer la courbe dont le segment découpé par la tangente sur l ’axe 
Oy est égal à a sec 0, où 0 est l ’angle entre le rayon vecteur et l ’axe Ox.

S o l u t i o n .  Comme on a tg 0 =  et par hypothèse

on obtient

d’où

dy _y — * — =  a sec 0, dx

y - x %> = g y X* + » \dx x

/ =  -j  [ e x — « ' * .

55. Déterminer la courbe dont le segment découpé par la normale sur l’axe 
Oy est égal à la distance du point considéré à l ’origine des coordonnées.
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S o l u t i o n .  Le segment découpé par la normale sur Taxe Oy est égal 
à y +  “7 ; on a donc par hypothèse

y + - ^ r = V * a + y a .
d’où

x 2  =  C(2y +  C).

56. Trouver la forme d’un miroir tel que les rayons issus d’un point O soient 
réfléchis parallèlement à une direction donnée.
S o l u t i o n .  Confondons cette direction avec l ’axe Ox et soit O l ’origine. 
Soient OM  le rayon incident, M P  le rayon réfléchi, MQ  la normale à la 
courbe cherchée:

a  =  P  ; OM  =  OQ% N M  =  y ,

n q = n o + o q =  c o t g P = y ^ i
d’où ______

y dy  =  ( — ■.* +  ~\/x2 +  y2) dx ;  

on trouve par intégration
y2 =  C2 +  2Cx.

Intégrer les équations différentielles linéaires suivantes:

5 7 .  v ' - ê f ï = ( x + i ) a - Rép- 2ff =  ( * + l ) 4+ C (* + l)3 .

58. 'ÿ '—a — = îÜ .R é p . ÿ=Cx“ +  r~---—•9 x x r  1 1  — a  a

59. (s—x2) y'-f-(2a:2—1) y—ax2 =  0. Rép. y = a x - \ - C x  “[ / l —x2. 
ds60. — cos t-\-s sin i = l .  Rép. s =  sin t + C  cos t, dt
ds 161. +  S cos f = “ô- sin2L Rép. s =  s in t—1 -f-Cg-sin *•dt c*

62. y* — —-y =  exxn. Rép. y =  x™ (ex +  C).x

63. y'  +  — v =  — • Rép. xny =  ax +  C.x xn
64. y'-f-y =  e”x. Rép. exy =  Æ +  C'.

1
65. ÿ' + i ^ ÿ _ l  =  0. Rép. y = x 2(l +  Ce:c).

Intégrer les équations de Bernoulli :

66. y' +  xy =  x3y3. Rép. y2 (x2+ l  +  Cex2) =  l .

67. (1—x2) y '—x y —axy2= 0 .  Rép. (C " l/l—x2—a ) y  =  1.
68. Syty' — ay2— x — 1 =  0. Rép. a2y2 =  Cea*—a { x + 1) —1.

il/2 -L jfl
69. y' ( x  V + xy) =  1. Rép. x  [ ( 2 -  y2) e 2 + C ]  =  e z  .
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70. (yLoga;—2) y dx =  x dy. Rép. y(Cx*-\-Logx2 -\-l) =  £.
tff x  4- S6C X

71. y —y* cos x =  y2 cos x (1 — sin x). Rép. y = —.----- t t t ' •
S1Q X  —y“ O

Intégrer les équations suivantes aux différentielles totales :

72. (x2  +  y) d x + ( x —2 y) dy =  Q. Rép. —\~yx—y2  =  C.

73. (y—3x2) dx—(4y—- x) dy =  0. Rép. 2y2 —xy-\-x* =  C.
74. {y3 —x)y' =  y. Rép. y4 =  4*ÿ +  C.

Rép. Log y xy --C.x x —y
76. 2 (%xy2 -\-2 x2) dx +  3 (2 x2 y-\-y2) dy — 0. Rép. æ4+ 3 x2 y2 -\-y3  =  C,

— C,

»• ^ ^ - 0 -  MP- ^ 5 - c -
80. x d x y  dy —  ̂ » Rép. s 2 +  ÿ2—2arctg-^- =  C.

81. Trouver les courbes jouissant de cette propriété que le produit du carré 
de la distance d’un point quelconque pris sur la courbe considérée à l ’ori
gine des coordonnées par le segment découpé par la normale sur l ’axe des 
abscisses est égal au cube de l ’abscisse du point. Rép. y2 (2x2 +  y2) =  C.

82. Trouver les enveloppes des familles de courbes suivantes:

a) y =  Cx~\-C2. Rép. æ 2 - J - 4 ^  =  0 .  b) ÿ  =  * ^ —\-C2. Rép. 2 7 < r2 = 4 y 3 .  c )  “jg r —

~ ^ = 2 .  Rép. 27ÿ= x3. d) C ix + C y —1 = 0 . Rép. ÿ2+ 4 x = 0 . e) (x—<7)3+

+  (ÿ—C)2 =  C2. Rép. x = 0  ; y =  0. f) (x—<7)2+ÿ2=4C. Rép. y* =  4 x + 4 . 
g) (x—C )2+(ÿ—C)2=4. Rép. (x—ÿ)2= 8 . h) <7x2+C2ÿ =  l .  Rép. a*+
+  4y =  0.

83. Une droite se déplace de telle manière que la somme des segments qu’elle 
découpe sur les axes de coordonnées est égale à une constante a . Chercher 
l ’enveloppe de cette famille de droites. Rép. x1/2 +  y 1 ̂  =  a1/a (parabole).

84. Trouver l ’enveloppe d’une famille de droites telles que les axes de coor
données découpent sur ces droites des segments de longueur onstante a. 
Rép. x2/* +  y /8 =  a2/3.

85. Trouver l ’enveloppe d’une famille de cercles dont les diamètres sont les

doubles des ordonnées de la parabole y2 =  2px. Rép. y2 =  2p ( a;+ y )  *

86. Trouver l ’enveloppe d’une famille de cercles centrés sur la parabole y2 =  
=  2px et passant par le sommet de la parabole. Rép. La cissoïde 4-
+  y2 (*+*>) =  0.
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87. Trouver T enveloppe d’une famille de cercles dont les diamètres sont les 
cordes de l'éllipse b2x2 +  a2y2 =  a2 b2 perpendiculaires à l ’axe Ox. Rép.

<r2 r/2
——------ L JL  = 1a2 +  &2 ^  £2

88. Trouver la développée de l ’ellipse b2x2 +  a2y2 =  a262 en tant qu’enveloppe 
de ses normales. Rép. (ax) 2 ^3 +  (bx)2̂ 3 =  (a2 — &a)2/a.
Intégrer les équations suivantes (équations de Lagrange) :

89. „ =  tey' +  y'*. R é p =

90. y =  xy' 2 +  y'2. Rép. y =  x +  1 +  C)2. Intégrale singulière: y =  0.
91 .  y =  X  (1 +  y*) +  (yT - Rép. x =  Ce-P —  2p +  2 ;  y =  C (p -j- 1) e“p —

— P2 +  2.
92. y =  yy ' 2 +  2xy'. Rép. kCx — ̂ C2 —y2.
93. Trouver la courbe à normale constante. Rép. (x — C) 2 +  y2 =  a2. 

Intégrale singulière : y =  i  a.
Intégrer les équations de Glairaut:

94. y =  xy' y' — y'2. Rép. y =  Cx +  C — C*2. Intégrale singulière: 
4y =  (x +  l)2.

95. y =  xyl -\-~\/i — t/'2. Rép. y=Cx-\-~\/i — C2. Intégrale singulière : y2 — a:2 =  l.
96. y =  xy' -j- y'. Rép. y =  Cx-{-C.

1 197. y =  xy'~\— r . Rép. y — Cx-\--^r • Intégrale singulière: y2 =  Ax.y c
1 1 27

98. y =  xy' — ~̂ j2 ' Rép. y =  Cx—^  . Intégrale singulière: y2 = - - j - x 2.
99. L’aire du triangle formé par la tangente à une courbe et les axes de coor

données est constante. Trouver cette courbe. Rép. L’hyperbole équi- 
latère 4xy =  ±  <z2, ainsi que les droites de la famille y =  Cx dr fl T/C .

100. Trouver une courbe telle que le segment de sa tangente compris entre les
aC

axes de coordonnées ait une longueur constante a. Rép. y — Cx±:

Solution singulière : x2 ^3 +  y2̂ 8 =  a^3.
y i  + C2'

101. Trouver une courbe telle que la somme des segments découpés par ses 
tangentes sur les axes de coordonnées soit égale à la constante 2a. Rép. 

2 aC
y  =  Cx — ~j~_  q . Solution singulière : (y  — x — 2a)2 =  8aar.

102. Trouver les courbes telles que le produit des distances de deux points don
nés à la tangente soit constant. Rép. Des ellipses et des hyperboles. (Tra
jectoires orthogonales et isogonales.)

103. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de courbes y — axn. 
Rép. x2 - f  ny2 =  C.

104. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de paraboles y2 =
x

=  2p (x — a) (a est le paramètre de la famille). Rép. y =  Ce p.
105. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de courbes x2 — y2 =  a

C(a étant le paramètre). Rép. y =  —  .

106. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de cercles x2 +  y2 =  
=  2ax. Rép. Les cercles y =  C (x2 +  y2).

107. Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles égales tangentes en 
leurs sommets à une droite donnée. Rép. Si lè paramètre des paraboles 
est 2p et si Oy est la droite donnée, l ’équation des trajectoires sera y +



EXERCICES 169

X3
2  a — x108. Trouver les trajectoires orthogonales des cissoïdes i/2 =

109

110 ,

2 ol — x
VRép. (x2 -\-y2 ) 2  =  C (y2 -j-2x2).
Trouver les trajectoires orthogonales des lemniscates (x2 +  y2) 2 =  
— (x2 — y2) a2. Rép. (x2 +  y2 ) 2 =  Cxy.
Trouver les trajectoires isogonales de la famille de courbes x2 =  2a (y — 

où a est un paramètre variable, sachant que T angle entre les 
courbes et leurs trajectoires est cd =  60°.
S o l u t i o n .  On trouve l ’équation différentielle de la famille de cour
bes y' =  —— "|/§ et l ’on remplace y' par l ’expression q= —■:y ^1 +  y' tg©

y —1/3Si (o =  60°, on a q = ------- —— et on obtient l ’équation différentielle

y' —1 /3  2 y
1 + 1 /3  y'

—----- " = ------ t /3 .  L’ intégrale générale y2= C  (x—y ~]/3) donne la
l+ J / 'V 3 X

famille des trajectoires cherchées.
111. Trouver les trajectoires isogonales de la famille de paraboles y2 =ACxr

6 . 2y - xarc tg :
sachant que cù =  45°. «'Rép. y2 — xy-{-2x2 =  Ce x-VT%

112. Trouver les trajectoires isogonaxes de la famille de droites y =  Cx pour 
© =  30°, 45°. Rép. Les spirales logarithmiques

{ 2 Vs arc tg — 
x2 -\-y2 =  e x ,

x2  -j- y2  =  e
2 arc tg

113. y =  Ciex +  C2e~x. Eliminer C± et C2• Rép. y" — y — 0.
114. Ecrire l ’équation différentielle de tous les cercles d’un plan. Rép. (1 +  

+  y'2) y — 3y 'y "2 =  0:
115. Ecrire l ’équation différentielle de toutes les coniques à centres ayant pour 

axes principaux Ox, Oy. Rép. x (yy " +  y’2) — y1 y =  0.
116. On se donne l ’équâtion différentielle y m — 2y" — y' +  2y =  0 et sa 

solution générale y =  Ciex +  C2e~x +  C3e2x. On demande: 1) de véri
fier que la famille de courbes données est bien la solution générale; 
2) de trouver la solution particulière correspondant à x =  0: y — 1, yf =  0r
y" =  - 1 .  Rép. 1

117.

y =  -g- (9ex +  e~x — 4e2x).
1

On se donne l ’équation différentielle y"=  — et sa solution générale

y—dl -g- (X+Cl)3̂ 2+^2*
1) Vérifier que la famille de courbes données est bien l ’intégrale géné

rale; 2) trouver la courbe intégrale passant par le point (1, 2) et dont la 
tangente en ce point forme avec l ’axe positif Ox un angle de 45°. Rép. 

2 -i/-3  . 4
*3+ i -

Intégrer les équations différentielles simples suivantes se ramenant 
à des équations du premier ordre :

118. xym — 2. Rép. y =  x2 Log x +  Ô x2 +  C2x +  C3; donner la solution 
particulière satisfaisant aux conditions initiales: x =  1, y =  1, z/' =  1, 

yn =  3. Rép. y =  x2 Log 3 + 1 .
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119. y<™ =  Rép. y =  +  C^n-i +  . . . + C 7l_ , x +  Cn.

120. yn =  a2y. Rép. ax =  Log (ay+ ~|/a2y2 + Cj) -|-C2 ou y =  Cie x̂ -^C2e’max.

121. yn=~~3- Rép. (CiZ +  C ^ C ^ - a .
Dans les exemples 122-125, écrire la solution particulière satisfaisant 

aux conditions initiales: x =  0, y =  —1, y' =  0.
122. xy " — y' =  x2e*. Rép. y =  ex (x — 1) +  Ctx2 +  C2• Solution particu

lière: y — g**" ^  — 1̂ ,
123. y y n — (y')2 +  (y')3 =  0. Rép. y +  Ct Log y =  x +  C2. Solution par

ticulière: y =  —1. I
124. y" +  y' tg x =  sin 2x. Rép. y =  C2 +  Ci sin a; — x — -g- sin 2x. Solu-

125.

126.

127.
128.

129.
130.
131.
132.
133.
134.

tion particulière : y =  2 sin a: — sin x cos x — x — 1.
(y")2 +  (y')2 =  a2- Rép. y =  C2 —• a cos (a: +  Ci). Solutions particu
lières : y — a — 1 — a cos x; y =  a cos x—  (a +  1).
( I n d i c a t i o n .  Forme paramétrique y n =  a cos t , y' =  a sin L)
ÿ" = — . Rép. ÿ =  ± - | ( a  +  Ci)3/2 +  C2.

y'" =  y "2. Rép. y =  (C, -  x) [Log (C4 — *) — 1 1 +  C2* +  C3. 
y'y'" -  3y" 2 =  0. Rép. « =  Clÿ2 +  C2y +  C3.

Intégrer les équations linéaires différentielles suivantes à coefficients 
constants :
y" = 9 y. Rép. y =  Cte3x +  Cze^*.
y " +  y =  0. Rép. y =  .4 cos x +  B sin x.
y" - y '  =  0. Rép. y =  Ct +  Czex.
y " +  12y =  7y'. Rép. y =  Cje2* +  C2e« .
y" -  4y' +  4y =  0. Rép. y =  (C, +  Czx)e2x.
y " +  2ÿ' +  10y =  0. Rép. y =  e-* (4 cos 3x +  B sin 3x).

- 3 +  V T ï , - 3 -  V"Ï7
135. y " + 3 y '-2 y  =  0. Rép. y =  C%e +  C2e
136. 4y"—12ÿ'+9y =  0. Rép. y =  (C i+ C 2x) e3/2x.

137. ÿ " + ÿ '+ y = 0 . Rép. y =  e 2 £.4 cos ^x) +2?sin ( - ^ x )  J •

138. Deux masses identiques sont suspendues à un ressort à boudin. On suppose 
que Tune des masses se détache et on demande de trouver le mouvement de

T autre. Rép. où a est l ’allongement du ressort sous

l ’action d’une seule masse au repos.
139. Un point matériel de masse m est sollicité par deux centres, les forces 

étant proportionnelles à la distance. Le coefficient de proportionnalité 
est k. La distance entre les deux centres est 2c. Le corps se trouve à l ’ins
tant initial sur la ligne des centres à la distance a du milieu. La vitesse 
initiale est nulle. Trouver la loi du mouvement du point.

140. ylv  — 5y * +  4y =  0. Rép. y =  +  Cze~* +  C3e2x +  C4e-2*.
141. ym — 2y " — y’ +  2y =  0. Rép. y =  C ^ x +  C2ex +  C3e~x. .
142. y" — 3ay" +  3a2y' — a3y =  0. Rép. y =  (C, +  Czx +  C3x2) eax.
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143. yv  — 4yro =  0. Rép. y =  Ct +  Czx +  C3i 2 +  <74e2* +  C&e~*^
144. y™ +  2y " +_9ÿ =  0. Réjp. y =  (Ci cos Y 2 x - f  Cz sin "l/2 i ) ^  +  

+  (C3 cos Y  2 x-\- Ci sin Y 2 x)ex.
145. y™ — 8y' +  16y =  0. Rép. y  =  Cte2x +  Cze~ix +  C3  xe2x +  Ckxe~2x.

IW.

147. z/IV — a4?/ =  0. Trouver la solution générale et mettre en évidence la 
solution particulière satisfaisant aux conditions initiales: x0  =  0, y =  1, 
y' =  0, y n — —a2, yw = 0 .  Rép. Solution générale : y =  Cxeax +  
+  Cie~ax +  C3 cos ax +  C4 sin ax. Solution particulière : y 0 =  cos ax.

Intégrer les équations différentielles avec seconds membres; trouver 
la solution générale;

148. y”—7y' -f- 12y =  x. Rép. y =  C ^ x+ C2e«*+ - 2̂ 7 .

149. s"—a?s =  t +  i .  Rép. s= C 1e»< +  C2e-a<— .
1

150. yn-\-yf — 2y =  8sin2a\ Rép. y=^C^ex-\-C2e"2x— g-(6sin 2 x+ 2 cos2a:).

151. y"—y =  5a: +  2. Rép. y =  Ciex-\‘C2e-x — 5a:—2.

152. s" — 2as’ -\-a2s = e t  (a 1). Rép. s =  - f  C2iea t *

153. y"+ 6y ' + 5y =  e2K. Rép. y =  + Cze~^x + ^ e 2x-
1

154. yn-\- 9y =  6 e3x. Rép. y =  Ci cos3a:4-^2siI13Æ+"g'c3x*

155. yn—3 y' =  2 —6a:. Rép. y =  Ci -\-C2,e2 x-\-x2.

156. ̂ "—2yr-\-Sy =  e~x cos x. Rép. y =  ex (C icosl/Sa:-}-^  sin"|/2a:) +e~x
+  ̂ T (5 cos a:—4 sin a:).

157. yn -\-Ay =  2 s in 2 x. Rép. y =  Ci sin 2a:+ £ 2  cos 2 x ——-cos 2a:.

158. yw — tkyn-\-5y' — 2ÿ =  2a:+3. Rép. y =  {Çi-\~Cix) ex -\-C^e2x—a:—4.

159. — a*y =  5a*eaX sin ax. Rép. y =  (Ci —sin ax) eax-j-C2e’'aX-j-C3  cos ax-\-
+  C& sin ax.

160. yIV-|- 2a2 y"-{-a*y =  8  cosfla:. Rép. y =  (^i +  C,2a:) cos f l x + ^ + ^ i )  sinaa:—
x2-----=- cos ax.à2

161. Trouver la courbe intégrale de l ’équation y n +  h2y =  0 passant par le 
point M  (x0f y0) et tangente en ce point à la droite y =  ax. Rép. y ==
=  ij0 cos h (x — x0) +  ~  sin k (x — x0).
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162. Trouver la solution de Téquation y" +  2hy'-{-rc2g=.0, satisfaisant aux 
conditions initiales z/=a, y' =  C pour x =  0.

Rép. S i / i < n ,  y =  e~hx la  cos '\/n 2 —k2 x~1— ^ = ^ L = sin~\/n2 —h2  x \  ;
( V y n2—h2 /

sih =  n1 y =  e~hx [(C-\-ah) x-\-d\ ;

s ih > n, » =  C + a  (fe+ V fe2- ”2) ff- ( h- - \ / h2 - n2) x _
Z l / b ï - n *

__ C -{-a{h—~\/h2 — n2) (/i-|-”\ / bï—n*)*
2 ~)/h2 — n2  6

163. Trouver la solution de l ’équation y n +  n2y =  h sin px (p n), satis
faisant aux conditions: y =  a, y- =  C lorsque x — 0.

_ ,  , C (n2 —p2) — hp . h .Rep. y =  a cos n x +  ^  {n2 J p2) sm ^ + -r2v  p2- sm px.

164. Un poids de 4 kg accroché à un ressort l ’allonge de 1 cm. Trouver la loi 
du mouvement du poids, sachant que l ’extrémité supérieure du ressort 
effectue des oscillations harmoniques y =  sin "j/lOO 8  V étant l ’élonga
tion verticale.

S o l u t i o n .  Soit x la coordonnée vèrticale du poids comptée à par
tir de la position de repos. On a:

'4 d2x
7  - w = - k ^ ~ v - ^

où Z est la longueur du ressort détendu et k =  400, comme il résulte des
conditions initiales. On en déduit +  100 gx =  100 g sin ~]/100 g Z +
+  100 Zg. On cherchera une intégrale particulière de cette équation sous 
la forme

t (Ci cos ~]/l0 0 g t +  C2 sin ~]/l0 0 g t) +  Z,
étant donné que le premier terme du second membre de l ’équation entre 
dans la solution de l ’équation homogène.

165. Dans le problème 139, la vitesse initiale est égale à v0 et elle est dirigée 
perpendiculairement à la droite entre les centres. Trouver la trajectoire.

S o l u t i o n .  Prenons l ’origine des coordonnées au milieu du seg
ment reliant les deux centres; les équations différentielles du mouvement 
s’écrivent:

d 2xm - ^  — k(C—x) — k (£ +  £)= — 2/ca:, m 

Conditions initiales à l ’instant z =  0:

d2y
dt2

-2 ky.

dx n n dy
x= a ’ i r =0: y==0; i t =Vo•

On trouve en intégrant :

d’où
x2 y2 2 k
a2  mv§ 1 (ellipse).
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166. Un tube horizontal tourne autour d’un axe vertical avec une vitesse angu
laire constante o. Une bille glisse dans le tube sans frottement- Trouver 
la loi du mouvement de la bille sachant qu’à l ’instant initial elle se trouve 
sur l ’axe de rotation et* sa vitesse initiale est v0 (selon l ’axe du tube).

d2rI n d i c a t i o n .  L’équation différentielle du mouvement est =  co2r .
drConditions initiales: r =  0, —  =  vq lorsque t =  0. On trouve en intégrart

Appliquer la méthode de la variation des constantes à l ’intégration de9 
équations différentielles suivantes:

167. y”— ly '  + 6 ÿ  =  sin x. Rép. y =  +  C2e ^ +  5 sm g + 7 cos * .
168. ynjr y  =  seca. Rép. y =  CiCOsa; +  C2sina:-f-a:sina:-i-cosxLogcosa;.
169. yn+ y = ----------V - - Rép. y =  Ct cos x-\-C2sin z — V cos

cos 2 x y  cos 2 x
Intégrer les équations différentielles suivantes des divers types :

170. yy" =  y'* +  i .  Rép. y = ^ [ e Cl(* - C2> +  e - Cl(* - C2>l.

n i .  *2 dy - y y *  = 0 . Rép.

Log cos x.

(x — y)2 A x — y
172. ÿ =  Xÿ'2 +  p'2. Rép. ÿ = a A + l  +  C)2.

Solutions singulières: y =  0; æ-|-1=:0.
173. y"-\-x =  sec#. Rép. y =  Cj cos x -f-Cn sin x + x sin x -|-cos x
174. (l-t-#2) y ' — xy — a =  0. Rép. y =  ax-{-C~\/ 1-J-æ2.

7 . yy dy y sin-—
175. x cos ~  -g—* =  y cos ~  — x . Rép. xe = C .

176. y"—4y =  e*x sin 2x, Rép. y =  C ^ x +  C2e*x---^  (sin 2x +  2  cos 2x) •
177. xyf +  y — y2 Log x — 0. Rép. (Log x +  1 +  Cx) y =  1.
178. (2x 2y — 1) dx +  (x +  y — 2) dy — 0. Rép. 2x +  y — 3 Log (x 4-

+  y +  1) =  C.
179. Sex tg y dx +  (1 — ex) sec2 y dy =  0. Rép. tg y =  C (1 — ex)3.

Intégrer les systèmes d’équations différentielles:
180. -^- =  y +  l , -~==#-f-l« Indiquer la solution particulière satisfaisant

aux conditions initiales x =  — 2, y =  0  pour 1 =  0. Rép. y =  Ciet -\-C2e-t — 1, 
x =  Clei — C2e~£ — 1. La solution particulière est: #* = — —1, y* =  
=  — 1 .

181. ^ -  =  x —2y, y. Indiquer la solution particulière correspondant

aux conditions initiales # =  1, y =  l  pour  ̂=  0. Rép. y =  Ci cost-Y 
4-C2 sin x =  (Ct +  C2) cos  ̂+  (C2—Ci) sin Solution particulière :
#* =  cos f —sin y* =  cos£.

182.

. dx du
Â i r — dt+*x=slnt'
dx .
—  +  y  =  COSt.

Rép. x =  C le** =  C2e~3i,
y =  C\e~£ -[- 3C2e”3* +  cos t.
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183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

{
i
{
{

i
{

dt2
d 2 X

d2x dy 
dt2 +  dt 
dx d2y

x = ei,

1.

dy
dx y»
dz
dx - y - 33.

4 + z= o ’

i + 4*=°-

■^•+2y+z =  sin *, 

— •—4y—2z =  cos x ,

dx
~dT
dy
d*

=  ÿ +  2,

=  ïr+z,
dz
d t

=  x + y .

^ -  =  1—1dx z
dz __ 1
dx y —x 
dy x 
dx yz *
dz __ x 
dx ~~~ y2

Rép. x =  Cje* +  £2̂ "* +  ̂ 3 cos J +  (74 sin <, 
y =  Cje* Cgc”* ~  cos * — £4 sin t.

Rep. Cj-f-C^Ê-j-C^2—

y =  (74— +  2C73) / —: — (C2— 

- l ) t 2 - ± C at 3 + - L t * - e t .

Rép. y = ( C 1+ C 2x) e-a*
2 =  (^2 —C'i — C2x) e~2x.

Rép. y =  C,1e2*+C ,2e-2*f
z = —2 (Cie2*_ C2e-2̂ ).

Rép. y =  C1 +  C2x + 2  sin x, 
z — —- 2  C i — C72 (2 x  —| - 1) —  

—3 sin a —2 cos x.

Rép. x =  C\é~t -j- C2e2*, 
y =  -f- C262 ĵ

g ^ —iCi+Càe-t+C#**.

Rép. z =  £72eC*x, 
1y=x- C\C2

-Cjx

Rép. — =  C1(if
zÿ2-  - i 2= C a.

Etudier la stabilité de la solution x =  0f y =  0 pour les systèmes d ’équa
tions différentielles suivants :

191 i ^  = 2x-3y. Rép. Instable.

dy
dt =  5 x + 6  y.
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192.

193.

f i h - l0y'

1# — *•
■ J .=  !2*+18 y,

~àt ~  s* i2y-

Rép. Stable.

Rép. Instable.

194. Trouver les valeurs approchées des solutions de l ’équation y' =  y2 +  x , 
vérifiant les conditions initiales: y — 1 pour x =  0. Trouver les valeurs 
des solutions pour les valeurs x =  0,1 ; 0,2 ; 0,3 ; 0,4 ; 0,5. Rép. y^ 0,5 =  
=  2,235.

195. Trouver la valeur approchée yx=u4 de solution de l ’équation y' +
1

+  — y =  ex vérifiant les conditions initiales: y =  1 pour x =  1. Com

parer le résultat obtenu avec la solution exacte.
196. Trouver les valeurs approchées xt=lj4 et z/*=1,4 des solutions du système

d’équations =  y — x , 7  ̂=  — x — 3y vérifiant les conditions midi.
tiales: x — 0, y =  1 pour t =  T. Comparer les résultats obtenus avec les- 
valeurs exactes.



Chapitre XIV

INTÉGRALES MULTIPLES

§ 1. Intégrale double
Soit dans le plan Oxy un domaine fermé *) D limité par une cour

be L.
Soit donnée dans le domaine D une fonction continue

Z =  f  (av y)-
Partageons le domaine D en n domaines partiels par des courbes 

quelconques :
As1} As2, As3, . . ., Asn

(fig. 292). Pour ne pas alourdir l ’écriture, nous désignerons égale
ment par Asl7 . . Asn les aires de ces petits domaines. Choisissons

dans chaque As,- un point P t arbitraire 
(intérieur ou sur la frontière) ; on aura 
donc n points:

P U P 2» • • * J P Tl-
Soient /  (PO, /  (P2), . . ., f  (Pn) les 

valeurs de la fonction en ces points; 
formons la somme de produits /  (Pi) A :

Vn =  /  (P^  Asi +  /  ( P 2) As2  +  . . .

...+ /(/> » )A * n= 'S / ( i > t)A*i (l)
i— 1

qui est appelée somme intégrale de la 
fonction f  (x, y) dans le domaine D .

Si 0 dans D , on pourra se 
représenter géométriquement chaque ter

me /  (Pi) Asj comme le volume du cylindre élémentaire de base 
As* et de hauteur f  (Pi).

La somme Vn est la somme des volumes des cylindres élémentai
res, c.-à-d. le volume du corps en « escalier » représenté sur la 
fig. 293.

*) Un domaine D est dit fermé s’il est limité par une courbe fermée et si 
l’on considère que les points frontières appartiennent au domaine.
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Considérons une suite arbitraire de sommes intégrales formées 
pour la fonction /  (x , y) dans le domaine D

Vn? Vn2, • • Vnk, . . . (2)

pour divers découpages de D en domaines partiels Ast. On supposera 
que le plus grand diamètre des Ast tend vers zéro lorsque nk ->■ oo. 
Qn a alors le théorème suivant que nous ne démontrerons pas.

T h é o r è m e  1. La fonction f  (,x , y) étant continue dans le 
domaine fermé D , la suite (2) de sommes intégrales (1) a une limite 
lorsque le plus grand diamètre des domaines partiels Ast tend vers zéro

Fig.293 Fig. 294

et qm oo. Cette limite est la même quelle que soit la suite (2), 
c-à-d. qu'elle ne dépend ni du mode de découpage de D en domaines 
partiels Ast ni du choix du point Pi dans Ast.

Cette limite est appelée intégrale double de la fonction /  (x, y) 
sur le domaine D et on la désigne par

c.-à-d.

î î / w * ou J j /(æ, y) dxdy,

n

lim 2  f  (P i ) Asi = \  f f ( x ,  y)  dx dy.c L la m  A s . - * 0  . J J

D est appelé le domaine d'intégi'ation.
Si f  (x, y) ;> 0, l ’intégrale double de la fonction /  (x , y) sur le 

domaine D est égale au volume Q du corps limité par la surface 
z = f  (x, y), le plan z = 0 et la surface cylindrique dont les géné
ratrices sont parallèles à l ’axe Oz et s’appuient sur la frontière 
de Z) (fig. 294).

Considérons encore les théorèmes suivants sur l ’intégrale double.
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T h é o r è m e  2. L'intégrale double de la somme de deux fonc
tions <p (x , y) +  (a:, y) sur un domaine D est égale à la somme des
intégrales doubles de chacune des deux fonctions étendues à ce domaine :

j  j  [<p {X, y) +  ij> (x, ÿ)] d s=  j  j  <p (x, y) ds+  j  j  ij; (x, y) ds.
n n

T h é o r è m e  3. On peut sortir un facteur constant de sous le 
signe d'intégration double : 
si a =  const, on a

j  j  aq> (x , y)ds—a H<p (x , y) ds.
D D

On démontre ces deux théorèmes exactement comme les théorèmes 
correspondants sur les intégrales définies (voir t. I, ch. XI, § 3).

T h é o r è m e  4. Si le domaine D est constitué de deux domaines 
partiels D ie tD 2 sans point intérieur commun et si f  (x, y) est continue

en tous les points de D, on a

j  j  f(x,  y) dxdy  =  j  j  /(x , y)dxdy +
JD Di

+  j  j  /  (a;, y) dx dy. (3)

D é m o n s t r a t i o n .  On peut 
représenter la somme intégrale dans 
D sous la forme (fig. 295)

S  /  (Pt) Asf =  2  /  (Pi) A Si +  2  / (Pt) a  SJ,D D i R2

(4)la première somme contenant les termes relatifs aux domaines par
tiels de Di et la seconde, les termes relatifs aux domaines partiels 
de D 2. En effet, l ’intégrale double ne dépendant pas du mode de 
découpage, nous découperons le domaine D de telle façon que la 
frontière commune de Dj et de D 2 soit aussi une frontière des domai
nes partiels A P a s s a n t  dans l ’égalité (4) à la limite lorsque Ast 0,
on obtient l ’égalité (3). Ce théorème subsiste lorsque D est formé 
d’un nombre arbitraire de domaines disjoints sans points intérieurs 
communs.

§ 2. Calcul des intégrales doubles
Considérons un domaine D du plan Oxy tel que toute parallèle 

à l ’un des axes de coordonnées, par exemple à Cty, et passant par 
un point i n t é r i e u r * )  du domaine coupe sa frontière en deux 
points Ni et N 2 (fig. 296).

*) Un point intérieur est un point ne se trouvant pas sur la frontière.
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Nous supposerons que, dans le cas considéré, D est limité par 
les courbes y =  <pi (x), y =  qp2 (x) et les droites x =  a, x =  b et que

<Pi (x) <  (p2 (x), a <  b,
les fonctions <p! (x) et <p2 (x) étant continues sur le segment [a, b]. 
Nous conviendrons d’appeler ce domaine régulier selon Vaxe Oy. 
On définit de la même manière un 
domaine régulier selon Vaxe Ox.

Un domaine régulier selon les deux 
axes de coordonnées sera dit simple
ment domaine régulier. La fig. 296 
donne un exemple de domaine régulier.

Supposons /  (x, y) continue dansD.
Considérons l’expression 

b <p2(x)
M U  /  (x , y) dy) dx

a < P i(x )

que nous appellerons intégrale double 
ou somme double de la fonction 
/ (x, y) sur D. Dans cette expression, on calcule d’abord l’intégrale 
entre parenthèses, l ’intégration étant faite par rapport à z/, et x 
étant considéré comme constant. On trouve après intégration une 
fonction continue *) de x :

<P2 ( * )

<&(*) = j / (*. y) dy .
< P l(* )

Intégrons maintenant cette fonction par rapport à x entre les 
bornes a et 6:

b
I D=  j  CD (x) dx.

a
On trouve en définitive un nombre constant.
E x e m p l e .  Calculer l ’intégrale double

i a:2

/n== 5 ( j  lx2+y2)dy) dx‘
0 0

S o l u t i o n .  Calculons d’abord l ’intégrale interne (entre . parenthèses) :
ac2

■]' (*) = j  (-r^+ÿ-) dÿ= ( ^ + - 3 - ) *  =

- A S + W - - . . + 4

*) Nous ne démontrerons pas la continuité de la fonction O (*).
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Intégrons maintenant la fonction obtenue de 0 à 1:

i K W f 4 H 4 -4 ’
0

Lé domaine d’intégration D est le domaine limité par les courbes (fig- 297) 
y  — Ô, x =  0, y — x2 j x =  1.

Il arrive que le domaine D est tel que l ’une des fonctions y =  
=  (pi {x), y  =  qp2 (x) ne peut être donnée par une seule expression

analytique dans tout rintervalle de variation de x (de x = a à 
x =  b). Soit, par exemple, a <  c <  b et

qpi (x) =  i|) (x) sur le segment [a, c], 
ç>i (x) =  % (x) sur le segment [c, 6],

(x) et % (x) étant des fonctions données analytiquement (fig. 298). 
On écrira alors 1T intégrale double comme suit :

b  <p2(ac)

j ( j /(^. y ) dy) d x =
a  < p i ( x )

c q)2( x )  , b q32( * )

= î ( I y ) dy ) dx+  j ( j /,(*> y)dy)
a qpi(x) c <Pi(x)
c q>2(x) b q>2(x)

=  j  ( j  / ( x ,  y)dÿ) dx +  j  ( j  f  (x, y) dy} dx.
a i |> (x )  c  x ( x )

On a écrit la première égalité en vertu de la propriété connue des 
intégrales définies et la seconde parce que l ’on a qpA (x) (x) sur
le segment [a, c] et (p* (x) s  % {x) sur [c, b\.

Une transcription analogue pour l ’intégrale double a lieu lorsque 
la fonction <p2 (a:) se décompose en différentes expressions analytiques 
sur le segment [a, b].

Etablissons quelques propriétés des intégrales doubles.
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P r o p r i é t é  1. Si Von divise un domaine D régulier selon Oy 
en deux domaines Di et D 2 par une parallèle à Vaxe Oy ou à Vaxe 
Ox, Vintégrale double I D sur D est égale à la somme d'intégrales analo
gues sur Di et D 2:

I d =  +  ^d2- (1)
D é m o n s t r a t i o n ,  a) Supposons que la droite x =  c 

(a <  c <  b) partage le domaine D en deux domaines réguliers selon 
Oy *) Di et D 2. Alors

b tp2(*)

Id =  j ( j /'(*> y) dy'j dx =
a <Pi(æ) o

=  |  O (#)■ dx
a

c b

=  j  O (æ) dx-\- j  <p (x) dx =
a c
c <p2(a:)- J U  f  (x, y)dy}dx +

(Pi(ac)
b <p2(x)

+ j ( j /'(*» y) d y )  dx =  I Di rf I d *
c <Pi(ac)

b) Supposons que la droite y = h partage le domaine D en deux 
domaines réguliers Di et D 2 selon Oy comme sur la figure 299. 
Désignons par et M 2 les points d’intersection de la droite y =  h 
avec la frontière L de D-. Désignons les abscisses de ces points par 
ai et b±.

Le domaine est limité par les courbes continues:
1) y = ipi (x) ;
2) la courbe AiM iM 2B dont nous écrirons conventionnellement 

l ’équation sous la forme
y  =  <pî ( * ) ,

ayant en vue que qpî (x) =  (p2 (x) lorsque a ^  x ^  ai et bi ^  x ^  b 
et que

qpî (x) — h lorsque a\. ^  x bi ;
3) les droites x =  a, x =  6-

*) Le fait qu’une partie de la frontière du domaine Di (et du domaineD2) 
soit un segment vertical n’empêche pas ce domaine d’être régulier selon Oy\ 
car on exigeait à cet effet que toute verticale passant par un point intérieur 
du domaine ne coupe pas la frontière en plus de deux points;
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Le domaine D2 est limité par les courbes
y =  <p$ (x), y =  <p2 (x), où aj <  x  <  bt.

Ecrivons l ’identité suivante en appliquant à l ’intégrale inté
rieure le théorème sur la décomposition de l ’intervalle d’intégration :

b <P2(*)
/ o = J  ( j  f ( x , y ) d y } d x  =

a < P i(x )
b V f(* ) <p2(x)

=  j (  j  f ( x , y ) d y +  j  f ( x , y ) d y } d x  =
a <Pi(x) q>*(x)

b Vf (* ) 6 <pa(x )

=  j  ( j  /  (X, y) dy} d x +  j  ( |  / (x, y) dy} dx.
a < p i(x ) a < p * (x )

Décomposons la dernière intégrale en trois intégrales en appli
quant le même théorème à l ’intégrale extérieure:

b <P2(») <P2(*)

j  f ( x , y ) d y } d x  =  H î  /  y)  d x - \-
a <p*(x) a <p*(x)

&i <P2(*) & <P2(x)
+  j  ( |  /  (*> y) dy} dx +  HÎ /  (a:, y) dy} dx ; 

ai <!>*(*) bt <P*(*)

comme (x) =  <p2 (x) sur le segment [a, a j  et sur le segment 
[&!, 6], la première et la troisième intégrale sont identiquement 
nulles. Par suite,

b 1>î<*> bj q>a(*)

/» = J ( J V̂ dy ) d X + J ( J y^ dy) dX’
a q>i(x) at cp*(x)

Le premier terme est ici une intégrale double étendue à 2?i et le 
second une intégrale double étendue à f l2. Par conséquent,

I d =  -Toi +  I&2-
La démonstration est analogue quelle que soit la sécante M iM 2. 

Si la droite M iM 2 partage D en trois domaines ou plus, on obtient 
une relation analogue à (1) avec dans le second membre un nombre 
correspondant de termes.

C o r o l l a i r e .  On peut partager chacun des domaines obte
nus en des domaines réguliers selon Oy par une parallèle à Oy ou 
Ox et leur appliquer l ’égalité (1). Par conséquent, on peut partager
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le domaine D par clés parallèles aux axes de coordonnées en un 
nombre arbitraire de domaines partiels réguliers

Du D 2, Z)3, • • • ? Di ,
et on pourra toujours affirmer que V intégrale double étendue au 
domaine D est égale à la somme d'intégrales doubles étendues aux 
domaines partiels (fig. 300)

I d =  ^Di +  I dz +  I dz +  • • • +  In^  (2)

P r o p r i é t é  2. ( E v a l u a t i o n  d e s  i n t é g r a l e s  
d o u b l e s . )  Soient m et M  la plus petite et la plus grande valeur

de la fonction f  (x, y) dans le domaine D. Soit S l'aire de D. On a Viné
galité

b  <p2 ( x )

mS<j ( j f ( x , y ) d y ) d x ^ M S .  (3)
a  < P i ( x )

D é m o n s t r a t i o n .  Evaluons l ’intégrale intérieure que nous 
désignerons par <D(æ) :

cp 2 ( x )  cp 2 ( x )

<D(x)= j  f(x,  y)dy*C j  M dy = M [ yz(x) — <p1(x)].
< P i ( x )  C P i ( x )

On a :

b <p2 ( x )  b

I D — J ( j /(x , y)dy} d x ^  j M[(çz{x) — y l (x)]dx = MS,
'  a  ( p R x )  a

c.-à-d.
I d^ M S . (3')
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D’une manière analogue
<P2(*) <P2(»)

<D(a;)= j  f (x,  y ) d y ^  j  m d y ^ m [cp2(x) — Çj (x)],
<Pl(* ) (Pi(x)

b b
I D =  |  ® (#) dx >  |  m [<p2 (a?),t- <pi (a?)] dx = mS,

a a
c.-à-d. que

ID ^  ÎTlS i
L’inégalité (3) résulte des inégalités (3') et (3 ") :

mS <  I D <  MS.

(3")

Nous interpréterons géométriquement ce théorème au paragraphe 
suivant.

P r o p r i é t é  3. ( Th é o r è m e  d e  l a  m o y e n n e.) 
L'intégrale double I D d'une fonction continue f  (x, y) sur un domaine 
D d'aire S est égale au produit de S par la valeur de la fonction en un 
certain point P du domaine D :

b <p2(a:)
[ ( |  f (x,  y) dy ) dx — f  (P) S. (4)
a cpj(x)

D é m o n s t r  a t i on .  On déduit de (3):

■' iLe nombre I D est compris entre la plus grande et la plus petite
valeur de la fonction f  (s, y) dans le domaine D . En vertu de la 
continuité de /  (x, y) dans D , elle prend en un certain point P du
pomaine D la valeur -ÿ- I D, c.-à-d. que 

d’où
I D = f (P)S.  (5)

§ 3. Calcul des intégrales doubles (suite)

T h é o r è m e .  L'intégrale double d'une fonction continue f  (x , y) 
étendue à un domaine régulier D a pour expression *)

b <P2(»)f f /(x, y) dx dy j ( j /(x, y)dy}dx.
_________ jD a «Pi(ac)

) On suppose de nouveau que le. domaine D est régulier selon O y et limité 
par les courbes y =  <pi (x), y =  q>2 (x), x =  a, x — b.
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D é m o n s t r a t i o n .  Découpons le domaine D par des paral
lèles aux axes de coordonnées en n domaines réguliers (rectangulai
res) :

• • •> . •
On a en vertu de la propriété 1 [formule (2)] du paragraphe pré

cédent :
n

^Df=/Asi +  ̂ As2+  • • • +  ̂ As =  JS Âsj* (1)i=l
Transformons chaque terme de droite par application du théo

rème de la moyenne sur les intégrales doubles :
=  /  (Pù Asj.

L’égalité (1) devient

*D =  f ( P t ) M  +  f ( P à & * t +  • • ■ + / ( j P » ) . A * » =  2  H P t ) A s , ,  ( 2 )i—i
où Pi est un point dans As*. On a à droite une somme intégrale pour 
la fonction f  (x, y) sur D . D’après le théorème d’existence des inté
grales doubles, il résulte que la limite de cette somme, lorsque 
n ->■ oo et que le plus grand diamètre des domaines partiels Àst tend 
vers zéro, existe et est égale à l ’intégrale double de la fonction 
/  (x , y) sur D. La valeur numérique de I D du premier membre de 
l ’égalité (2), résultant de deux intégrations simples successives, 
ne dépend pas de n . Passant donc à la limite dans (2), on obtient

i D =  îim 2  /  (p ô As* =  \ \ f  (x ' y)dx dydiam Aŝ O
OU

f{x, y)dxdy = I D.
D

On obtient en définitive :
b (p2(a:)j j / (x, y) dx dy = j ( j / (x, y) dy} dx.

D a q>i(ac)

R e m a r q u e 1. Lorsque /  (,x , y) ^  0, la formule (4) admet 
une interprétation géométrique simple. Considérons le corps déli
mité par la surface z =  /  (x, y)r le plan z =  0 et la surface cylin
drique dont les génératrices sont parallèles à Oz et s’appuient sur 
la frontière du domaine D (fig. 301). Calculons le volume V de ce 
corps. Nous avons indiqué plus haut que le volume de ce corps 
était égal à l ’intégrale double de /  (x , y) sur D :

V =  j  j  f(x,  y) dxdy.

( 3 )

( 4 )

( 5 )
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Calculons maintenant le volume de ce corps en utilisant les résul
tats du § 4, chap. XII, t. I sur le calcul du volume d’un corps en 
fonction des aires des sections parallèles. Menons le plan sécant 
x  =  const (a <  x <  &). Calculons l’aire S  (æ) de la figure obtenue

z=f(x.u)

dans le plan x =  const. Cette figure est le trapèze curviligne déli
mité par les courbes z =  /  (x , y) (x =  const), z =  0, y =  qpA (x), 
^ =  tp2 (x). Par conséquent, cette aire est exprimée par l ’intégrale

< P 2 (* )

S (x) =  j  /  (a:, ÿ) dy. (6)
< P l(* )

Connaissant les aires des sections parallèles, on trouve facilement 
le volume

b
V =  j  S(x)dx

a

ou, substituant l ’expression (6), pour l ’aire S (x) on trouve:
b <p2(x)

y== J ( j  /(« . y)dy) dx. (7)
a  < P i ( x )

Les premiers membres des formules (5) et (7) sont égaux, il en est 
donc de même des seconds membres

b q)2(x)

f (x,  y) dxdy=  J ( J f  {x, y)dy) dx.
D a < P i( x )
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Il n ’est plus difficile à présent de donner le sens géométrique 
du théorème sur l ’évaluation des intégrales doubles (propriété 2 du 
paragraphe précédent) : le volume V du corps délimité par la surface 
z =  f  (x, y), le plan z =  0 et la surface cylindrique ayant pour 
directrice la frontière du domaine D est supérieur au volume du 
cylindre de base S  et de hauteur m, mais inférieur au volume du

cylindre de base S  et de hauteur M  (m et M  étant la plus petite et 
la plus grande valeur de la fonction^ =  f  (x , y) dans le domaine D 
(fig. 302)). Ceci résulte du fait que l ’intégrale double I D est égale 
au volume V de ce corps.

E x e m p l e  1. Calculer l ’intégrale double  ̂ |  (4 — x* — y2) dx dy, sa-
D

3
chant que le domaine D est limité par les droites æ =  0, x =  1, y — 0, ÿ =  — ./L

S o l u t i o n .  
3/2 i3/2 1 3/2

V =  J £ j (4—s2 — y2) dxj dy= j  ---- j - — y2x ] Q dy =

35 
8 *

E x e m p l e  2. Calculer l ’intégrale double de la fonction jf_(x, y) =  
=  1 +  x +  y sur le domaine limité par les courbes y =  — x, x  =  ~]/y, y =  2. 
z =  0 (fig. 303).
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S g 1 u t i o n.
2 Vy 2 2
j  [ |  fl +  x + r/)^ j dy =  |  +  +   ̂ !̂/ =
o - y  o -//

=  j  [ {Ÿ ÿ-+ -Y + yV îi)— '[—y + \ — -y2) ];%=
0

= j  [ y ÿ  +  -y- +  ! /V ÿ + -x ]  ày =
0

_3_ J5_

- [& L+ w  i 2̂ 2 , z T i 2_ ü w , ü
~ L  3 ^  4 5 +  6 i o ”  45 * 2 +  3 *

R e m a r q u e 2. Supposons un domaine D régulier selon Ox 
délimite par les courbes

X =  %  (y), a: =  i|>2 (ÿ), y =  c, ÿ =  d,
avec if>i (i/,) < t|?2 (ÿ) (fig. 304).

On a alors évidemment
d ij)2 (y)

j  j  /'(*» ÿ)dxdy =  j  ( j  j { x , y)
D c

Pour calculer une intégrale double, on appliquera, selon le cas, 
la formule (4) ou la formule (8). Le choix est indiqué par la forme 
du domaine D ou de la fonction à intégrer.

E x e m p l e  3. Intervertir l’ordre d’intégration dans 
1 Vx

r=r = I  ( I  ÿ)dy);d*.
S o l  irt i o n. Le domaine d’intégration est limité par la droite y =  x 

et la parabole y =  V x (fig* 305).



CALCUL DES INTÉGRALES DOUBLES (SUITE) 1895 3]

Toute droite parallèle à l ’axe Ox coupe la frontière du domaine en deux 
points au plus; on pourra donc appliquer la formule (8) en posant

'W (y) = y2. t 2 (y) =  y. 0 <  y <  l;
on a

i v
I =  j ( j /■(*» V)àx) dy.

y2

E x e m p l e  4. Calculer î î e* ds- sachant que le domaine D est le

triangle limité par les droites y =  x, y =  0, x — i  (fig. 306).
S o l u t i o n .  Appliquons la formule (4). (Si l ’on appliquait la formule

JL
(8), il nous faudrait intégrer la fonction e x par rapport à x ; mais cette dernière 
intégrale ne s’intégre pas au moyen des fonctions élémentaires) :

j J e x d s =  j ( {  e x dy )  d x =  j {xex
J DJ 0 0 0i

=  j x (e— 1) dx — (e — ~2~

d x ~  

e —1
= 0,859 ..

R e m a r q u e  3. Si le domaine D n’est régulier ni selon Ox 
ni selon Oy (c.-à-d. s’il existe des verticales et des horizontales pas

sant par des points intérieurs du domaine et coupant la frontière 
du domaine en plus de deux points), oii ne peut alors intégrer sans 
précaution. Si l ’on arrive à découper le domaine irrégulier D en un 
nombre fini de domaines réguliers selon Ox ou Oy Du D z, . . Dn, 
on intégrera séparément dans chaque domaine partiel et on fera 
la somme des résultats obtenus.

On a donné sur la fig. 307 un découpage d’un domaine irrégulier 
D en trois domaines réguliers D i, D2 et D 3.
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E x e m p l e  5. Calculer l ’intégrale double

J J ex+v ds
D

étendue au domaine D compris entre deux carrés centrés à l ’origine et dont les 
côtés sont parallèles aux axes de coordonnées, sachant que les côtés sont res
pectivement égaux à 2 et à 4 (fig. 308).

S o l u t i o n .  Le domaine D  est irrégulier. On le découpe en quatre domai
nes réguliers D u D 2l D 3l D h par les droites x  =  — 1 et x =  1. On a donc

j  j  e * + ! /  ds =  j  j  ex+V < f s +  j  j  ex+V r fs +  j  j  ex+V d s +  j  j  ex+V ds. 
D Di D2 D3 £ > 4D D i

On a successivement
-1 2 1 2
J Ü  ex+ydy^ d i - f  eP+Vdy^ dx-\-

D - 2 - 2  - 1 1

1 - 1  2  2

+ H î  ex+Vdy j dx-\- J  ̂J ex+ydy^ dx =
- 1  - 2 1 - 2

=  (e2 _ _  e~2) ( e - l  _  e-2) +  ( C2 _  e) (e —  r l )  +  

+  ( e - 1  —  e~2) (e —  e " - 1 )  +  ( e 2  —  e " 2 )  ( e 2  —  e) =  
=  (e3 —  e " 3 )  (e —  e - 1 )  =  4  s h  3  s h  1 .

R e m a r q u e  4. Par la suite, nous omettrons les parenthèses 
dans P intégrale double

b  q ) 2 ( 3 ç )

/ D=  j  ( j  /(*, y)dy) dx,
a ( P i ( x )

et nous écrirons simplement :
b  ( p 2 ( x )

/ D= j  j  f {x , y )dydx ,
a < p t(x )

l ’intégration étant faite dans l’ordre où sont écrites les différentiel
les des coordonnées *).

*) Il est parfois commode d’écrire

b  q>2 b  <p 2

/i>==I ( I  f^x’ y^dy) dx= j  /(*> )*?•
a  ( p i  a  < p t
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§ 4. Application des intégrales doubles au calcul d’aires 
et de volumes

1. V o l u m e s .  Nous avons vu au § 1 que le volume V d’un 
corps limité par une surface z =  f  (x, y), où /  (x, y) est une fonc
tion non négative, le plan z =  0 et la surface cylindrique de géné
ratrices parallèles à Oz et dont la directrice est la frontière de D, 
est égal à l ’intégrale double de f  (x , y) sur D :

î  î  ^ ds.

E x e m p l e  1. Calculer le volume du corps limité par les surfaces x =  0, 
y =  0, x +  y +  z =  1, 2 = 0  (fig. 309).

S o l u t i o n .
V = j  j  (1 x y) dydx ,

D
où D est le domaine triangulaire du plan Oxy limité par les droites x =  0, 
y =  0, x +  y =  1 ; c’est le domaine hachuré de la fig. 309. On a :

F=î î j \ { i - x ) y - ^ ~ Xd x = ^ ( i - z ) * d x  =  ̂ .
0 0 0 0 

1
On a donc F =  — d’unité de volume, o

R e m a r q u e  1. Si le corps dont on cherche le volume est 
limité supérieurement par la surface z =  0 2 (x , y) ^  0 et infé

rieurement par la surface z =  <Di (x, y) ^  0, la projection de ces 
deux surfaces sur le plan Oxy étant un même domaine D, le volume V 
de ce corps sera égal à la différence des volumes des corps « cylin
driques » ; le premier cylindre a pour base D et est limité supérieure
ment par la surface z =  <P2 (x , y)\ le second cylindre a également 
pour base D et est limité supérieurement par la surface z = Qi (x , y) 
(fig. 310).



192 INTÉGRALES MULTIPLES [GH. XIY

Le volume V est donc la différence de deux intégrales doubles :

v =  j J <d2 (*, y) ds— j j (*> y) ds,

OU

T =  j  j  [<D2(x, y ) - ® ,  (x, y)) ds. (i)

Il est facile de démontrer que là formule (1) est vraie non seule
ment lorsque O* (x, y) et ®2 (æ, y) sont des fonctions non négati
ves, mais aussi lorsque Oi (x, y) et ®2 (x , y) sont des fonctions 
continues arbitraires satisfaisant à la relation

<ï>2 (z, y) >  <ï>i (a;, y).
R e m a r q u e  2. Si f  (x, y) change de signe dans D, on parta

gera D en deux domaines: 1) D± avec f  {x, y) ^ 0 ;  2) D 2 avec / (x> y) ^  0. Supposons Di et D 2 tels que les intégrales doubles sur

Fig. 311

ces domaines existent. L’intégrale sur Di est alors positive et repré
sente le volume du corps se trouvant au-dessus du plan Oxy. L’inté
grale sur D 2 est négative et sa valeur absolue représente le volume 
du corps se trouvant sous le plan Oxy. Par conséquent, l ’intégrale 
sur D représente la différence des volumes correspondants.

2. A i r e s  p l a n e  s. Si l ’on forme une somme intégrale pour 
la fonction f  (x, y) s= 1 définie dans le domaine Z), on obtient l ’aire

cr vil-As*.
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quel que soit le découpage. Passant à la limite dans le second 
membre, on obtient

S  =  j  j  dx dy.

Si le domaine D est régulier (voir, par exemple, fig. 296), Paire 
s’exprime par l ’intégrale double

b <p2(x )

5= j ( j dy)dx.
a  tpi(ac)

On a après intégration de l ’intégrale interne
b

S =  j [(p2(x) —(jpi (x)]da:

(comparez § 1, ch. XII, t. I).
E x e m p l e  2. Calculer Paire du domaine limité par les courbes 

y =  2 — x2, y =  x.

S o l u t i o n .  Déterminons les points d’intersection des courbes données 
(fig. 311). Les ordonnées des deux courbes sont égales en un point d’inter
section :

d’où
x — 2 — x2, 

x2 +  x — 2 =  0,
xi = — 2,

x2 =  1.
Nous avons obtenu deux points d’intersection: Mi (—2, —2), M2 (1, 1). 

L’aire cherchée est donc

S — j  ( j  dy^dx =  j  (2—*3 — x)d x = ^2 x  — —y ‘] ^2==Y '
- 2  x  - 2

§ 5. Intégrales doubles en coordonnées polaires

Considérons en coordonnées polaires 0, p un domaine D tel que 
tout rayon issu de l’origine et passant par un point intérieur du 
domaine coupe la frontière de D en deux points au plus. Supposons 
que D soit limité par les courbes p =  ®i (0), p =  0 2 (0) et les 
rayons 0 =  a et 0 =  p, avec (0) ^  <D2 (9) et a  <  P (fig. 312). 
Nous dirons aussi qu’un tel domaine est régulier.

Soit dans D une fonction continue des coordonnées 0 et p :
* =  F (9, P).

Découpons arbitrairement D en domaines partiels Asu As2, . . .
. . Asn.
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Formons la somme intégrale
n
2  F (Pk) As/t, 

1 ( i )

où Ph est un point pris dans Ash.
II résulte du théorème d’existence des intégrales doubles quer 

lorsque le plus grand diamètre des Ash tend vers zéro, la somme inté
grale (1) a une limite V. Elle donne par définition l ’intégrale double 
de F (0, p) dans D :

Occupons-nous du calcul d’une telle intégrale double.
Gomme la limite de la somme intégrale ne dépend pas du mode 

de découpage de D en domaines partiels Ash, nous le découperons, pour

raison de commodité, en menant des rayons 0 =  0O, 0 =  0lt 0 =  
=  02, . . ., 0 =  0n (où 0O =  a, 0* =  P, -0O <  0i <  02 <  • - - <
<1 Qn) et des circonférences concentriques p — p0, p =  pi, . . p =
=  p„v (où p0 est la plus petite valeur de la fonction Oj (0) et pm 
la plus grande valeur de (t>2 (0) dans l ’intervalle fermé a ^  0 ^  P;
P o <  Pi <  • • • <  Pm)-

Soit Asik l ’aire délimitée par les lignes de coordonnées p =
=  P£-i, P =  Pf, 0 =  0*-i, 0 =  0*.

Il y aura trois espèces de domaines partiels Asih :
1) des domaines entièrement intérieurs à D ;
2) des domaines entièrement extérieurs à D ;
3) des domaines empiétant sur la frontière de D .

(2)
D

Fig. 312
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La somme des aires empiétant sur la frontière tend vers zéro lors
que A9a -> 0  et A pf-^0 ; on négligera donc ces aires. Les aires 
partielles As ik extérieures à D  n’entrent pas dans la somme inté
grale considérée et ne présentent pas d’intérêt. On pourra donc 
écrire la somme intégrale sous la forme

F „ =  t  Asih] ,
h=i i

où P ih est un point arbitraire pris dans Asik.
La sommation double exprime que nous sommons d’abord sur 

l ’indice i en considérant k fixe (c.-à-d. que nous faisons la somme

des aires comprises entré deux rayons voisins *)). Le signe de somma
tion extérieur exprime que nous additionnons les sommes résultant 
de la première sommation (nous sommons sur Zc).

Trouvons l ’expression de l ’aire d’un domaine partiel A n ’em
piétant pas sur la frontière de D. C’est la différence des aires de 
deux secteurs :

Asik =  i -  (P; +  Ap,)2 A0fc -  i -  p|A0ft =  (p, +  Ap, A0ft
ou

As£ft =  PiApiA0,(, où Pi <  p* <  Pi +  Api.
La somme intégrale s’écrit donc **)

F n =  S  [ S F (0 L  pf) p'f ApfAOft] ,
h= i i

où P (0J, pf) est un point pris dans Asih.
*) Notons que sommant sur l’indice i cet indice ne prendra pas forcément 

toutes les valeurs de 1 à m, étant donné que tous les domaines partiels compris 
entre les rayons 0 =  0& et 0 =  Qh+i n1 appartiennent pas forcément à D .

**) Il est permis de considérer une somme intégrale sous cette forme, étant 
donné que la limite de la somme ne dépend pas du point choisi dans le domaine 
partial.



196 INTÉGRALES MULTIPLES [CH. XIV

Sortons maintenant le facteur À0A de la somme intérieure (ce qui 
est légitime, car c’est un facteur commun à tous les termes de cette 
somme) :

2  pr)prAp/]A0*.fe=i i
Supposons que Ap* 0 et que A0  ̂ est constant. Alors l ’expres

sion entre crochets tendra vers l ’intégrale
< E > 2 (0 f t )

j  F (et, p) p dp.
<K lOft)

Supposant maintenant que À0ft -> 0 on obtient en définitive *) :
P ® 2(0)

j  ( j  F(6, p)pdp')dd. (3)
a  <I>i(0)

La formule (3) sert au calcul des intégrales doubles en coordon
nées polaires.

Si l ’on intègre d’abord sur 0, puis sur p, on a la formule (fig. 313) :
P2 CÙ2(P)

F = = i  (  i  F ( d ’  p ) d 0 ) P d P -  ( 3 ' )

Pl (ûi(p)

Soit à calculer l ’intégrale double de la fonction /  (x , y) sur le 
domaine Z?, cette intégrale étant écrite en coordonnées rectangulai
res :

|  j  f(x, y)dxdy.

Si D est un domaine régulier en coordonnées polaires 0, p, on 
pourra passer dans les calculs aux coordonnées polaires.

On a, en effet,
x =  p cos 0, y =  p sin 0,

_________  f  (x, y) =  /  (p cos 0, p sin 0) =  F (0, p),
♦) Notre déduction de la formule (3) n’est pas rigoureuse; nous avons 

d’abord fait tendre Ap$ vers zéro en conservant A0  ̂ invariable, et c’est seule
ment après que nous avons fait tendre A0 vers zéro. Ceci ne correspond pas 
complètement à la définition de T intégrale double que nous considérions comme 
la limite de sommes intégrales lorsque le plus grand diamètre des domaines 
partiels tendait vers zéro (ici il faudrait faire tendre vers zéro simultanément 
A0fc et Apj-)» Cependant, malgré ce manque de rigueur, le résultat est juste 
(c-à-d. que la  formule (3) est légitime). On pourrait établir cette forinulè rigou
reusement comme pour T intégrale double en coordonnées rectangulaires. Indi
quons qu’elle sera établie aussi au § 6 en partant d’autres considérations (comme 
cas particulier de la formule générale de transformation des coordonnées dans 
une intégrale double).
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par conséquent,
P «>20)

j  j  /(# , y )dxdy=  j ( j  / ( pcos0, psin0)pdpj d0. (4)
D a  O i(0)

E x e m p l e  1. Calculer de volume V du corps compris entre la sphère 

x2 +  y2 +  z2 =  4 a2
et le cylindre

x2 +  y2 — 2az/ =  0.

S o l u t i o n .  On pourra prendre pour domaine d’intégration la base du 
cylindre x2 +  y2 — 2ay =  0, c.-à-d. le cercle de centre (0, a) et de rayon <z. 
On peut écrire l ’équation de ce cercle sous la forme x2 +  (y —  a)2 =  a2 (fig. 314). 
Calculons le quart du volume cherché F (la moitié avant représentée sur la 
fig. 314). On prendra alors pour domaine d’intégration le demi-cercle défini 
par les équations

* =  <Pi (.y) =  o. * =  q>2 (y) =  V 2fly — y2<
y =  0, y — 2a.

La fonction sous le signe somme est
z = f  (x, y) =  ~\/4a2—x2 — y2.

Par conséquent,
2a V 2 a y —yZ

 ̂ f "l/4a? — x2 — y2dx^dy.
0 0

Passons en coordonnées polaires 0, p:

x =  p cos 0, y =  p sin 0.

Déterminons les bornes d’intégration. Ecrivons à cet effet l ’équation du 
cercle donné en coordonnées polaires: comme

+  y2 =  P 2 » 
y =  p sin 0,

on a
p2 — 2ap sin 0 =  0

ou
p =  2a sin 0.

La frontière du domaine en coordonnées polaires s’écrit donc (fig. 315) : p =  

=  (0) =  0, p =  <£2 (0) =  2a sin 0, a  =  0, p =  La fonction à intégrer
devient

i r ( 0 t p) =  - j / 4 fl2 _ p 2 .
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On obtient, par conséquent :
jt
2  2 a sin 0

Jt
2

0 0 0 
J t 
2

=  —y  |  [(4a2_ 4fl2 sin2 0)3/2- (4a2)3/2] d0 =
o
jt
28/r3 e 4

=  . - y -  I (1 — cos3 0) d0 =  -— a3 (3ji—4). 
o

E x e m p l e  2. Calculer l1 intégrale de Poisson
+oo
J é~ x 2  dx.

— oo

S o 1 u t i o n. Calculons d’abord l ’intégrale /*  =  j j  e-x 2 - v 2 &x ^  ie
D

domaine d’intégration étant le cercle (fig. 316)
x2+ y 2 =  R 2.

Passons en coordonnées polaires 0, p :
2 j t  R 2n

/ r =  î  ( ( e~p2P'iP) dd=~ T  J e“ p2 <20 =  jt (1 —e R ).

Fig. 315 Fig. 316
Faisons tendre R vers l ’infini, c.-à-d. agrandissons indéfiniment le domaine 

d’intégration. On a
2 k  o o 2 n R

j  ^  e~p2pdpj dd= lim J  (  j  e~p2pdpj < 2 0  =  J . im J t ( l — e  f î 2 )  =  J t .

0 0 0 0
Montrons que l’intégrale j j * -  ~ y 2  dx dy tend vers J t lorsqu’on élargit

D'
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le domaine D' de sorte que tout point du plan se trouve en définitive dans D ' 
(nous écrirons conventionnellement D' ->• oo).

Soient i?i et i?2 la plus petite et la plus grande distance de la frontière 
de D' à l ’origine des coordonnées (fig. 317).

Comme e~ x2~ v2 > . 0 partout, on a

/fl,< î î  e~x!l~v*dxdy < IR2

OU

î t  ( 1  — e l) <;  ̂  ̂ e x 2  y 2  dx dy «< J t  ( 1  —  

D'

Fig. 317Comme D* oo, on a aussi Ri  oo et 
R 2 ->• oo, et les membres extrêmes de l ’inégalité 
tendent vers une seule et même limite J t .  Il en est donc de même du terme 
intermédiaire :

lim 1 f e x 2  y 2  dxdy =  jt. 
D '-fo o  J J (5)

Supposons notamment que D' soit un carré de côté 2a et de centre à 
l ’origine ; on aura

J j  e~x2~y2dxdy =  j  j  r 1*'»' d x d y =
D' —a - a>
a a a a

=  J J e~x2e~y2dxdy =  j  ( J «“ «V »*  dx} dy.
—a —a —a —a

Sortons maintenant le facteur e ^ 2 de sous l ’intégrale interne (ce qui est permis, * 
car e~ y 2  ne dépend pas de la variable d’intégration a:), On a

I 1 6 X2 V2dx d y =  J e y2  ̂ J e x 2  dx^ dy.
D' — a  —a

a

Posons J € x dx =  Ba. C’est un nombre constant (il dépend seulement de a);
— a

on a donc
a aj j e - x2~V2d x d y =  J e~y2Ba dy — Ba J e~y2 dy.

D ' — a - a
a

Mais cette dernière intégrale est aussi égale à Ba (car j  e~x2dx =
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U
=   ̂ e~yZ dy^ ; par conséquent,

—a
J J *-*2-î/2 dxdy =  BaBa =  Bl .
D'

Passons maintenant à la limite en faisant tendre a vers l ’infini dans cette 
égalité 0 9 s-élargit alors indéfiniment) :

+«
im f [ e xZ yZdxdy =  lim 5^=.lim [~ f e xZ dx~\ = |~ f e xZ dx\  

J J a - > o o  a-yoo L J J L J J
limD

Mais on a vu que (5)

Par conséquent,

ou

lim \ f e xZ yZ dxdy =  si. 
J D '—>-oo J J

P'

[  j  e"*2 dxT  =  n,
— o o  

oo

e~xZ dx—~\/n.

Cette intégrale se rencontre souvent en probabilités et en statistique. 
Notons qu’il nous aurait été impossible de calculer directement cette intégrale, 
étant donné que la primitive de e~xZ no s’exprime pas au moyen des fonctions 
élémentaires.

§ 6. Changement de variables dans une intégrale double
(cas général)

Considérons un domaine D du plan Oxy limité par une courbe L. 
Supposons que les coordonnées x et y soient des fonctions des nou
velles variables u et v :

x =  <p (u, v), y =  (u , y), (1)
où les fonctions q) (w, v) et \\> (u, v) sont univoques, continues et 
possèdent des dérivées continues dans un certain domaine D' que 
nous définirons par la suite. Il correspond alors d’après les formu
les (1) à tout couple de valeurs u et v un seul couple de valeurs x 
et y . Supposons en outre les fonctions (p et iji telles que si l ’on donne 
sl x et y des valeurs définies du domaine D , il leur correspond alors 
des valeurs déterminées de u et v d’après les formules (1).

Considérons le système de coordonnées cartésiennes Ouv (fig. 318). 
Il résulte de ce qui précède qu’à tout point P {x, y) du plan Oxy
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(fig. 319) il correspond univoquement un point P ' (u, v) du plan 
Ouv de coordonnées u, v définies par les formules (1). Les nombres 
u et v sont appelés les coordonnées curvilignes de P .

Si dans le plan Oxy le point P décrit la courbe fermée L délimitant 
le domaine D, le point correspondant décrit dans le plan Ouv une 
courbe fermée V  délimitant un certain domaine D' ; il correspond 
alors à tout point de D f un point de D .

Ainsi, les formules (1) établissent une c o r r e s p o n d a n c e  
b i u n i v o q u e  e n t r e  l e s  p o i n t s  d e s  d o m a i n e s  
D et D' ou, comme on dit encore, r e p r é s e n t e n t  biunivoque- 
ment D sur D '.

Considérons dans D f une droite u =  const. En général, les for
mules (1) lui font correspondre dans le plan Oxy une ligne courbe. 
De la même façon, il correspondra à toute droite v =  const du 
plan Ouv une certaine courbe dans le plan Oxy.

Découpons le domaine Dr par des droites u =  const et v =  const 
en de petits domaines rectangulaires (nous ne prendrons pas en con
sidération les rectangles empiétant sur la frontière de Z)'). Les cour
bes correspondantes du domaine D découpent ce dernier en quadri
latères curvilignes (fig. 319).

Considérons dans le plan Ouv le rectangle À s' limité par les 
droites u =  const, u +  Au =  const, v =  const, v +  Ai; =  const 
et le quadrilatère curviligne correspondant-As dans le plan Oxy. 
Nous désignerons les aires de ces domaines partiels également par 
As' et As. On a évidemment

As' =  Au Av.

Les aires As et As' sont en général différentes.
Supposons donnée dans D une fonction continue

Z = f  (x, y).
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Il correspond à toute valeur de la fonction z =  f  (z, y) du domai
ne D la même valeur de z =  F (u , y) dans D r, où

F (u, v) =  /  [<p (a, y), ^  (w, i7)I.

Considérons les sommes intégrales de la fonction z daùs le domai
ne D . On a évidemment l ’égalité suivante:

2 3  /  (*, y) As =  2 3  ^  K  y) As. (2)

Calculons As, c.-à-d. l ’aire du quadrilatère curviligne P^PJPJP k 
dans le plan Oxy (voir fig. 319).

Déterminons les coordonnées de ses sommets:

P i ( x d  y t ) i  * i  =  <p(w, y ) ,  y ) ,

P2(*2, */2)> x2 = y(u+ A u,  y), z/2 =  i)) (w +A y, y),
jPsfob.ÿs)» «3 =  Ç(^ +  Au, y-j-Ay), z/3 =  'iJ)(̂  +  A^, y +  Ay), 
Pé(x4, ÿa), *4 =  <pK y +  Ay), y4 =  t ( w> y +  Ay).

(3)

Nous assimilerons dans le calcul de l ’aire du quadrilatère 
P\P2.P%P& les arcs P̂ P?., P 2jP3, P3P4, PJ?\ à des segments de droites 
parallèles; nous remplacerons en outre les accroissements des fonc
tions par leurs différentielles. C’est dire que nous faisons abstrac
tion des infiniment petits d’ordre plus élevé que A u et Ay. Les 
formules (3) deviennent alors:

■*i =  q>(M, y ) ,  =  y ) ,

*2 =  <p(w, w)+-|f-Aw, yz = ty(u, v) +  - ^ A u ,

*3 =  <p(«> v) +  — - Au +  +  Ay, ya = $(u, v) +  - ^ à u + ^ A v , (3')

* 4=q>(«. y) +  |f-A y, y4 =  Tj)(u, y )+ ^ -A î;.

Sous ces hypothèses, le quadrilatère curviligne P^P^P^P4  peut 
être assimilé à un parallélogramme. Son aire As est approximative
ment égale au double de l ’aire du triangle P iP 2Pz, que l ’on calcule 
en appliquant la formule correspondante de la géométrie analytique:

As «  | (x3 — ( y3 — y 3) — (x3— xz) ( y 3 — yi) | =

dcp di]) 
du du Au Av dq> d\J) 

du du Au Av
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Posons

1 d\|) d(p d\|) AuAv =

dip 
du

d<p
~dîT

1 du dv dv du
du

d\|) 
dv

Au Av *).

Par conséquent,

dq> d(p 
du dv 
dty = ^'
du dv

A s æ  | /  | As'. (4)
Le déterminant I  est appelé le déterminant fonctionnel ou jacobien 

(du nom du mathématicien allemand Jacobi) des fonctions (p (u, v) 
et ip (u , v).

L’égalité (4) n ’est qu’approximative, étant donné que dans les 
calculs de l ’aire As nous avons négligé les infiniment petits d’ordre 
supérieur. Toutefois, plus les dimensions des domaines élémentai
res As et As' sont petites, plus on s’approche de l ’égalité. L’égali
té a lieu quand on passe à la limite, les diamètres des domaines 
élémentaires As et As' tendant vers zéro :

11 1 =  lim —  .
diam As'-*Q

Appliquons maintenant l ’égalité obtenue au calcul de l’inté
grale double. On peut écrire en vertu de l ’égalité (2)

S  /  (æ, y) As æ  S  F (u , v) I /  I As'
(la somme intégrale de droite est étendue à Z)'). Passant à la limite 
lorsque diam As 0, on obtient l ’égalité rigoureuse

\ j  /  {x, y) dx dy =  f  j  F ( u ,  v) 11 1 du dv. ( 5 )

D D'

Telle est la f o r m u l e  de  t r a n s f o r m a t i o n  de s  c o o r 
d o n n é e s  d a n s  u n e  i n t é g r a l e  d o u b l e .  Elle per
met de ramener le calcul d’une intégrale double dans le domaine D 
au calcul d’une intégrale double dans le domaine D ', ce qui peut 
simplifier le problème. La première démonstration rigoureuse 
de cette formule est due à M. Ostrogradsky.

R e m a r q u e .  Le passage des coordonnées cartésiennes aux 
coordonnées polaires, examiné au paragraphe précédent, est un cas

*) Le double trait vertical signifie que Ton prend la valeur absolue du 
déterminant.
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particulier du changement de variables dans une intégrale double. 
On a dans ce cas u =  0, v =  p :

x =  p cos 0, y =  p sin 0.
L'arc de cercle AB  (p =  pd) du plan Oxy (fig. 320) est représenté 

par la droite A 'B ' dans le plan 00p (fig; 321). L’arc de cercle DC 
(p =  P2) du plan Oxy est représienté par la droite D'C' du plan 00p.

Les droites AD et BC du plan Oxy sont représentées par les droi
tes A 'D f et B'C' du plan 00p. Les courbes L ± et L z sont représentées 
par les courbes L\ et L'.

Calculons le jacobien de la transformation des coordonnées 
cartésiennes x et y en coordonnées polaires 0 et p :

dx dx
— p sin 0 cos 0d0 dp

dy dy 
d0 dp

p cos 0 sin 0 — p sin2 0 — p cos2 0 =

On a donc | / |  =  p et
P <x>2(0)j j /  (*» V) dx dy =  j ( j F (0, p) pdp) d6.

~ a  <X>i(0)

■P*

On retrouve la formule établie au paragraphe précédent. 
E x e m p l e. Soit à calculer l ’intégrale double 

j J ( y - x ) d x d y ,

où D est le domaine du plan Oxy limité par les droites

1 7 1y — x-f*l, y =  x 3, y ~ — ^ x-\ , y = — — x -j- 5.
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Le calcul direct de cette intégrale double est assez fastidieux, mais un 
changement de variables simple permet de ramener cette intégrale à T  intégra
tion dans un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées. 

Posons

u=zy — x, y = . i / + - L  (6)

Alors les droites y =  2 — 1, y =  x — 3 sont représentées respectivement par les
1 7 1droites u — 1, u = —3 du plan Ouv; les droites y—— 3’ Æ +  *3"» y = —-'-g-æ+5

7
ont pour images les droites y =  -g-, y =  5.

Le domaine D sera donc représenté par le domaine rectangulaire D' de la 
fig. 322. Reste à calculer le jacobien de la transformation. Exprimons à cet 
effet x et y en fonction de u et y. On obtient 
en résolvant le système d’équations (6)

Æ=_ _ U +  _ I; ; y = - U+— v.

Par conséquent,

J=
dx dx 3 3
du dv 4 4
dy dy 1 3
du dv 4 4

9 3
"16 16=

3
4 ’

et la valeur absolue du jacobien est 1/1 =  - - .  Donc
4

î  j  j  [ (  +  T > + T t’) - ( —T “+ TD D '
5 1

=  £ J ^  u du du =  J ^ ^ r u d u d v — —8.
7  - 3  

3

§ 7. Calcul des aires de surfaces

Soit à calculer Taire limitée par une courbe T tracée sur une 
surface (fig. 323) ; la surface est donnée par une équation z =  /  {x, y), 
où /  (x , y) est continue et possède des dérivées partielles continues.

Soit L la projection de T sur le plan Oxy. Désignons le domaine 
du plan Oxy limité par L par D.

Découpons arbitrairement D en n domaines élémentaires Ast, 
Às2, . . ., Asn. Prenons dans chaque domaine élémentaire Ast un



206 INTÉGRALES MULTIPLES [CH. XIV

point arbitraire P t (£*, rj*). Il correspond au point P t un point sur 
la surface

Mi lit, T];, f  (it, T);)].
Menons le plan tangent à la surface au point M i . Il a pour équation 

Z — Z i = f x (it, T]{) (X — l i )  +  fy  (ii, Tli) (y — T)i) (1) 

(voir § 6, chap. IX, t. I). Délimitons sur ce plan le domaine Acr*

ayant Ast pour projection, sur le plan Oxy. Considérons la somme 
de toutes les aires correspondantes A<Xj :

2  AcT/,
i=l

La limite c1 de cette somme, lorsque le plus grand des diamètres 
des Aa; tend vers zéro, sera, par définition, l'aire de la surface :

n

<t=  lim 2  Acr/. (2)
diam À(j£->0 i=  1

Calculons maintenant Taire de la surface. Désignons par y* 
Tangle entre le plan tangent et le plan Oxy. On sait de la géométrie 
analytique que (fig. 324)

A Si =  A O; cos y,-
ou

Aaf A Si 
cos yi ( 3 )

L’angle y t est aussi Tangle entre Taxe Oz et la normale au plan 
(1). On obtient compte tenu de (1) et par application de la formule 
correspondante de la géométrie analytique :

1
COS Y; =  —T  J —    .

y i + / i 2 (£i, T)i) +  fy2 (ti, Tli)
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Par conséquent,
Acr, =  V i + m h ,  rif) +  /ir*(Ê#, rj,) As,.

Substituons cette expression dans la formule (2), on obtient:

o=  üm 2  V l  + f'x (£<> t\i)+îïï (Êm Tli) As<-
diara A s - - > 0  i=  1

Comme la limite de la somme intégrale du second membre de cette 
dernière égalité est, par définition, l ’intégrale double

j  j  j / "  1 +  (-f~)2 +  on a en définitive
D

< 4 >
D

Telle est la formule permettant de calculer l ’aire de la surface z =
=  /  (*, y).

Si l ’équation de la surface est donnée sous la forme 
x =  \i (z/, z) ou bien y =  % (z, z), 

les formules correspondantes du calcul de l ’aire deviennent

° =  y  y ' 1 + ( w )  +(■£■) '***’ (3’>
■>=y  v m̂ w + w ï  d* d i ’ <s->

où D' et D" sont des domaines des plans Oz/z et Ctez sur lesquels se 
projette la surface donnée.
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E x e m p l e  1. Calculer l ’aire a de la sphère
x2 +  y2 +  z2 =  i?2. 

S o l u t i o n .  Calculons l ’aire de l ’hémisphère supérieur

(fig. 325). On a :
! =  Viî2 — *2 — J

dz
dx

dz
y R 2 - .x2^y2 ’

y

Par conséquent,
1/ m —xZ—y* '

J / 1+( |f )  + ( ir )  fi
R

u2 —a:2_ÿa
Le domaine d’intégration est déterminé par la condition

*2 +  y2 <  R2*
On a donc en vertu de la formule (4) :

R V r z - x2 
- i a =  [ ( f  —7 —J L = = = d y ) d x .
2  J  \  J_____  -[/R2 — x2 — y2 J

~R -  VR2-X*
Pour calculer cette intégrale double, passons, aux coordonnées polaires. 

L’équation de la frontière du domaine d’intégration devient p =  R. Par consé
quent,

2jt R
0 = 2  f ( [  ■ ■R  p d p \ æ =  J \ J  l / i ï2 _ p 2  I0 0

2 JT 2ît

=  2R j  [ — y m —p2]f dQ =  2 R j  Rd Q=4nW .
o o

E x e m p l e  2. Trouver V aire de la partie du cylindre
x2 +  y2 =  a2

découpée par le cylindre
x2 +  z2 =  a2.

S o l u t i o n .  On a représenté sur la fig. 326 le huitième de la surface 
en question. L’équation de la surface est

y =  V a2~
d’où

g ■ . dy ==Qm 
dx y a 2 _ _ x 2  * dz *

Le domaine d’intégration est le quart de cercle d’équation 
x2 +  z2 ^  a2, x ^  0, z ^  0.
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Par conséquent,
a Va.2 — x 2 a V a 2 - x 2

0
dx =

a
=  a dx =  a2, o =  8a2.

u

§ 8. Densité de distribution de matière et intégrale double
Supposons distribuée dans un domaine D une certaine matière, 

de sorte que chaque unité d’aire de ce domaine contient une certaine 
quantité de cette matière. Nous parlerons par la suite de la distri
bution de m a s s e ,  bien que les raisonnements qui suivent soient 
valables quand il s’agit de la distribution de charge électrique, de 
quantité de chaleur, etc.

Considérons un élément d’aire arbitraire A s du domaine D. Soit 
Am la masse de la matière distribuée sur cet élément. On appelle
alors le rapport —  densité superficielle moyenne de la matière
dans le domaine As.

Supposons maintenant que l ’aire As se resserre autour du point
P (x, y). Considérons la limite lim —  . Si elle existe, elle dépendra,

As-vO ^ s
en général, de la position du point P, c.-à-d. des coordonnées x , y . 
C’est donc une fonction /  (P) du point P. Nous appellerons cette 
limite densité superficielle de la matière au point P :

Ainsi, la densité superficielle est une fonction /  (x, y) des coor
données du point considéré dans le domaine.

Inversement, supposons donnée dans le domaine D la densité 
superficielle d’une certaine matière en tant que fonction continue 
/  (P) =  /  (,x, y) ; l ’on demande de déterminer la quantité totale 
de matière M  contenue dans D . Découpons le domaine D en aires 
partielles As-t (i =  1, 2, . . ., n) et prenons dans chaque aire un 
point Pj ; /  (P^ représente alors la densité superficielle au point P t.

Le produit /  (P7) Ast représente, à des infiniment petits d’ordre 
supérieur près, la quantité de matière contenue dans l ’aire Asîn 
et la somme

exprime approximativement la quantité totale de matière distri
buée dans le domaine D . Or, c’est une somme intégrale pour la

(i)

n
S  / (Pi) As,-



210 INTÉGRALES MULTIPLES [CH. XIV

fonction /  (P) dans D. On obtient une valeur exacte en passant 
à la limite lorsque As* 0.

Par conséquent *),

M = Alim 2  /  (Pt )  As t =  { J /  (P)  d s  =  j j  /  (x, y)  d x  d y , (2)
4 2=1 ~ ~

c.-à-d. que la quantité totale de matière dans le domaine D est 
égale à l ’intégrale double sur D de la densité /  (P) = f  (x, y) de 
cette matière.

E x e m p l e .  Déterminer la masse d’une plaque circulaire de rayon R , 
sachant que la densité superficielle f  (x, y) du matériau en chaque point P (x, y) 
est proportionnelle à la distance du point (x, y) au centre du cercle:

/(*, =  * V*2 +  Z/2*
S o l u t i o n .  On a d’après la formule (2) :

M j j k~\/x2+y2dx dy,

où le domaine d’intégration D est le cercle z2+ y 2 ^ R 2- 
Passons en coordonnées polaires, on obtient:

2jï R

M =  k J ( J PP dp J d0=A2n 3 = %rknR3.

§ 9. Moment d’inertie d’une figure plane
On appelle moment d'inertie I  d'un point matériel M  de masse 

m par rapport à un point O le produit de cette masse m par le carré 
de la distance r du point M  au point O :

I  =  / 7 i r 2 .

Le moment d'inertie d'un système de points matériels m i9 m2, . . - 
• • par rapport à O est la somme des moments d’inertie des
divers points du système:

/ =  2  mtA•
i= l

Déterminons à présent le moment d’inertie d’une figure maté
rielle plane D.

Supposons D contenue dans le plan Oxy. Déterminons le moment 
d’inertie de cette figure par rapport à l ’origine O en supposant la 
densité superficielle constante et égale à l ’unité.

*) L’expression As^-^O signifie ici que le diamètre de l ’élément d’aire 
Ast tend vers zéro.
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Découpons D en aires élémentaires AS t (i — 1, 2, ri)
(fig. 327). Prenons dans chaque élément d’aire un point Pi de coor
données Èzj îlî- Appelons moment d’inertie élémentaire AIt de 
l ’aire À Si le produit de la masse de ASi 
par le carré de la distance r\ =  \\  -f r]? :

A / ,  =  (S +  rjf) ASt

2  (8 +  f|î)AS,.
i = i

Elle définit une somme intégrale pour 
la fonction /  (x , y) =  x2 +  y2 dans 
le domaine D .

Définissons le moment d'inertie de la figure comme la limite 
de cette somme intégrale lorsque le diamètre de chaque élément AS* 
tend vers zéro :

h  =  üm 2  (ii +  Tl?) AS/.
diam  AS.-*-0 i—1

Mais la limite de cette somme est l ’intégrale double
j  j (x2 +  y2) dx dy. Par conséquent, le moment d’inertie de la
D

figure D par rapport à l ’origine des coordonnées est

A>= j j ÿ2)
D étant le domaine défini par la figure plane donnée. 

Les intégrales
Ixx=  j  j  y2 dx dy,

I yy — j  J x2 dx dy

(1)

(2)

(3)
sont appelées respectivement les moments d'inertie de la figure D 
par rapport aux axes Ox et Oy.

E x e m p l e  4. Calculer le moment d’inertie du cercle plein D de rayon R 
par rapport à son centre O.

S o l u t i o n .  On a, d’après la formule (1):

h  =  j  |  (z2 +  i/2) dx dy.
J5

Passons en coordonnées polaires 6, p. L’éqnation de ce cercle devient
p =  R.
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Donc
■ 2rt R

/o==î ( I p2pdp)0 0
R e m a r q u e .  Si la densité superficielle y n ’est pas égalé 

à l ’unité mais est une fonction de x et y, c.-à-dl y =  y (,x , y), la 
masse de Faire ASt sera égale, aux infiniment petits d’ordre supé
rieur près, à y (h, rjj) et le moment d’inertie d’une figure 
plane par rapport à l ’origine devient:

j j Y (z, y) (xi +  y2) dxdy. (!')

E x e m p l e  2. Calculer le moment d*inertie de la figure matérielle 
plane D limitée par les courbes y2 == 1 — x ;  x  =  0, y =  0 par rapport à l’axé 
O y y sachant que la densité superficielle en chaqué point est égale à y (fig. 328).

S o 1 u t i o n.
V i -a

l u y =  j (  j  „af idy)4x=
0 0 ~

Y i - x
dx =

> 2 (1 —«) dx=24 •

E l l i p s e  d’i n e r t i e .  Déterminons le moment d’inertie 
d’une figure plane D par rapport à un certain axe OL passant par

un point O que nous prendrons pour origine des coordonnées. Soit qp 
l’angle formé par la droite OL avec la direction positive de l ’axé 
Ox (fig. 329).
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L’équation normale de la droite OL est 
x sin (p — y cos qp =  0.

La distance r d’un point quelconque M  (x , y) à cette droite est 
égale à

r =  | rc sin qp — ^ cos <p |.

Le moment d’inertie I  de la figure plane D par rapport à la droite 
OL est par définition

/  =  f |  r2dxdy = f f (xsiiKp — y cos y)2 dx dy =
D D

=  sin2 cp J j  x2 dxdy — 2 sin (p cos cp j  j  xy dx dy +  cos2 cp j  j  y2dxdy.
D D D

Par conséquent,
I  =  I yy sin2 qp —* 21xy sin (p cos (p +  ï xx cos2 (p, (4)

où Iiyy= \ j  x 'dxdy  est le moment d’inertie de la figure par rap-
D

port à l ’axe y et I xx = j  j  y2dxdy le momerit d ’inertie par rapport
D

à Taxe x;  nous avons posé en outre I xy= [ j  xydxdy. Divisons
D

tmiC 1 oc tû fm û e  rlo 1 ’orvolito (A\ J  • qjj

x(W)+,-(W)s- <5)
• Prenons sur l ’axe OL un point A (X, Y) 

tel que
OA=  1

V 7
Fig. 330Il correspond à diverses directions OL, 

c.-à-d. à divers angles <p, diverses valeurs I
et donc divers points A. Cherchons le lieu géométrique des points 
A. On a évidemment

X =  ~rC0s<p, Y  = ~yj~ sin <P-
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En vertu de F égalité (5), les quantités X  et Y  sont reliées entre 
elles par la relation

1 =  I xxX 2 -  2I xyX Y  +  IyyY2. (6)
Le lieu géométrique des points A (X, Y) est donc la courbe du second 
degré (6). Montrons que c’est une ellipse.

On a l ’inégalité suivante dite de Bouniakovsky *) (mathéma
ticien russe) :

( j  j  xyd xd yY  C  ( j  f x2dxdy) ( j  ( y2dxdy )JjJ
OU

I x x ^ y y  1 % y  ^  0 .

Ainsi, le discriminant de la courbe (6) est positif, ce qui montre 
que c’est une ellipse (fig. 330). On l ’appelle ellipse d'inertie. La 
notion d’ellipse d’inertie est fondamentale en mécanique.

*) Pour démontrer l ’inégalité de Bouniakovsky, considérons l ’inégalit 
évidente :

j  j  [/ (*» y) — k<p (X, y)]2 dx dy  >  0,
D

où X est une constante. L’égalité n’est possible que lorsque /  (z, y) — Àq> (x, y) s
f {x y)

=  0, c.-à-d. si /  (x, y) =  X(p (x, y). Si l ’on suppose que £ (x y) ^  const ==

on aura toujours une inégalité. On obtient donc en développant les parenthèses 
sous le signe d’intégration:

^  /2 (x, y) dx dy — 2X j  j  /  (x, y) tp (,x, y) dx dy-\-X* j  J (p2 (s, y) dx dy >  0.

Considérons l ’expression du premier membre comme une fonction de X. 
C’est un polynôme du second degré ne s’annulant pas; ses racines sont donc 
complexes, ce qui implique que le discriminant formé avec les coefficients du 
polynôine du second degré est négatif, c.-à-d. que

( î î  f^ & y-jjf^ xd y  jj
D D D

(p2 dx dy <[ 0

ou

( î î  /<p^^)2< J Î / 2^  î î
D D D

(p2 dx dy

C’est Vinêgalitê de Bouniakovsky.
xDans notre, cas, /  {x, y) =  x , (p (x, y) =  y, — ^  const.

La remarquable inégalité de Bouniakovsky intervient constamment en 
mathématiques. Dans maints ouvrages elle est appelée inégalité de Schwarz. 
Bouniakovsky l ’a publiée (ainsi que d’autres inégalités importantes) en 1859 
et Schwarz en 1875.
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Notons que les longueurs des axes de l ’ellipse d’inertie et sa 
disposition dans le plan dépendent de la forme de la figure plane 
donnée. Comme la distance de l ’origine des coordonnées à un point
arbitraire A  de l ’ellipse est égale à V T

ou /  est le moment d’inertie
de la figure relativement à l ’axe OA, ayant construit l ’ellipse, on 
calcule facilement le moment d ’inertie de la figure D par rapport 
à une droite quelconque passant par l ’origine des coordonnées. 
En particulier, il est facile de voir que le moment d’inertie de la 
figure est minimum par rapport au grand axe de l ’ellipse et maxi
mum par rapport à son petit axe.

§ 10. Coordonnées du centre de gravité d’une figure plane

Nous avons indiqué au § 8 du chapitre XII (t. I) que les coor
données du centre de gravité d’un système de points matériels 
Pu P 27 * • •, Pn de masses mu rn2, . . ., mn étaient données par 
les formules

_  m _  2
( i )

Déterminons à présent les coordonnées du centre de gravité d’une 
figure plane D . Découpons cette figure en aires élémentaires très 
petites ASi. Si l ’on suppose que la densité superficielle est égale 
à l ’unité, la masse de l ’élément partiel sera égale à son aire. Si l ’on 
suppose en outre, en première approximation, que toute la masse 
de l ’aire élémentaire AS t est concentrée en l ’un quelconque de ses 
points P t (££, î]£), on pourra assimiler la figure Z) à un s y s t è 
me  d e  p o i n t s  m a t é r i e l s .  En vertu des formules (1), 
les coordonnées du centre de gravité de la figure seront alors déter
minées a p p r o x i m a t i y e m e n t  par les égalités :

i=n
2  TUAS*

i = l _______
i=n
2i—1

2  SiASf
i—i_____  .
i=n 1

2  m *
2=1

A la limite, lorsque AS t ->■ 0, les sommes intégrales des numé
rateurs et des dénominateurs définissent des intégrales doubles et 
nous obtenons des formules exactes pour le calcul des coordonnées 
du centre de gravité d’une figure plane :

JJ xdxdy
D_____  .
JJ dxdy ’

JJ y dxdy
_D_________
JJ dxdy 
D

(2)
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Ces formules, qui ont été établies pour une figure plane de densité 
superficielle égale à 1, subsistent pour une figure dont la densité 
serait une constante y .

Si la densité superficielle est variable :
y =  y (*> y ) .

les formules correspondantes prennent alors la forme
J J v (*» y)x dx diJ JJ y y dx dy

S j ï  (*1 y) dx dy
D

Les expressions

Z /c =
JJ Y(x \y )dxdy

Ms _ j j  y (x, y) xdxdy

et
Mx =  j  j  Y (X1 y)  y  dx dy

D
sont appelées moments statiques de la figure plane D par rapport 
aux axes Oy et Ox.

L’intégrale j  J y (x, y) dx dy exprime la m a s s  e cle la figure 
considérée.

E x e m p l e .  Déterminer les coordonnées du centre de gravité du quart 
d’ellipse (fig. 331)

en supposant la densité superficielle partout égale à 1. 
S o l u t i o n .  D’après les formules (2) :
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î/c

(a2 _ Æ2)3/2

—r  Jtab 4

4 a 
3jt

o  T  / o a - * a

î (  1 H * *
1-7- Jtao 4

46 
3jt *

§ 11. Intégrales triples
Considérons un domaine V de l ’espace limité par une surface S . 

Soit une fonction /  (x , y, z), où a;, y, z sont les coordonnées rectan
gulaires d’un point de l ’espace, définie et continue dans V et sur 
sa frontière. Pour fixer les idées, lorsque /  (z, z/, z) ^  0, on pourra 
supposer que cette fonction représente la densité de distribution 
d’une certaine matière dans V .

Découpons le domaine V arbitrairement en domaines partiels 
Az;*, où Az;* représentera également le volume du petit domaine 
correspondant. Prenons un point arbitraire P t dans chaque et 
désignons par /  (P*) la valeur de la fonction f  en ce point. Formons 
la somme intégrale

S  /  (Pi) (1)
et augmentons le nombre de domaines partiels Avt de sorte que leurs 
diamètres tendent vers zéro *). Si la fonction /  (,x , y , z) est continue, 
la limite des sommes intégrales (1) existe (on donne ici à la limite 
le même sens que pour les intégrales doubles **)). Cette limite, qui 
ne dépend ni du mode de découpage du domaine V ni du choix des
points jPj, est désignée par le symbole j  j  j  /  (P) dv et on l ’appelle 

intégrale triple. On a donc, par définition,

lim 2  /  (Pt) =
diam Av-->0

OU

1 1 1 ^ ^ d v =  1 j 1 / (®>y ' z) dxdy dz- (2)
*) On appelle diamètre du domaine la plus grande distance entre les 

points de sa frontière.
**) Nous ne démontrerons pas ce théorème d’existence de la limite des 

sommes intégrales (théorème d’existence des intégrales triples), qui a lieu pour 
toute fonction continue dans un domaine fermé V (y compris la frontière).
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Si l ’on considère que /  (x , y, z) est la densité spatiale de la 
distribution d’une matière dans un domaine V, l ’intégrale (2) donne 
la masse de toute la matière se trouvant dans V.

§ 12. Calcul des intégrales triples
Supposons qu’un domaine spatial (tridimensionnel) V limité 

par une surface fermée S  jouisse des propriétés suivantes:
1) toute parallèle à l ’axe Oz passant par un point intérieur (c.-à-d. 

non tangente à la frontière S) de V coupe la surface S  en deux points ;

2) le domaine tout entier V a pour projection sur le plan Oxy 
un domaine régulier D (à deux dimensions) ;

3) toute partie de V obtenue en découpant V par un plan parallè
le à un plan de coordonnées quelconque (Oxy, Oxz, Oyz) jouit égale
ment des propriétés 1) et 2).

Un domaine V à trois dimensions jouissant des propriétés indi
quées sera dit régulier.

Tels sont, par exemple, l ’ellipsoïde, le parallélépipède droit, 
le tétraèdre, etc. On donne un exemple de domaine irrégulier à 
trois dimensions sur la figure 332. Dans ce paragraphe, nous ne con
sidérerons que des domaines réguliers.

Supposons que la surface délimitant le domaine V ait pour équa
tion dans sa partie inférieure z = % (x, y) et dans sa partie supé
rieure z =  (x, y) (fig. 333).

Donnons un procédé de calcul d’une intégrale t r i p l e  / y dans 
un domaine V pour une fonction de trois variables f  (x, y, z) définie 
et continue dans V. Supposons que la projection D de V sur le plan 
Oxy soit limitée par les courbes

y =  q>i (x), y =  <p2 (x), x =  a, x =  b.
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On a alors
b <p2(a:) iK*, v)

/ v = j {  j  [  j  /  (x, y, z) dzj dÿ j dx. (1)
a  <Pl(*) X(*, V)

Observons qu’après intégration par rapport à z et substitution 
des bornes dans les accolades de (1) on obtient une fonction de x et y . 
Il reste alors une intégrale double sur 
D que Ton sait intégrer.

Donnons un exemple de calcul d’une in
tégrale triple.

E x e m p l e  1. Calculer l ’intégrale triple 
de la fonction /  (x , y , z) =  xyz dans le volume 
V limité par les plans
« =  0, y =  0 , z =  0, x +  y +  z =  1.

S o l u t i o n .  Ce domaine est régulier, 
il est limité supérieurement et inférieurement 
par les plans z =  0 et z =  1 — x — y, et sa 
projection sur le plan Oxy est un domaine 
régulier D qui est le triangle limité par les 
droites x =  0, y — 0, 7/ =  1 — x (fig. 334). Par conséquent:

1 - K - ] /

M K  5 xyz dz J dG.
D  0

Introduisons les bornes d’intégration dans l ’intégrale double sur le domaine D :
1 l - a :  i - x - y

/ y =  J  ̂  ̂ xyz dzj dy j- dx =
0

i-ac

- H î
z = l - x - y

xyz* dy
2 = 0

j- dx =

1 l ~ x  1 ^
=  -y j |  j x y { i — x — ÿ )2 d ÿ |  d x — j  - ^ ( l  — x^ dx =  T % '

Considérons à présent quelques propriétés des intégrales triples.
P r o p r i é t é  1. Si Von coupe le domaine V en deux domaines 

Vi et Vz par un plan parallèle à un plan de coordonnées quelconque, 
Vintégrale triple dans V est la somme des intégrales triples dans Y^ et V2• 

La démonstration de cette propriété est analogue en tous points 
à celle de la propriété correspondante des intégrales doubles. Il 
n ’y a donc pas lieu de la reprendre.
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C o r o l l a i r e .  Quel que soit le découpage du domaine V en 
un nombre fini de domaines . . ., Vn par des plans parallèles aux 
plans de coordonnées, on a

I v  =  I y i +  I y 2 +  . . .  . +  I v n •

P r o p r i é t é  2 ( T h é o r è m e  s u r  V  é v a l u a t i o n  
d’ u n e  i n t é g r a l e  t r i . p l  e). m et M  étant la plus petite et 
la plus grande valeur de f  (<x, y , z) dans V , on a l'inégalité

m V ^ I v ^  MV,
où V est le volume du domaine donné et I v Vintégrale triple de f  (x, y, z) 
dans F.

D é m o n s t r a t i o n. Evaluons <Tabord l ’intégrale interne
M*, v)

dans l ’intégrale triple /y  =  j J £ j  f  (x, y, z) dzjdof:

W*. y)

jX(x, y )  •

D %(x,v) 
Mx, y)

j  /(#>ÿïZ)dz<^ j  Mdz = M  j  dz —
%(xt V) x(x, y)

y)
=  Mz j =M[ty(x, y) — x (x, y)].

X(*, V)
L’intégrale interne n ’est donc pas supérieure à l ’expression 

M  h|) (x, y) — % (x, y)]. Par conséquent, en vertu dit théorème du 
§ 1 sur les intégrales doubles, on obtient (en désignant par D la 
projection de F sur le plan Oxy) :

W*, y)
=  j  j  [  j  1(x ,y ,z )  dz]  d a <  j  j  JW [i|> (x , y) —

X(*. V)
■ 1 (*> ÿ)] do =  M  j  j  [i|> (a;, y) — % (x , y)] da.

Mais cette dernière intégrale double est égale au volume du domaine 
compris entre les surfaces z = % (x, y) et z =  (a;, z/), c.-à-d. au
volume du domaine F. On a donc

Iy  <  MV.
On démontre d’une manière analogue que I v ^ m V .  La propriété 
2 ëst ainsi démontrée.

P r o p r i é t é  3 ( T h é o r è m e  d e  l a  m o y e n n e ) .  
L'intégrale triple I v d'une fonction continue f  (x, ÿ 7 z) dans un 
domaine V est égale au produit de son volume V par la valeur de la
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fonction en un certain point P du domaine:
b <P2(x) M*. y)

7ir==j { l  [  1 f (æ ,y ,z )d z ]d y }d x = : f(P )V .  (2)
a  <Pi(x) % ( x , y )

La démonstration de cette propriété est analogue à celle de la pro
priété correspondante des intégrales doubles (voir § 2, propriété 3, 
formule (4)).. Nous pouvons maintenant démontrer le théorème sur 
le calcul des intégrales triples.

T h é o r è m e .  L'intégrale triple d'une fonction f  (,x , y, z) dans 
un domaine régulier V a pour expression

b <p2(ac) M x ,  V){  J [  J f{ x ,y ,z )d z
y  a <Pi(ac) X(ac, y)

D é m o n s t r a t i o n .  Découpons le domaine F par des plans 
parallèles aux plans de coordonnées en n domaines réguliers :

Aüj, Av2, . . Avn.
Désignons, comme plus haut, par I v l ’intégrale triple de /  (x, y , z) 
dans F et par I^v. l ’intégrale triple de cette fonction dans l ’élément 
de volume Avt. On peut écrire en vertu de la propriété 1 (de son 
corollaire) :

I v  =  I t o t +  I& v2 +  . . . +  ItAvn* (3 )

Transformons chaque terme du second membre d’après la formule (2) :
l y  — f  (Pi) Av* +  f  (P2) Ay2 +  • • • + /  (Pn) Avn, (4)

où Pi est un point de Avt.
On a dans le second membre de cette égalité une somme intégrale. 

f  (x, y , z) est, par hypothèse, une fonction continue dans le domaine 
F et la limite de cette somme, lorsque le plus grand diamètre des Avt 
tend vers zéro, existe et définit l ’intégrale triple de /  (,x , y, z) dans 
F. On obtient donc en passant à la limite dans l ’égalité (4) lorsque 
diam Aut 0 :

i v =  J j j y> z) dv-
J v J

soit encore

y,z)
b cp2(x) M * . y)

^ = j {  j  [  j  /  (x, y, z) dzj
a <Pi(*) X(x, y)

dx .

Le théorème est démontré.
 ̂ Ici z =  % (x, y) et z ^ \ p  (x , y) sont les équations des surfaces 

délimitant le domaine régulier F  inférieurement et supérieurement.
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Les courbes y =  (pA (x)\ y =  qp2 {x), x =  a, x =  b délimitent le 
domaine D, projection de V sur le plan Oxy.

R e m a r q u e .  Ainsi que pour les intégrales doubles, on peut 
former des intégrales triples avec des ordres différents d’intégration 
par rapport aux variables et avec d’autres bornes, si toutefois la 
forme du domaine V le permet.

C a l c u l  d u  v o l u m e  d’ u n  c o r p s  a u  m o y e n  
d’ u n e  i n t é g r a l e  t r i p l e .  Si la fonction à intégrer est 
/  (x, ÿ, z) = 1 ,  l ’intégrale triple dans le domaie V exprime le 
v o l u m e  F d e  c e  d o m a i n e :

F =  j  J j  dxdydz. (5)
J v J

E x e m p l e  2. Calculer le volume de l ’ellipsoïde

• z2 i 
a2 b2 “r  c2 *

S o l u t i o n .  L’ellipsoïde (fig. 335) est limité inférieurement par la sur- 

1 —  1 2 " supérieurement par la surface 2  =

/" 2̂ y2
==c y  1— — p-  • La projection de cet ellipsoïde sur le plan Oxy 

. x2 y2(domaine D) est l ’ellipse =  ^n a donc en ramenant au calcul

d’une intégrale triple :

dx =
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Ur

- 2 tî
___________'

J / dx.

Lorsqu’on calcule l ’intégrale interne, on considère x constant. Faisons le 
changement de variables :

/ j2 /~ qfi*
1— ^-s i n£,  dy =  b y  1— ^ -co s  tdt .

/ £% /* jj2 jj
1----- 5- à b 1 /  1 —— donc t varie d e ---- r

a-1 V a-1 2»
stà • Portant ces nouvelles bornes dans l ’intégrale, on obtient :

TC

a  2

*■=* J [  j  bY
Tl

2

=  2 cb J |^ 1 ----J cos2 / J <Lr =
— a

a

J (a2 — x2) icbst
a2

Ainsi,

} dx :

y  =  “g- nabc.

4nabc

Si a =  & =  c, on retrouve le volume de la sphère:

F = -g - sia2.

§ 13. Changement de variables dans une intégrale triple

1. I n t é g r a l e  t r i p l e  e n  c o o r d o n n é e s  c y l i n 
d r i q u e s .  On appelle coordonnées cylindriques les trois nombres 
0, p, z définissant la position d’un point P dans l’espace, 0 et p 
étant les coordonnées polaires de la projection du point P sur le 
plan Oxy et z la cote de P, c.-à-d. sa distance au plan Oxy prise 
avec le signe plus si le point se trouve au-dessus du plan Oxy et 
avec le signe moins dans le cas contraire (fig. 336).

On découpe le domaine spatial donné F en volumes élémentaires 
par les surfaces de coordonnées 0 =  0i7 p =  z =  zh (demi-plans
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contenant l ’axe Oz, cylindres circulaires d’axe Oz, plans perpendi
culaires à Oz). Ün volume élémentaire est alors un « prisme » cur
viligne (représenté sur la figure 337). L’aire de la base de ce prisme 
est égale, à des infiniment petits d’ordre supérieur près, à p A0 Ap, 
sa hauteur est Az (nous omettons les indices i , /, k pour abréger 
l’écriture). On a donc Az; =  p A0 Ap A z. L’intégrale triple de la 
fonction F (Q, p, z) dans le domaine V s’écrit donc

M H  F (0, p, z) p d0 dp dz. (1)
J v J

Les bornes d’intégration sont déterminées par la forme du domai
ne V.

Si l’intégrale triple de f  (x, y , z) est donnée en coordonnées rectan
gulaires, il est facile de donner son expression en coordonnées cylin
driques. En effet, prenant en considération que

x =  p cos 0 ; y =  p sin 0 ; z = zy
on obtient:

j  j j  /  (x , y , z) dxdy d z ~ [ [ [  F (0, p, z) pd0 dpdzy 
v J J v

où
/  (p cos 0, p sin 0, z) =  F (0, p, z).

E x e m p l e .  Déterminer la masse M d’un hémisphère de rayon R et 
de centre à l ’origine des coordonnées, sachant que sa densité Æ. est proportion
nelle en chaque point (a;, y, z) à la distance de ce point à là base : F =  Jcz.

S o 1 u t i b n .1 L’équation de l ’hémisphère supérieur
2 =  Vi?2 — —

s’écrit en coordonnées cylindriques
. z =  l/i?2-_p2.
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Par conséquent,
2jï R  V R 2-P  2

kzp dQ dp dz — î ü (  i  kz dz j p dp J d0 =

2jt R V R2 —p2 2jt R

-H J *  I H0 ü 0
2ir

k r r r * æ4 1 ,n k r * 0 /cjï/?4
=TT J L“ 2------4 - J ^ T — 2n= — •

ü

2. I n t é g r a  l e  t r i p l e  e n  c o o r d o n n é e s  s p h é 
r i q u e s .  En coordonnées sphériques, la position d’un point P 
dans l’espace est définie par trois nombres 0, r, qp, où r est la dis-

j [ j =

tance du point à l ’origine des coordonnées, dite encore le rayon vec
teur du point, (p l’angle entre le rayon vecteur et l ’axe Oz et 0 l ’angle 
entre la projection du rayon vecteur sur le plan Oxy et l ’axe Ox 
calculé dans le sens trigonométrique (dans le sens contraire des aiguil
les d’une montre) (fig. 338). On a pour tout point de l’espace:

0 ^ r < [ o o ,  0 ^  0 <  2n.
Découpons le domaine donné V en éléments Av par les surfaces 

de coordonnées r =  const (sphère), (p =  const (cônes de sommets 
à l’origine), 0 =  const (demi-plans passant par l ’axe Oz). A des 
infiniment petits d’ordre supérieur près, on peut considérer que 
le domaine élémentaire Av est un parallélépipède d’arêtes Ar, r A<p, 
r sin (p À0. Le volume élémentaire s’exprime alors (voir fig. 339) :

Au =  r2 sin (p Ar A0 A(p.
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L’intégrale triple de la fonction F (0, r, cp) dans le domaine V s’écrit

/  =  j  j  F (0, r, (p) r2 sin <pdr dO d<p. (1 ')
J v

Les bornes d’intégration sont déterminées par la forme du domai
ne V. On déduit facilement de la fig. 338 les expressions des coor
données cartésiennes en fonction des coordonnées sphériques:

x = ?' sin <p cos 0 ,
y — r sin q) sin 0 ,
z ~  r cos (p.

La formule permettant de passer d’une intégrale en coordonnées 
cartésiennes à une intégrale en coordonnées sphériques est donc

M
j  j j  f{z , y , z) dx dy dz =  

v
/ (r sin (p cos 0 , r sin (p sin 0 , r cos <p) r2 sin dr dQ d<p.

3. C h a n g e m e n t  d e  v a r i a b l e s  g é n é r a l  d a n s  
u n e  i n t é g r a l e  t r i p l e .  Le passage des coordonnées car
tésiennes en coordonnées cylindriques ou sphériques dans une inté
grale triple est un cas particulier de la transformation générale 
des coordonnées dans l ’espace.

Supposons que les fonctions
x =  q> (u, t , w), 
y =*P(u, t , w), 
z = %(u, t , w)

représentent biunivoquement le domaine V en coordonnées carté
siennes x , y , z dans un domaine V' en coordonnées curvilignes 
u, t, w. Supposons que l ’élément de volume Av du domaine V soit 
représenté par l ’élément Av' du domaine correspondant F ' et soit

Alors
lim -£^-= | J |.

A*'-0 Av 1 1

f ( x , y, z)dxdydz —

=  j j j  /[<p(M, w), t, w), %(w, t, w)] \I\dudtdw.
v'

De même que pour les intégrales doubles, ici encore I  est appelé 
le jacobien de la transformation; de même que pour les intégrales
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doubles, on montre que le jacobien est représenté par le déterminant 
du troisième ordre :

dx dx dx 
du dt dw

T = dy dy dy 
du dt dw
dz dz dz 
du dt dw

Ainsi, dans le cas des coordonnées cylindriques :
;c =  pcos0 , y =  p s in 0 , z = z (p =  u, 0 =  2, z = w) ; 

cos 0 — p sin 0 0 

I =  sin0 pcos0 0 — p.
0 0 1

En coordonnées sphériques : 
x=rsin<pcos0 , i/=rsin<psin0 , z = rcos<p(r — u, (p =  £, 0 =  w) ; 

sin <p cos 0 r cos cp cos 0 — r sin q> sin 0
I  =  sin q> sin 0 r cos (p sin 0 r sin (p cos 0

cos <p — r sin (p 0
=  r2 sin (p.

§ 14- Moment d’inertie et coordonnées du centre de gravité
d’un corps

1. M o m e n t  d’ i n e r t i e  d’ u n  c o r p s .  Les moments 
d’inertie d’un p o i n t  matériel M  (,x, y, z) de masse m par rapport 
aux axes de coordonnées Ox, Oy, Oz (fig. 340) s’expriment respec
tivement par les formules

Ixx =  (y2 +  z2) m,
Iyy =  (X2 +  z2) m, I zz =  (x2 +  y2) m.

Les moments d’inertie d’un c o r p s  s’expriment par les inté
grales correspondantes. Ainsi, le moment d’inertie d’un corps par
rapport à l ’axe Oz s’exprime par l ’intégrale I zz =  j   ̂ J (x2 +  y2) X

J v
X y (x , y , z) dx dy dz, où y (,x , y, 2) est la densité de la matière.

E x e m p l e  1. Calculer le moment d’inertie d’un cylindre circulaire 
droit de hauteur et de rayon R par rapport à un diamètre de sa section moyen
ne, la densité y0 étant constante.

S o l u t i o n .  Choisissons un système de coordonnées comme suit : con
fondons l ’axe Oz avec l ’axe du cylindre et prenons l’origine au centre de symétrie 
(fig. 341).
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Le problème revient alors à chercher le moment d’inertie du cylindre par 
rapport à l ’axe Ox:

: — (y2- f  z2) Vo dx dÿ dz.

Passons en coordonnées cylindriques: 
2n R h

Ixx
Ô '0  ~ rh 
2 JT R

=  Yo [ {  j  [  Ç (za+ p a sin2 0) <2z J p dp i <20 =  
0 1 0 -A

2jt R

=  Yo j  |  j  —[- 2Ap2 sin2 0 J p <2p j- <20 =
0 o

2n
f  f  2h3 i?2 . . „ -  Y= y° )  { - 3- — +  - r - s m a0|<20 =

r 2A3i?2 .  , 2 hR* -1 'r 2 , ,  , 722 T
=  Y o  [  — g —  2 j t  +  4  «  J =  Yo^kR2 / i 2 + J .

J

Fig. 340 Fig. 341

2 . C o o r d  o n  n é e s  d u  c e n t r e  d e  g r a v i t  é d’ u n  
c o r p  s. On a les formules analogues à celles du centre de gravité 
de figures planer données au § 8 , chap. XII, t. I ;

1 1 1 (x> y» z) dy dz
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î I 1 yy (*» y»z) ^  &ydz
v___________  .

î î  î  y  fa»  y » * 0 ^
y

J J J zy (x, y , z) dx dy dz
V

m  y (x, y ,z )  dxdy dz *
V

où y  (x , y , z) est la densité.

E x e m p l e  2. Déterminer les coordonnées du centre de gravité de la 
moitié supérieure d’une sphère de rayon R et de centre à l ’origine. On consi
dère que la densité y0 est constante.

S o l u t i o n .  L’hémisphère est limité par les surfaces
Z = y i?2 _ l2 _ ÿ2) z —0.

La cote du centre de gravité est donnée par la formule

S î î z °̂ dx dy dz
ze= — ï._____ _____  .

î l l  Vo dx dy dz 
V

Passons en coordonnées sphériques, on ar:
H

2jc 2 R 
7o l  { l  [ l r cos <pr2 sin <p dr] dtp] d0 

o o o
i l

2rt 2 R

y° I f î [ î r2 s*n v dT\0 0 0

2it 1
4 2

A  ̂ 3
• i?.

On a, évidemment, en vertu de la symétrie de l ’hémisphère, xc =  yc= 0.

§ 15. Intégrales dépendant d'un paramètre

Considérons l ’intégrale suivante dépendant du paramètre a  :
b

I  (a) =  j  /  (#, a) d x .
a

(Nous avons considéré de telles intégrales au § 10, chap. X I, t. I.) 
indiquons sans démonstration que si la fonction /  (x,  a )  est con-
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tinue par rapport à x sur le segment [a, b] et par rapport à a  sur 
le segment [a4, a 2], la fonction

b

/  (a) =  j  /  (x , a) dx
a

est continue sur le segment [a l7 a 2]. On pourra donc intégrer la 
fonction I  (a) par rapport à a  sur le segment [a l7 a 2] :

a z  t t 2  b

j  I  (a) da =   ̂ j  /  (x, a) dx j da,
ai ai a

L’expression du second membre est l ’intégrale double de /  (x, a) 
sur le rectangle correspondant du plan Oxa. On peut intervertir 
l ’ordre d’intégration:

a 2  b  b  a 2î ( î  / (x , oc) dx J da =  s a  / (x, a) da j dx,
a i  a a  a i

ce qui montre qu’il suffit d’intégrer, par rapport au paramètre a  
sous le signe somme. Cette formule sert aussi au calcul de certaines 
intégrales définies.

E x e m p l e .  Calculer l ’intégrale
oo
(• e - a x  —  e - b x

dx (a >  0 ,  b >  0 ) .

On ne sait pas calculer cette intégrale au moyen des fonctions élémentaires. 
Mais partons de l ’intégrale suivante, facile à calculer :

oo

j  e~a x dx=-jj-  ( a  >  0 ) .

On obtient en intégrant cette égalité de a — a à a =  b :
b oo b

j (J *-««&)**=
a  0

Changeons l ’ordre d’intégration dans le premier membre, on a:
oo b

1  5 *** da, J  dx — h o g ;
0 a

on obtient en calculant l ’intégrale entre crochets :
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E x e r c ic e s

C a lc u ler  le s  in té g r a le s  *) : 

i 2
1 .  Ç j  (xZ +  y*)dxdy.

0 i
4 2

dy dx
(*+y)2

3 1

2 x  VU 

, t  î  xy dx dy. 
1 x  

2jt a

4. J J r dr  d0.
0 a sin 0 
a a:

c f  f  x d y d x
J J *2 +  ̂ 2 ‘
0

a
a 2y6. J J a:*/ dx
0 y - a

Ü 6 2
7. J J p d 0 d p .

R é p . - | - .

T 25  
R ep . L o g - ^ -

D , 15  
R e p . .

R ép . -g-Jia2.

~ , ïta  . 1Rep. —7------ a arc tg —
4  a

R ép .
l i a 4

“ 2 4 " *

Rép* 16
1  0
2

D é fin ir  le s  b o rn es d ’in té g r a t io n  p ou r l ’in t é g r a le  J J /  (xi y) dx dy , le  d o 

m a in e  d ’in té g r a t io n  é ta n t  d é l im it é  p ar le s  co u rb es :

3 5

8 . x  =  2 , x  =  3 , y =  —  1 , ÿ  =  5 . R ép . f f / ( x ,  y) dy dx.
2 - i

iV L*) C om m e n o u s  l ’a v o n s  in d iq u é  p lu s  h a u t ,  l ’ordre a * in té g r a t io n  dan

M K
 ̂ j  /  (x, y) dx dy e s t  c e lu i  d e s  d if fé r e n t ie l le s ,  c .-à -d . qu e  

N L N LJ J f (x, y) dx dy  =  J ^  /  (x, y) d x )  dy.
M K M K
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1 i-x2
9. y — 0, 7/ =  1 — x2.

1 0 .  x2-\-y2 =  a2.

Rép. j  |  /  (x, y) dy dx.
-1 0
a V a 2 - j c 2

Rép. J j  /(x , y )dydx
~a _ |/a2-x2 

2

15

16,

2
1  1 + * 2

'  Rép. 1 1 /  ( x ,  y) dy dx.y ~  l +  x* ’ , j~ x •

V =  0 ,  y =  a, y =  x, y =  x —

- 1  X2

a y-\-2a
2a.  Rép. \  \  /  (x, y) dx dy.

0  y

I n t e r v e r t i r  l ’ o r d r e  d ’ i n t é g r a t i o n  d a n s  l e s  i n t é g r a l e s  s u i v a n t e s

2  4 4 2

\ l  f (x,  y) dy dx. Rép. j j  /(x , y) dx dy .

1  3 3  1

1  Yx l  f vj j /  (x, y) dy dx. Rép. J j  /  (x, ÿ )  dx dy .

0 0  & 2

a y  2ay-y* a  a

\  j  / ( * .  y) dx dy. Rép. j  j  /(x , y) dy dx.
U 0 0  a -  V a 2 - o c 2

1  Ÿ1-X2
l  \  / ( x, y) dy dx. Rép. \  l  / ( * ,  y )dxdy .

- 1  ü
J  J
0 -  Y  1 - 2 / 2

1  i - v 0  V t - K *

l  l  f (x,  y) dx dy. Rép. f  f  /(x , y)dydx +
J  J  
0  -  V  l - y 2 - 1  0

1  i - x

+  j j /  ( * ,  y)
o ü

Calculer les intégrales suivantes en passant en coordonnées polaires î

a Va2~x2
n 
2 a

18. J j y a2 _ *2—yi  dydx.  Rép. j j a*—p2  p dpdQ = a * .
0 0
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n
2  a

jta4
1 TRép.  ̂ p3dpd0 =  - 

0 0 
n
2  oo

Rép. j  J e” p2p dpd0 =  .

a Yaï—yZ
19. J J (x2-f- y2) dxdy.

0 0

oo ooM J  g-(a:2-|-y2) ^
0 0

2 a V 2 ax-x2

21. |  j di/ dx.
0 0 0 0 
Transformer les intégrales doubles suivantes en introduisant les nouvelles 

variables u et v liées à x et y par les formules x =  u — uv, y =  uv:
3 *

o o
TC
2  2 a  cos 6

Rép. j  j  p dp d0 -
Jta2

e  p* 1+P i - v

22. J J f  (xt y) dy dx. Rép. ^ j  f ( u —uv, uv)ududv.
0 a x

c b

a  0 
1-fa 

b c 
5+c i - v

23. J  ̂ /  (a;, y) dydx. Rép f f f  (u— uv, uv) u du dv-\- 
0 0 o o

_b 
b  v

f  (u—uv, uv) udu dv.
b 0 

b + c

M J

A p p l i c a t i o n  d e  l ’i n t é g r a l e  d o u b l e  
a u  c a l c u l  d e s  a i r e s

24. Calculer l ’aire de la figure délimitée par la parabole y2 — 2x et la droite 
y =  x. Rép.

25. Calculer l ’aire de la figure délimitée par les courbes y2 =  4ax, x +  y =  
=  3a, y =  0. Rép. a2.

26. Calculer l ’aire de la figure délimitée par les courbes x^ ^ - \ =  
x +  y ^ a .  Rép. —  .

27. Calculer l ’aire de la figure délimitée par les courbes y =  sin x, y =  cos xt 
x — 0. Rép. ~\/2 — 1.

28. Calculer l’aire de la boucle de la courbe p =  a sin 20. Rép. 5^?.o
29. Calculer l’aire délimitée par la lemniscate pa =  a2 cos 2qp. Rép. a2.
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30. Calculer l ’aire de la boucle de la courbe =  •

I n d i c a t i o n .  Passer aux nouvelles coordonnées x = ça cos 0 et y =(j2j2
=  p&sin0. Rép. .

31.
32
33.

C a l c u l  d e s  v o l u m e s

Calculer les volumes des corps délimités :

Par les surfaces =  1, x =  0, z/=0, z — 0. Rép.a b c  o
z — 0, x2 +  y2 =  1, x +  y +  z =  3. Rép. 3ji.
(x — l)2 +  (y — l)2 =  1, xy =  z, z — 0. Rép. n.

3234. x2+ y 2—2aa; =  0, z =  0, x2 -\-y2  =  z2. Rép. -a3.

56935. y =  x2, x — y2, z — 0, z =  12 +  y — x2. Rép. — •

36. Par les plans de coordonnées, le plan 2x-\-3y—12= 0  et le cylindre 
z = y ÿ z. Rép. 16.

37. Par le cylindre circulaire droit de rayon a dont l ’axe est confondu avec
x ■ z f Jï 1 \Oz, les plans de coordonnées et le plan — + ~  =  1« Rép. (-£— -g* J •

lfi
Par les cylindres x2 -{-y2  =  a2t x2 -j-z2  =  a2. Rép. -g -a 3.38.

39. y2 +  z2 =  x, x =  y, z =  0. Rép.

40.

64

x * + y* + zz  =  a?, x Z + y * = R \  a > R .  Rép. ^ a i[o 3 —("l/aa—R2)3].
q

41. az =  x2 -j-y2, z =  0, x2+ y 2 =  2ax. Rép. -g-Jta3.

42. p2 =  a2 cos20, £2+ y 2+ z 2= a 2, z = 0 . (Calculer le volume intérieur au 

cylindre.) Rép. -^-a3 (3jiH-20—16'"]/2).

A i r e s  d e  s u r f a c e s

43. Calculer Paire de la partie du cône x2 +  y2 =  z2 découpée par le cylindre 
x2 +  y2  — 2aa\ Rép. 2jia2"l/2.

44. Calculer Paire de la partie du plan x +  y -f* z =  2a se trouvant dans le 
premier trièdre formé par les axes de coordonnées et limitée par le cylindre

za +  ÿa =  a \  Rép. ^  1 /3 .

45. Calculer Paire du segment sphérique (du petit), le rayon de la sphère étant 
a et le rayon de la base du segment 6. Rép. 2n (a2  — a'] /  a2 - b 2).

46. Trouver Paire de la partie de la sphère x2+ y 2+ z 2= a 2 qui est découpée

par le cylindre ^ + - |j j - = = l  (a > 5 ) . Rép. 4na2 —8a2arc sin Œ — •
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47. Trouver l ’aire de la surface du corps qui est formé par l ’intersection de 
deux cylindres x2 -f- y2 =  a2» y2 +  z2 =  Rép. 16a2.

48. Calculer l ’aire de la partie de la surface cylindrique x2 +  y2 =  2aa; comprise 
entre le plan z — 0 et le cône x2 +  y2 =  z2. Rép. 8a2.

49. Calculer l ’aire de la partie de la surface cylindrique x2 +  y2 =  &2 comprise 
entre les plans z =  mx et z =  0. Rép. 2ma2.

50. Calculer l ’aire de la partie du paraboloïde y2 +  z2 =  2ax comprise entre

le cylindre parabolique y2 =  ax et le plan x =  a. Rép. ~  Jia2 (3“l/3  — 1).

M a s s e s ,  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  e t  m o m e n t s  
d’i n e r t i e  d e  f i g u r e s  p l a n e s

(Nous supposerons dans les problèmes 51 à 62 et dans le problème 64 que 
la densité superficielle est constante et égale à 1.)
51. Quelle est la masse d’un disque circulaire de rayon a sachant que la densité 

en chaque point P est inversement proportionnelle à la distance au centre 
(on désignera par K  le coefficient de proportionnalité). Rép. 2naK.

52. Calculer les coordonnées du centre de gravité d’un triangle équilatéral. 
On confondra l’axe Ox avec la hauteur et le sommet avec l ’origine. Rép. x =

53. Trouver les coordonnées du centre de gravité d’un secteur circulaire de 
rayon a. On confondra la bissectrice de l ’angle au centre (2a) avec l ’axe Ox.
_ ,  2a sin a nRep. xc = — g^— , yc =  0.

*54. Trouver les coordonnées du centre de gravité du demi-cercle supérieur
4ad’équation x2 +  y2 =  a2. Rép. xc = 0 ,  yc =  -g .̂

55. Trouver les coordonnées du centre de gravité de l ’aire définie par un arc
5ade cycloïde x — a {t — sin J), y =  a (1 — cos t). Rép. xc =  an, yc —

56. Trouver les coordonnées du centre de gravité de l ’aire de la boucle de la

courbe p2 =  a2 cos 20. Rép. xc =  yc =  0.
57. Trouver les coordonnées du centre de gravité de l ’aire intérieure à la car- 

dioïde p =  a (1 +  cos 0). Rép. xc =  -g-, 2/c =  0»
58. Calculer le moment d’inertie de l ’aire du rectangle limité par les droites 

x =  0, x =  a, y — 0, y — b par rapport à l ’origine des coordonnées.
Rép.

59. Calculer le moment d’inertie de l ’ellipse 2'==^ : a) Par rapport

à l ’axe Oy ; b) par rapport à l ’origine des coordonnées. Rép. a) ^  - ;

b)
nab (a* +  b*).

60. Calculer le moment d’inertie du cercle plein p =  2acos0 par rapport au 
3pôle. Rép. -ô-Jta4.
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61. Calculer le moment d'inertie de l'aire de la cardioïde p =  a (l —cos0) par
. M 35?ta4rapport au pôle. Hep. - .

62. Calculer le moment d'inertie du disque (x — a) 2 +  (y — b) 2 — 2a2 par 
rapport à l'axe Oy. Rép. 3jta4.

63. La densité en chaque point d’une plaque carrée de côté a est proportion
nelle à la distance de ce point à un sommet du carré. Calculer le moment 
d'inertie de la plaque par rapport à un côté passant par ce sommet.
Rép. jg ko,* 17 1 /2  +  3 Log ( \ / l  +  1)], où h est le coefficient de propor
tionnalité.

64. Calculer le moment d’inertie de l'aire de la figure délimitée par la para-
8bole y2 =  ax et la droite x =  a par rapport à la droite y =  — a. Rép. -g-a4*

65. Calculer

I n t é g r a l e s  t r i p l e s  

dx dy dz
J H  1)3 sac^ant 9ue 1® domaine d'intégration est

borné par les plans de coordonnées et le plan x +  y-\-z — 1. Rép. —JL? - ®16 *
a x y

66. Calculer J {J [J xyz dz J dy j- RéP’ 48" *
0 0 0

67. Calculer le volume du corps limité par la sphère x2 +  y2+ z 2 =  4 et le para-
49boloïde x2 -{-y2 =  3z. Rép. -g-Jt.

68*). Calculer les coordonnées du centre de gravité et les moments d'inertie 
de la pyramide formée par les plans a; =  0, z/ =  0, s =  0 ; =

Rép. * 0 = 4 - , yc =  -

= ^ - (a2+62+ c2)-

_ c __a3bc
Zc=T  ’ Jx— 60" ’

b3ac
~6Ü~ 1 /* = c3ab 

*60" ' /o =

69. Calculer le moment d’inertie d’un cône circulaire droit par rapport à son 
axe. Rép. jq Jthr4, où h est la hauteur et r le rayon du cercle de base.

70. Calculer le volume délimité par la surface d'équation (x2 + y 2 -\-z2 ) 2  =  a3 x, 
Rép. -g-jta3,

71. Calculer le moment d'inertie d'un cône circulaire par rapport au diamètre
de sa base. Rép. ~ (2 A 2 + 3 r 2 ) .

60
72. Calculer les coordonnées du centre de gravité du corps délimité par une 

sphère de rayon a et un cône d'angle au sommet 2a, le sommet coïncidant
avec le centre de la sphère. Rép. xc =  0, yc =  0, zc =  -g-a (1 +  cos a)
(on a confondu l'axe du cône avec l ’axe Oz et on a placé le sommet à l ’ori
gine).

*) Dans les problèmes 68, 69, 71, 72, 73 on suppose que la densité est 
constante et égale à l ’unité.
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73. Calculer les coordonnées du centre de gravité du corps délimité par une 
sphère de rayon a et par deux plans passant par le centre et formant un

9 jiangle de 60°. Rép. p =  0 =  0, cp =  -g- (la droite d’intersection des

plans a été prise pour axe Oz, le centre de la sphère a servi d’origine aux 
coordonnées sphériques p, 0, (p).

oo

74. Se servir de l ’égalité —~ = —^=- f e~aix da ( a > 0 )  pour calculer les
V* V  Jt J

oo oo ____  ____
. . ,  , f cos xdx  ■ f  sin xdx  _ ,  - . / ' j t  Jt
, '“*8“ Us ) - y r  * 4  - V T - **•  V  y i  V  t -

0 v 0 v



Chapitre XV

INTÉGRALES CURVILIGNES ET INTÉGRALES 
DE SURFACE?

§ 1. Intégrale curviligne
Considérons un point P (,x , y) se mouvant sur une courbe plane 

L  d’un point M  à un point N. Le point P est sollicité par une force 
F  qui varie en grandeur et en direction lorsque P se déplace, c’est- 
à-dire qu’elle est fonction des coordonnées de P :

F  =  F  (P).

Calculons le travail A de la force F  lorsque le point est déplacé 
de M  en N  (fig. 342). Découpons à cet effet la courbe M N  en n mor
ceaux arbitraires par les points M  =  M 0, M±, Af2, . . M n =  N

en partant de M  vers N  et désignons par As t le vecteur 
Désignons par F t l ’intensité de la force F  au point On peut 
alors considérer que le produit scalaire F t Ast représente approxima
tivement le travail de F  le long de l ’arc MiM i+i :

Ai «  Fi Ast.

F  =  X  {x, y) i  +  Y  (x , y) j ,
Soit
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où X  (x, y) et Y  (x, y) sont les projections du vecteur F  sur les axes 
Ox et Oy. Désignant par Ax* et Ayt les accroissements des coordon
nées Xi et y t lorsqu’on passe de à u on obtient:

A Si =  A Xti +  A ytj m
Par conséquent,

Fi  A Si =  X  (xi, ÿj) A xi +  Y  {xt , y t) Ay t .

La valeur approchée du travail A  de là force F  tout le long de la 
courbe M N  est

n n
A ça S  FiAsi =  2  lx  Vi) A x i +  Y  {xt, yt) Aÿ,]. (1)

i ~ l  i= i

Sans faire de raisonnements rigoureux, indiquons en attendant 
que si la limite de l ’expression du second membre existe lorsque 
ASj->0 (il est alors évident que Axf - > 0 e t  Ay t 0), elle exprime
le travail de la force JP le long de la courbe L  entre les points M  et N  :

n
A =  lim  2  lx  (x i> yù b x i  +  Y  (x t,  yt) Aÿ,]. (2)

Ax--*0 i = l

La limite *) du second membre est appelée Y intégrale curviligne 
de X  (x, y) et Y  (x, y) le long de la courbe L  et est désignée par :

A =  f X  (x, y) d x + Y  (x, y) dy (3)
L

ou
m

A =  f X  (x, y) d x + Y  (x, y) dy. (3')
(M)

On rencontre souvent des limites de sommes (2) en mathématiques 
et en physique, X  (x, y) et Y  (x, y) étant des fonctions de deux 
variables dans un domaine D .

Les lettres M  et N  dans l ’intégrale (3') ont été mises entre paren
thèses pour indiquer que ce ne sont pas des nombres mais les extré
mités de la courbe à laquelle est étendue l ’intégrale curviligne. Le 
sens de M  à N  le long de la courbe est dit sens d'intégration.

Si L est une courbe gauche, on définit d’une manière analogue 
l ’intégrale curviligne des trois fonctions X  (x, y, z), Y  (x, y, z),

*) On donne ici à la limite de la somme intégrale le même sens que pour 
l ’intégrale définie, voir § 2, chap. XI, t. I.
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Z (x, y, z) :
j % (x, y, z)dx Y  (x, y, z) d y + Z  (x, y, z) dz=
L '

n

=  2  X (Xh' Vk' Zft) ’̂ k  +  Y  (xk, yk, Zk) Ayh+Z (xk, ÿh, zh) Azk.
■à.jÇ-0 k=l
Aẑ ->0

La lettre L sous le signe somme indique que l ’intégrale est étendue 
à la courbe L.

Indiquons deux propriétés de l ’intégrale curviligne.
P r o p r i é t é  1 . Une intégrale curviligne est définie par Vex

pression sous le signe somme, la forme de la courbe d'intégration et 
le sens d'intégration.

L’intégrale curviligne change de signe en même temps que le 
sens d’intégration, étant donné que le vecteur A8 et, par conséquent, 

ses projections Ax et A y changent de signe.

Fig. 343

P r o p r i é t é  2. Découpons la courbe 
L  en deux parties L ± et L 2 de sorte que
M N  =  M K +  <K N  (fig. 343). Il résulte alors 
directement de la formule (1)
(N) (K)j X d x + Y d y =  j X d x  +  Y d y  +
(M) W  (w)

+  \ X d x + Y d y .
m

Cette relation est valable quel que soit le nombre d’arcs partiels. 
Indiquons encore que l ’intégrale Curviligne conserve son sens 

lorsque la courbe L est fermée.
L’origine et l ’extrémité de la courbe coïncident alors. On ne peut

(N)
plus écrire dans le cas d’une courbe fermée l X  dx -\- Y  dy, mais

(M)
^ X  dx +  Y  dy et il faudra indiquer forcément le s e n s  d e  p a r 

c o u r s  le long de la courbe fermée L. On désigne aussi fréquem
ment une intégrale curviligne sur une c o u r b e  f e r m é e  L par
le symbole ^ X  dx +  Y  dy.

L
R e m a r q u e .  Nous avons été conduits à la notion d’intégrale 

curviligne en considérant le problème du travail d’une force F  sur 
un parcours curviligne L.
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On considérait alors que la force F  était une fonction vectorielle 
des coordonnées du point d’application (x, y) ; les projections du 
vecteur variable F  sur les axes de coordonnées sont égales aux fonc
tions scalaires (c’est-à-dire numériques) X  (,x , y) et Y  (x, y). On
peut donc considérer une intégrale curviligne de la forme j  X  dx -f-

L
+ Y  dy comme l ’intégrale de la fonction v e c t o r i e l l e  F  
donnée par ses composantes X  et Y.

L’intégrale de la fonction vectorielle F  sur la courbe L est dési
gnée par le symbole

j F d s .
L

Si le vecteur F  est déterminé par ses composantes X , Y , Z, cette 
intégrale s’écrit

J Xdx-\-Ydy-\-Zdz.
L

Notamment, si le vecteur F  se trouve dans le plan Oxy, l ’intégrale 
de ce vecteur se réduit alors à

J X d x + Y d y .
L

Lorsque l ’intégrale curviligne d’une fonction vectorielle F1 est 
étendue à une courbe fermée L, on l’appelle encore la circulation 
du vecteur F  sur le contour fermé L .

§ 2. Calcul de l’intégrale curviligne

Nous nous proposons dans ce paragraphe de préciser la notion 
de limite de la somme (1) § 1 et, par là même, nous aurons précisé 
la notion d’intégrale curviligne 
et nous indiquerons un procédé 
de calcul.

Supposons la courbe L donnée 
sous forme paramétrique :

x =  <p (*), y =  t  (t).
Considérons l ’arc de courbe 

M N  (fig. 344). Soient a  et p les 
valeurs du paramètre correspon
dant aux points M  et N. Partageons 
l’arc M N  en morceaux As* par les 
points M t (xu yi), M 2 (x2, y2), . .
=  <P (h), y t =  &)•

Mn (xn, yn) et posons xt =
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Considérons l ’intégrale curviligne définie au paragraphe pré
cédent

j  X (x, y ) d x + Y  (x, y)dy. (1)

Enonçons sans démontrer un t h é o r è m  e ' s u r  l ’ e x i s t e n c e  
d e s  i n t é g r a l e s  c u r v i l i g n e s .  Si les fonctions <p (£) 
et ip (t) sont continues et possèdent des dérivées continues cp' (t) et aj/ (t) 
sur le segment [a, p] et si les fonctions de t X  [cp (t), 'ip (£)] et Y  [q) (t), 
ip {t)] sont continues sur ce segment, les limites

n
lim S  x  (pi > yt) kxi =  A,

Axj-i-Q i= l
n  (2)

lim 2  Y  (x i> y ù à y i  =  B
Ay--*0 i=  i

existent, x t et gi étant les coordonnées d'un point de l'arc Asim Ces limi
tes ne dépendent pas du mode de découpage de la courbe L en arcs par
tiels A St lorsque As* 0, ainsi que du choix du point M t (#*, y t) 
sur l'arc As,-, on les appelle les intégrales curvilignes et on les désigne 
par :

A =  J X (x, y) dx,
L

■B= j  F  (x, y) dy.
(2')

R e m a r q u e .  Il résulte du théorème que tendent aussi vers 
cette même limite (c’est-à-dire vers l ’intégrale curviligne) les som
mes définies au paragraphe précédent, où les points M t (,xt, y t) sont 
les extrémités de l ’arc Astl lé découpage de L en arcs partiels Ast 
étant arbitraire.

Le théorème qui vient d’être formulé donne un procédé de calcul 
des intégrales curvilignes.

Ainsi, par définition:
( N )  n

\ X ( x , y) dx =  lim y . X  (.x], y() Axh (3)
i )  •. A*r*°i-i

où
AX[ =  Xf  % i — 1 Ç (l'i) *P

Appliquons la formule des accroissements finis de Lagrange 
A xt =  cp (fO — q> (fj-i) =  <Pr (r i) (h — ti- i) =  <p' (t i) A U,

%i étant une certaine valeur de t comprise entre les valeurs et f*. 
Le point x Î7 y t étant arbitraire sur Tare A choisissons-le de manière
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que ses coordonnées correspondent à la valeur du paramètre xt :

«! =  <P (*i)> V l = ^  (^i).
Substituant les valeurs trouvées de xu yt et Axt dans la formule (3)t 
on trouve :

(N) n
( X {x, y) dx =  lim V  X  [qp (t*) t|j (t,)] <p' ( t,) Att.
J  A Ï / - + 0  . .(M) 1 i=l

Le second membre représente la limite d’une somme intégrale pour 
la fonction continue d’une seule variable X  [(p (2), oj) (i)] 9 ' (£) sur 
le segment [a, pi.

Par conséquent, cette limite est égale à l ’intégrale définie de 
cette fonction :

( N )  0

C X (x, y) dx =  j  X  [(p (t) *i|) (£)] 9 ' (t) dt.
( M )  a

On obtient d’une manière analogue la formule 
( N )  0

j  Y  (x, y) dy=  j  Y  [(p (t), (*)] (i) dt.
(m) a,

On obtient en ajoutant ces égalités membre à membre:
(iV)

\ X (x, y ) d x + Y ( x ,y )d y  =
( M )

0
=  |  {X [<p(0. ’KOl'p' W +  y  [tp(0. iMOl 'P' (t)}dt. (4)

oc

Telle est la formule permettant de calculer une intégrale curviligne. 
On calcule de la même façon l ’intégrale curviligne

^ X  dx -f- Y  dy -f- Z dz 

le long d’une courbe gauche définie paramétriquernent : x =  qp (fl,
V =  $  (t), z = x U)-

E x e m p l e  1. Calculer T intégrale curviligne portant sur les fonctions 
x3; 3zy2; —x2y (c’est-à-dire sur la fonction vectorielle xH - f  3 zy2j  — x2yk) 
le long du segment de droite allant du point M  (3, 2. 1) au point N  (0, 0, 0) 
(fig. 345). * v *

S o l u t i o n .  Pour trouver les équations* paramétriques de la droite d’in
tégration, écrivons-la sous la forme:
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désignant par / la valeur commune de ces rapports, on obtient l ’équation para
métrique de la droite :

x =  3/, y =  2ty z — t.

Il correspond à l ’origine du segment MN  la valeur du paramètre / =  1 et à 
l ’extrémité la valeur / =  0. On trouve
facilement les dérivées de x, y, z par 
rapport à / (on en a besoin pour calcu
ler l ’intégrale curviligne) :

xi  = 3, yt — 2, Zf — 1.

Fig. 345

On calcule maintenant l’intégrale curviligne proposée à l ’aide de la formu
le (4):

(N) o

j  x»dx +  3zy*dy —x*ydz =  f [(3«)3-3 +  3« (2t)2-2 —(3i)*.2M] i t  =
. (M) I

=  |  87f i d t = —— .

E x e m p l e  2. Calculer l ’intégrale curviligne pour le couple de fonc
tions : 6x2y> 10xy2 sur la courbe plane y — x3 entre les points M  (1, 1) et N  (2, 8) 
(fig. 346).

S o l u t i o n .  Pour calculer l’intégrale proposée 
(N)

f 6x2y dx + 1 0 xy2 dy 
(M)

il faut avoir les équations paramétriques de la courbe. Il est évident qu’ici x 
peut servir de paramètre

x =  x, y =  x3.
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Le paramètre x varie de =  1 à x2 =  2. Les expressions des dérivées par rap
port au paramètre x sont:

Par conséquent,
(N) 2

J Qx2y dx + 1 0 xy2 dy =  J (6x2x3 • 1 +  10xxQ • 3x2) dx =
(M) 1

2

=  j  (6x5 + 30a:»)dx =  [a:fl +  3xi0]î =  3132.
1

Donnons maintenant quelques applications des intégrales cur
vilignes.

1. E x p r e s s i o n  d e  l ’ a i r e  d’ u n  d o m a i n e  d é 
l i m i t é  p a r  u n e  c o u r b e  e n  f o n c t i o n  d’ u n e

Fig. 347 Fig. 348

i n t é g r a l e  c u r v i l i g n e .  Soit donné dans le plan Oxy un 
domaine D limité par un contour L  tel que toute parallèle à un 
quelconque des axes de coordonnées passant par un point intérieur 
du domaine coupe la frontière L  en deux points au plus (c’est-à-dire 
que le domaine est régulier) (fig. 347).

Soit [a, 6] le segment de l ’axe Ox sur lequel se projette le domaine 
D , limité inférieurement par la courbe (Ẑ  :

y =  Vi (*),
et supérieurement par la courbe (Z2) :

V =  V2 (*), 
ly\ (x) <  y 2 (x)].

L’aire du domaine D est alors égale à
b b

&= j  y2 (x) d x— j  yt (x) dx.
a a
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Mais la première intégrale est une intégrale curviligne le long
de la courbe l2 (M PN ), étant donné que y =  y2 (x) est l'équation 
de cette courbe ; par conséquent,

b
j  y2 (x) dx =  j  y dx.
a MPN

La seconde intégrale est une intégrale curviligne étendue à la courbe 
h (MQN) :

b
j  yi (x) dx =  j  y dx.
a MQN

On a, en vertu de la propriété 1 des intégrales curvilignes :

 ̂ y dx =  — j  y dx.
MPN NPM

Par conséquent,

S = —  ̂ y d x — j  yd x=  — j  ydx, (5)
NPM MQN L

L  étant parcouru dans le s e n s  i n v e r s e  d e s  a i g u i l 
l e s  d’ u n e  m o n t r e .

Si une partie de la frontière L est constituée d’un segment M^M
(M)

parallèle à l ’axe Oy, on a j  ydx = 0 et l ’égalité (5) est encore
(Mi)

vraie (fig. 348).
On peut montrer d’une manière analogue que

£ =  j  æ dy. (6)
L

Ajoutant membre à membre (5) et (6) et divisant par 2 , on 
obtient encore une formule pour calculer l ’aire S :

S = y  j  xdy — ydx. (7)
L

E x e m p l e  3. Calculer Faire de l ’ellipse
x — a cos y =  b sin t.

S o l u t i o n .  On trouve d’après la formule (7) :
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Remarquons que la formule (7) ainsi que les formules (5) et (6) 
conviennent aussi pour Taire de domaines dont les frontières sont 
coupées par les parallèles aux axes de coordonnées en plus de deux 
points (fig. 349). Pour le démontrer, partageons le domaine donné 
(fig. 349) en deux domaines réguliers au moyen de la courbe Z*. 
La formule (7) est vraie pour chacun d’eux. Ajoutant membre à mem
bre, on obtient dans le premier membre Taire du domaine donné et 
dans le second l’intégrale curviligne (précédée du coefficient V2)

étendue à toute la frontière, étant donné que Tintégrale sur la ligne 
de partage Z* est prise deux fois, dans le sens direct et dans le sens 
inverse, et s’annule donc.

2 . T r a v a i l  d’ u n e  f o r c e  v a r i a b l e  F  s u r  u n  
c h e m i n  c u r v i l i g n e  L. Nous avons indiqué au début 
du § 1 que le travail d’une force F  =  X  (x , y, z) i  +  Y  (x , y, z) j  +  
+  Z (;x, z/, z) k  le long d’une courbe L =  M N  était égal à l ’inté
grale curviligne :

(N)

A =  \ X(x, y, z)dx + Y (x , y,z)dy + Z (x, y, z)dz.
<M)

Prenons un exemple concret de calcul du travail d ’une force.
E x e m p l e  4. Calculer le travail A de la force de pesanteur F  déplaçant 

une masse m du point M\ (au btl cj) au point M 2 (a2l b2, c2) le long d’un 
chemin arbitraire L  (fig. 350).

S o l u t i o n .  Les projections de la force de pesanteur F  sur les axes de 
coordonnées sont

X  =  0 , F  =  0, Z =  — mg.
Le travail accompli est donc

(M2) C2
A =  \ X  dx -\ -Y  dy- \ -Z d z =  \ ( — mg) dz =  mg (ĉ  — c2).

(Mi) Cl
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On voit que, dans le champ de la pesanteur, le travail ne dépend pas du chemin 
suivi mais seulement du point initial et du point final. Plus exactement, le  
travail de la force de pesanteur ne dépend que de la différence des niveaux dé
terminés par le point final et le point initial. ; 1 '

§ 3. Formule de Green \

, Montrons qu’une intégrale double dans un domaine plan D 's’ex
prime par une intégràlè curviligne prise le lohg de là frontière L 
de ce domaine. ;

Soit un domaine D du plan Oxy limité par un contour L ,D  étant 
régulier aussi bien selon Ox que Oy. Supposons ce domaine limité 
inférieurement par la courbe y = y± (a;) et supérieurement par la 
courbe y =  y2 (a;), y4 (x) <  y2 (a:) (a <  x <  b) (fig. 347).

A elles deux, ces courbes forment le contour fermé L. Soient 
dans D deux fonctions, continues X  (x , y) et Y  (x, y) douées de 
dérivées partielles continues. Considérons l ’intégrale

^ È X £ i l dxdy.
D

On a :
b V2 (x) b

( I  - £ * ) * - b M I S ! 1s* -D a i/i(x) a
b

=  ^ [3T (a;, y% (#)) X  (a:, ÿ* (#))] dx. (1)
a

Notons que l ’intégrale
b
j  X (x, y2 (a:)) dx

‘ a ■’

est numériquement égale à l ’intégrale curviligne

J X {x, y) dx,
i, (MPN)

le long de la courbe M P N  d’équations paramétriques

= V  y =  y2{x),
x étant le paramètre.

On a donc
b
j  X(x, yz (x))dx=  j  X (x, y) dx. (2)
a MPN
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D’une manière analogue, l ’intégrale
b
j  X  (x , ÿi (x))
a

dx

est numériquement égale à
b
\ X  (x , j/i (x))dx = j  X ( x , y) dx. (3)
a (MQN)

Substituant les expressions (2) et (3) dans la formule (1), on obtient :

\\-^~~dxdy== j  X(x, y )d x — j  X (x ,y )d x .  (4)
D MPN MQN

Or,
j  X (a:, y) dx =  — j  Z  (a:, y) d#

AfQN NQM

(voir § 1, propriété 1). On peut donc recopier la formule (4) sous 
la forme :

j  X ( x yy )d x+  j  X {x ,y )dx .
JD MPN NQM

Mais la somme des intégrales curvilignes du second membre est 
égale à l ’intégrale curviligne sur le contour L tout entier parcouru 
dans le sens des aiguilles d’une montre. On peut donc mettre cette 
dernière égalité sous la forme

f j  ~ c t e d ÿ  =  j  X (x, y)dx, (5)
L

où L indique que le contour fermé L est parcouru dans le sens des 
aiguilles d’une montre.

Si une partie de la frontière est constituée par un segment Z3
parallèle à l ’axe Oy, on a j X (x, y) dx =* 0 et l ’égalité (5) reste

£
vraie.

On trouve de la même façon :

J j -g -d sd y = -  ^ Y { x ,y ) d y .  (6)
D L

On trouve en retranchant (6) de (5) ;

î  j  ( 4 f — w )  dxdy =  J X dx  +  Y d y .
D L
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Si Ton parcourt le contour L dans le sens inverse des aiguilles 
d’une montre, on a*)

\ \ { % r - Jw ) i x d y = \ x d * + Y d >>-
D L

C’est la formule de Green (mathématicien anglais, 1793-1841) **).
Nous avons supposé le domaine D régulier. Mais, comme pour 

le calcul d’une aire (voir § 2), on peut montrer que cette formule 
reste vraie pour un domaine quelconque admettant un découpage 
régulier.

§ 4. Conditions pour qu’une intégrale curviligne ne dépende 
pas du chemin d’intégration

Considérons l’intégrale curviligne
(N)
\ Xdx + Ydy,

(M)

étendue à une courbe plane L  réunissant les points M  et N. On suppo
sera que les fonctions X  (,x , y) et Y  (x, y) possèdent des dérivées

partielles continues dans le domaine 
considéré D . Voyons dans quelles condi
tions l ’intégrale curviligne ne dépend pas 
de la forme de la courbe L, mais seule
ment de la position des points M  et N.

Considérons deux courbes arbitraires 
M PN  et MQN du domaine considéré D 

réunissant les points M  et N  (fig. 351).
Soit

j  X dx  +  Y d y  = f X d x  +  Y d y , (1)
MPN MQN

c’est-à-dire
( X d x + Y d y -  j  X dx +  Y d y  =  0.

MPN MQN

M

Fig. 351

*) Lorsque dans une intégrale curviligne sur un contour fermé L on n’a 
pas mdiqué le sens d’intégration, il est sous-entendu qu’il s’agit du sens inverse 
des "aiguilles d’une montre. Si le parcours a lieu dans le sens des aiguilles, il 
faut avoir soin de le spécifier.

**) Cette formule est un cas particulier d’une formule plus générale établie 
par le mathématicien russe M. Ostrogradsky.
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En vertu des propriétés 1 et 2 des intégrales curvilignes (§ 1), on 
peut écrire

j X dx + Y d y +  j X d x + Y d y  = 0,
MPN NQM

qui représente l ’intégrale curviligne sur le contour fermé L
j X d x + Y d y  = Q. (2)
L

Dans cette dernière formule, l ’intégrale curviligne est prise sur 
un contour L constitué des courbes M PN  et NQM . Il est évident que 
ce contour peut être considéré comme arbitraire.

Par conséquent, il résulte de la condition que l ’intégrale sur 
une courbe réunissant deux points arbitraires M  et N  ne dépend 
pas du chemin suivi, mais seulement de la position de ces deux 
points, que 1’ i n t é g r a l e  c u r v i l i g n e  e s t  n u l l e  
s u r  t o u t  c o n t o u r  f e r m é ,

La réciproque est vraie : si une intégrale curviligne est nulle 
quel que soit le contour fermé, elle ne dépend pas du chemin d’in
tégration entre deux points, mais s e u l e m e n t  d e  l a  p o s i 
t i o n  d e  c e s  d e u x  p o i n t s .  En effet, l ’égalité (2) en
traîne (1).

Dans l ’exemple 4 du § 2 l ’intégrale curviligne ne dépend pas 
du chemin d’intégration; elle dépend du chemin dans l ’exemple 3, 
étant donné que l’intégrale sur le contour fermé considéré n ’est 
pas nulle, mais donne l ’aire limitée par ce contour; dans les exem
ples 1 et 2 les intégrales curvilignes dépendent également du chemin 
d’intégration.

La question se pose naturellement : à quelles conditions doivent 
satisfaire les fonctions X  (,x , y) et Y  (x , y) pour que l’intégrale
curviligne J X dx -f- Y  dy soit nulle quel que soit le contour fermé. 
Le théorème suivant répond à cette question.

T h é o r è m e .  Soient X  (;x , y) et Y  (x , y) deux fonctions con
tinues dans un domaine D , ainsi que leurs dérivées partielles dX-̂ - y ■ 

d"Y (s»e t -----J- -. Pour que Vintégrale curviligne sur tout contour fermé L
de ce domaine soit nulle, c'est-à-dire pour que Von ait

j  X (x ,y )d x  + Y (x ,y )d y  =  0, (2')
L

il faut et il suffit que
dX  __ dY  
dy dx

en tous les points du domaine D .
( 3 )
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• D é m o  n s t  r a t  i o n. Prenons un contour fermé arbitraire 
L dans le domaine D et écrivons la formule de Green correspondant 
à ce contour:

iJ ( i s r - Jw ) dxdy== î  ***+?¥D L
Si la condition (3) est satisfaite, l’intégrale double de gauche 

est identiquement nulle et l ’on a

X dx~\- Y  dy =  0.
; *' ; i

On a donc démontré que la condition (3) est s u f f i s a n t  e.
Montrons qu’elle est n é c e s s a i r e ,  c’est-à-dire que si l’éga

lité (2) a lieu pour tout contour fermé L dans D, la condition (3) 
a forcément lieu en chaque point du domaine.

Supposons, au contraire, qu’ait lieu l ’égalité (2):
j  X dx  +  Y d y  =  0,
L ■

mais que la condition (3) n’ait pas lieu, c’est à-dirè que
dY
dx 0ày

ne serait-ce qu’en un seul point. Soit, par exemple,
P (x<h I/o)

dY
dx

dX
dy > 0 .

en un point

Comme on a dans le premier membre une fonction continue, elle 
est positive et supérieure a un certain nombre1 ô ;> 0 en tous les 
points d ’un domaine suffisamment petit Z)' contenant le point
P (xo, z/0). Prenons l ’intégrale double de la différence ^  — — sur
ce domaine. Elle est positive. En effet,

j j  (-|r —"̂ f") d x d y >  jj  ôdxdy = ô jj  dxdy =  ô D '> 0 .
D' JD' D'

Or, d’après la formule de Green, le premier membre de cette 
dernière inégalité est égal à l ’intégrale curviligne sur la frontière L ' 
du domaine D ' , qui est nulle par hypothèse. Donc cette inégalité

dY  dXcontredit la condition (2), et la supposition que — — ^  est dif
férente de zéro, ne serait-ce qu’en un point, est fausse. On a donc

—  — —  =  0 dx dy

en tous les points du domaine D.
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Le théorème est complètement démontré.
Nous avons montré au § 9, chap. X III que la condition

dY fa y) _  dX fa y)
dx dy

traduit le fait que l’expression X  dx +  Y  dy est la d i f f é r e n 
t i e l l e  t o t a l e  d’ u n e  c e r t a i n e  f o n c t i o n  u (x, y), 
c’est-à-dire que

X  dx +  Y  dy = du (x, y)
avec

x  ( * . » ) - • £ .  r i * . » ) - # - -
Mais alors le vecteur

J F - X 4 + Y J ^ * ï + % J
est le gradient de la fonction u (x, y) ; la fonction u (x, y), dont le 
gradient est le vecteur X i  +  Y j ,  est appelée le potentiel de ce vec
teur.

(N)

Montrons que, dans ce cas, V intégrale curviligne I  = \ X  dx +
( M )

+  Y  dy sur une courbe arbitraire L réunissant les points M  et N  est 
égale à la différence des valeurs de la fonction u en ces points :

(N ) (N)
j  X dx-{-Y dy=  j  du(x, y) = u(N) — u(M).

(M) (M)
D é m o n s t r a t i o n .  Si X d x-\-Y  dy est la différentielle 

totale de la fonction u(x, y), on a X =  ~ ,  y  =  et l ’intégrale 
curviligne s’écrit

(N)

î
(M)

Pour calculer cette intégrale, écrivons les équations paramétriques 
de la courbe L réunissant M  et N:

x  =  <p(t),  y  = tJ) (*).
Nous admettrons qu’il correspond à la valeur t =  tQ du para

mètre le point M et à la valeur t =  T le point N. L’intégrale cur
viligne se ramène alors à l ’intégrale définie

T
j _ C f  du dx , du dy “I ,
1  ~  J I d l I t ^ ^ d y l T  J  a u

to
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L’expression entre crochets est une fonction de t qui exprime la 
dérivée totale de la fonction u [<p (t), \|) (£)] par rapport à t. Par 
conséquent,

T
1 =  J ^  dt =  u W » ÿ  (01 \k =

îo '
=  u fqj (t), a|) (*)] — u [<p (t0), ^  (*<,)] = u (N) — u (M)„

On voit que l ’i n t é g r a l e  c ü’r v i 1 i g n e d’u n e  d i f f é 
r e n t i e l l e  t o t a l e  n e  d é p e n d  p a s  d u  c h e m i n  
d’i n t é g r a t i  on,:.

L’intégrale curviligne étendue à une courbe gauche jouit de la 
même propriété (voir § 7).

R e m a r q u e .  On a parfois à intégrer l ’intégrale curviligne 
d’une fonction X  (x , y) par rapport à l ’arc de la courbe d’intégra
tion L :

n
\ X (x, y) ds =  lim V  X (xt, y<) Ast, (4)
y As;->-0 .L * z = i

ds étant la différentielle de l ’arc. On calcule ces intégrales comme les 
intégrales curvilignes considérées ci-dessus. Supposons la courbe L 
donnée par ses équations paramétriques

x = <p (t), y = i p  (t),
cp (£), (£), <p' (£), i|/ (£) étant des fonctions continues de t.

Soient a et p les valeurs du paramètre t correspondant aux extré
mités de l ’arc L.

Comme
ds =  Y (O2 +  ^  (O2 dt,

on obtient la formule suivante pour calculer l ’intégrale (4) :
P ____________

X (x, y) ds =  j X [cp (t) , ij> (i)] Y <p' (O2 +  ■»!>' (O2 dt.
L . a

On peut considérer l ’intégrale curviligne par rapport à un arc de la, 
courbe gauche x =  <p (t), y = (t), z =  % (i) :

P
j  X {x, y, z) d s=  j  X [9  (i), tJj (t), % (t)] X
L a

x V V W ^ W W T Y W d t .

A l ’aide des intégrales curvilignes avec pour élément différentiel, 
l’arc ds, on peut déterminer, par exemple, les centres de gravité 
de courbes pesantes.
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Raisonnant comme au § 8 , chap. XII (t. I), on obtient les for
mules suivantes pour le calcul des coordonnées du centre de gravité 
d’une courbe gauche:

 ̂ x ds l y ds  ̂ z ds
xc —

J ds ’ J ds ’ C J ds
L L L

(5)

E x e m p l e .  Trouver les coordonnées du centre de gravité d’une spire 
de l ’hélice

x — a cos t, y — a sin t, z =  bt (0 ^  t <C 2n)1 

sachant que sa densité linéaire est constante.
S o l u t i o n .  On trouve en appliquant la formule (5) :

2 je  ___________________________________

Ç a cos t ~]/ a2 sin2 t +  a2 cos2 t +  b2 dt 
0

Xc 2 JT ________________
J ~\/a2 sin2 t-\~a2 cos2 t-\-b2dt 
ü

2  JE __________

J a cos t ~\/a2 b2 dt
-------------= ^ - = o .2Jt ____  2ji

l  ’] /a 2 +  b2dt 
o

D’une manière analogue z/c =  0,
2  JE ___________________________________

J bt ~\/a2sm2 t-\-a2 cos2 t-\-b2dt
b- 4jx2- = nb.2n l / a 2 +  b2 2^ '2

On a donc pour les coordonnées du centre de gravité d’une spire de l ’hélice 

xc =  0, yc — 0, zc =  nb.

§ 5. Intégrales de surface

Soit donné en coordonnées rectangulaires Oxyz un domaine V. 
Dans V est donnée une surface o* limitée par une courbe gauche K.

Quant à la surface a, nous supposerons qu’on a défini en chaque 
point P un sens positif en indiquant la normale unitaire n  (P), 
dont les cosinus directeurs sont des fonctions continues des coor
données des points de la surface.

Donnons-nous en chaque point de la surface un vecteur
F  = X  {x, y, z) i  +  Y  (x , y, z) j  +  Z (x, y, z) Je,

X , y , Z étant des fonctions continues des coordonnées.
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Découpons arbitrairement la surface en aires élémentaires Au*. 
Prenons un point arbitraire P\ dans chaque élément et considérons 
la somme

2  (F  (/>«).» (/>,)) (1)i
F  (Pi) étant la valeur du vecteur au point P t de Àcrj, n  (Pi) le 
vecteur unitaire de la normale en ce point, F n  le produit scalaire 
de ces vecteurs.

La limite de la somme (1) relative à toutes les aires Acrf lorsque 
le plus grand diamètre de ces aires tend vers zéro est, par définition, 
une intégrale de surface que Ton désigne par le symbole

j  j  F n  do*
a

On a donc, par définition*),
lim V  Finirai  =  f f F n  do. (2)

diamA<x;->-0 ^  J Ji a
Chaque terme de la somme (1)

FiUi Aot =  Ft AOi cos (n t, F t) (3)
admet l’interprétation suivante : ce produit est égal au volume d’un 
cylindre élémentaire de base Ao* et de hauteur Fi cos (w{, F f). Si 
F, est la vitesse d’un fluide traversant la surface cr, le produit (3) 
est égal à la quantité de fluide traversant l ’élément Acr* en l’unité 
de temps dans la direction du vecteur n t (fig. 352).

L’expression j  j  F n  do donne la quantité totale de fluide tra- 
_________a

*) Si la surface a admet en chaque point un plan tangent variant continû
ment avec P et si la fonction vectorielle F  est continue sur cette surface, cette 
limite existe (nous admettrons sans démonstration ce théorème d’existence des 
intégrales de surface).
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versant en l ’unité de temps la surface a dans le sens positif, F  étant 
le vecteur vitesse du fluide au point donné. C’est pourquoi l ’inté
grale de surface (2) est encore appelée flux du champ vectoriel F  à 
travers la surface a.

Il résulte de la définition de l’intégrale de surface que si l ’on 
découpe la surface a en morceaux cr*, o*2, . . . » crA, on aura

j  j  F n  do =  j j  F n  do +  j j  F n  do +  . . .  -j- j j F n  do.
O Oi 02 Ofj

Le vecteur unitaire n  s’écrit:
n  =  cos {n, x) i  +  cos (/z, y) j  +  cos (/z, z) k .

Substituant dans l ’intégrale (2) les expressions des vecteurs F  
et n  en fonction de leurs composantes, on obtient :

j  j  F n d o  =  j  j  [X cos (n, x) +  Y  cos (n, y) +

+  Z cos (/z, z)] do. (2 ')
Le produit A o cos (n , z) est la projection de l ’aire A cr sur le plan 

Oxy (fig. 353) ; on a également pour les autres produits :
Ao cos (/z, x) =  Acfyz, 'j
A a c o s  (n, y) =  A oxz, i  ( 4 )

Aacoŝ n, z ) = A o XJJi J
où Aoyz, Aoxz, Aoxy sont les projections'de l ’aire Acr sur les plans 
de coordonnées correspondants.

Ceci étant, on écrit encore l ’intégrale (2') sous la ïorme

j  |  F ndo  =  [X cos (n , x) +  Y  cos (n, y) +
O  G

-f- Z cos (re, z)] da =  J j  “Xdydz~\- Y  dzdx-\-Z dx dy. (2")
O

§ 6 . Calcul des intégrales de surface
Le calcul d’une intégrale sur une surface gauche se ramène au 

calcul d’une intégrale double sur un domaine plan.
Indiquons un procédé de calcul de l ’intégrale

j  j  Z cos (n, z) do.
a

Supposons la surface or telle que toute droite parallèle à l’axe 
Oz la coupe en un seul point. L’équation de la surface peut être 
mise alors sous la forme

Z =  î  {X, y).
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Désignons par D la projection de la surface cr sur le plan Oxy, 
on a (en vertu de là définition, des intégrales de surface) :

j  j  Z (#, y , z) cos {fi » z)da =
G

n

=  lim y . Z (xit yii %i) cos (ni, z) Ao,-.
d i a m  A a ^ O  . .i i=i

Prenant ensuite en considération la dernière formule (4) du § 5, 
on obtient :

« Z cos (tz, z) dcr== lim
diam  Acrjcy-*0

2 Z (Xi ,  
i— 1 .

Ui i ' f  f a i i  y ù )  (A ^xy) i  —

n

— ±  lim V  Z (xit y,, /  (*/, z/,)) | Aaxy |,,
diam  Aa->-0 . .i—i

la dernière expression étant une somme intégrale pour l ’intégrale 
double dé la fonction Z (,x , y, /  (x, y)) dans le domaine D . Par 
conséquent,

j j Z cos (n, z) do =  ±  j j Z (x, y, f  {x, y)) dx dy.
G D

Le signe plus correspond à cos (tz, z)  ^  0  et le signe moins à 
cos (n , z) ^  0 .

Si la surface cr ne satisfait pas à la condition indiquée au début 
de ce paragraphe, on la découpe en morceaux satisfaisant à cette 
condition et on calcule l ’intégrale séparément sur chaque morceau.

On calcule d’une manière analogue les intégrales

j j  X  cos (tz, z )  do; j  j  Y  cos ( / z ,  y) do.
a a

Ainsi se trouve justifiée l ’expression d’une intégrale de surface 
sous la forme (2") du § 5.

On pourra considérer alors que le second membre de l ’égalité (2") 
est une somme d’intégrales doubles sur les projections correspondan
tes du domaine o, les signes de ces intégrales doubles (ou, comme on 
dit encore, les signes des produits dy dz, dx dz, dx dy) étant pris 
conformément à la règle indiquée.

E x e m p l e  1. Considérons une surface fermée cr coupée en deux points 
au plus par toute parallèle à l ’axe Oz.

Considérons l ’intégrale
J J z cos (rc, z) do.
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Nous choisirons comme normale positive la normale extérieure. Nous 
pouvons découper cette surface en deux parties, inférieure et supérieure, d’équa
tions :

z =  fi (x, y) et z =  / 2 (x, y).
Désignons par D la projection de a sur le plan Oxy (fig. 354) ; on a :

{  J 2 cos (n, z ) ia  =  H  fz (x , y) dx dy—  ̂ j  fi  (x , y) dx dy.

La seconde intégrale a été affectée du signe moins, car dans l’intégrale do 
surface le produit dx dy pour la surface z — fi (x, y) doit être précédé du signe 
moins, étant donné que cos (/z, z) est négatif.

Fig. 354 ig. 355

Or, la différence des intégrales. du second membre représente Te volume 
délimité par la surface a. Donc le volume du corps délimité par la surf ace fermée, 
cr est égal à l ’intégrale de surface

z cos (rc, z) do.

E x e m p l e  2. Une charge électrique positive e placée à l ’origine des 
coordonnées crée un champ vectoriel dont la distribution du vecteur F  est donnée 
en chaque point par la loi de Coulomb : .

r étant la distance du point considéré à l ’origine et r  le vecteur unitaire du rayon 
vecteur dirigé vers le point considéré (fig. 355) ; h est un facteur constant.

Calculer le flux du champ de vecteurs à travers une sphère de rayon R 
centrée à l ’origine.

S o l u t i o n .  Considérant que r =  R =  const, on a *

 ̂  ̂ j. 2  V'fl* do R%  ̂  ̂ffîh do•
cr o
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Mais la dernière intégrale est égale à l ’aire a de la sphère. En effet, le produit 
scalaire r n  est constammënt égal à l ’unité, et il reste

nr n d a =  lim — lim / j  Àaft—o.
 ̂ Aor̂ -yO

Par conséquent, le flux cherché est
Ike ke t 1 ■
-^2* a  = - ^ 2" • 4ît/?2 =  .

§ 7. Formule de Stokes

Soit donnée une surface a telle que toute parallèle à Oz la coupe 
en un seul point. Désignons par X sa frontière. La normale positive 
à la surface n  sera celle formant avec Oz un angle aigu (fig. 356).

Soit z =  /  (x, y) l ’équation de la surface. Les cosinus directeurs 
de la normale à la surface ont pour expression (voir § 6 , chap. IX,

Cos (nr x) = dx

cos (n, y) =  

cos (n, z) =

ËL
dy

î^ 1+ f ê ) ' :+-.(w)

<i)

Nous supposerons que la surface cr. se trouve tout entière dans 
un domaine spatial F. Soit donnée dans F une fonction continue 
X  (x, y, z) avec ses dérivées partielles-du premier ordre. Considé
rons l'intégrale curviligne prise le long du contour X

j  X  (x , y, z) dx.
K

On a le long d e h = / ( a ; ,  i/), x , y étant les coordonnées des points 
de la courbe L, projection de X sur le plan Oxy (fig. 356). On peut 
écrire, par conséquent,

j  X  (z, y, z) =  j  X (x, y ,f{ x ,y ) )  dx. (2)
i. l

Cette dernière intégrale est une intégrale curviligne prise le long 
de L. Transformons-la en appliquant la formule de Green, en posant

X  (x, y, /  (x, y)) = X  {x, y), 0 = Ÿ  {x, y).
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Remplaçant dans la formule de Green X  et Y  par leurs expres
sions, on obtient :

— 1 i  - -  —gy-■*’ y)) dxdy=  j  X (x, y, / ( s , y)) dx, (3)
D L

le domaine D étant limité par L. Dérivons la fonction composée 
X  (.x , z/, f  (x, y)) par rapport à y :

. àX (x , y , /  (x, y)) _  d X .(x, i/, 2)

0X (x, y, z) df (j:, y)
dz dy ( 4 )

On obtient en substituant l ’expression (4) 
dans le premier membre de (3):

- n iD .

ax (x, y, z) .
%

a x tfy ^  df(x, y ) l dxd  
1 dz éty J  *

=   ̂ X {x, y , /  (#, y))

Compte tenu de (2), cette dernière égalité s’écrit:

jX ( x ,y , z ) d x =  - j j ~ ~ d x d y - j j - ^ - ~ t - d x d y .  (5)

Les deux dernières intégrales se transforment en intégrales de. sur
face. En effet, il résulte de la formule (2 ") du § 5 qu’on a pour toute 
fonction A (x, y, z) l ’égalité

j |  A (x, y, z) cos (n , z) da =  j j A dx dy.
G  D

Ceci étant, les intégrales du second membre de (5) se transforment 
comme suit :

j J dxdy =  j j cos (n, z) da,

j <6>D a J
Transformons la dernière intégrale en appliquant les formules (1) 
du présent paragraphe : on trouve en faisant le quotient de la seconde 
égalité (1) par la troisième :

COS (n , y) _  df 
cos («, z) dy 1
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OU

—- cos («, z) =  — cos (n, y).

Par conséquent,

ÎI 4 r  - j j  # cos <"•■*)d(T- (7>D a
On obtient en substituant les expressions (6) et (7). dans (5):

|  X (x, y, z)dx=  — 4j^cos (n, z) do+
% a

+  î î ‘§ r cos(n> ÿ) dtT- (8)
CT

Le sens de parcours de X doit être tel qu’un observateur traversé 
des pieds à la tête par la normale n verrait le contour parcouru dans 
le_sens inverse des aiguilles d’une montre.

La formule (8) est vraie pour toute surface pouvant être découpée 
en deux parties d’équations de la forme z =  f  (x, y).

On | obtient d’une façon analogue les formules
j  Y  (x, y, z) dy =  j  J [  — ̂  cos (n, x) +  - JL  cos {n, z) ]  do, (8 ')
\  CT '
|  Z (x, y, z) dz =  j j [  — ̂  cos (n, ÿ) +  ~  cos (n, x) ]  do. (8")
A, CT

Ajoutons membre à membre les égalités (8), (8 ') et (8"); on 
obtient la formule

j X dx +  Y d y  +  Zdz = jj [ cos {n, z) +

+  ( i f -  “  1 f )  cos *) +  ( - Ï  — £ )  cos ■(»•. da- (9)
C’est la formule de Stokes (mathématicien anglais (1819-1903)). Elle 
permet de transformer une intégrale de surface or en une intégrale 
curviligne prise sur la frontière X de cette surface, le sens de parcours 
de la frontière étant celui spécifié plus haut.

Le vecteur B  de composantes
n  P  _  dX  p  _  dY  dX
' x dy dz 7 y dz dx  ’ z dx dy

est appelé le vecteur tourbillon ou rotationnel de la fonction vecto
rielle F  =  X i  -f- Y j  -f- Zk et on l ’écrit symboliquement rot F . 

Par conséquent, on peut recopier la formule (9) sous la forme



§ 7] FORMULE DE STOICES 263

v e c t o r i e l l e
j F ds =  j j n  rot F  do, (9')
X a

et le théorème de Stokes s’énonce :
La circulation d'un vecteur le long d'un cohtour fermé limitant une 

surface est égale au flux de son rotationnel à travers cette surface.
R e m a r q u e .  Si la surface or est un morceau de plan parallèle 

à Oxy, on a Az =  0 et on retrouve la formule de Green comme cas 
particulier de la formule de Stokes.

Il résulte de la formule (9) que si
ôY  dX

= 0 ,
ÔZ
ày _ i £ = 0dz  U ’

d X  dZ = 0 , (10)dx dy ' dy dz  ’ dz dx

l ’intégrale curviligne est nulle sur toute courbe gauche fermée

^ X d x  + Y d y  + Zdz =  0. (11)
X

L’intégrale curviligne ne dépend donc pas de la forme de la courbe 
d ’intégration.

Gomme dans le cas d’une courbe plane, on montre que les condi
tions mentionnées (10) sont non seulement suffisantes mais aussi 
nécessaires pour avoir l ’égalité (11).

Ces conditions étant satisfaites, l ’expression sous le signe somme 
est la différentielle totale d’une certaine fonction u (x, y , z) :

X  dx +  Y  dy -f Z dz = du (,x , y , z)
et, par conséquent,

(N) ( N )

j  X d x  + Ydy+_Zdz=  Ç du = u (N) — u(M).
(M) (if)

On le démontre comme pour la formule correspondante dans le cas 
d ’une fonction de deux variables (voir § 4).

E x e m p l e  1. Ecrivons les formules fondamentales de la 
du point matériel

d»x __ y
dt

düy
m ~ d f ==Y; m d v Z  _ y

dt ■

dynamique

Ici ni est la masse du point; X } Y 1 Z sont les composantes de la force sollicitant 
le point ; vx =  , vy =  ^  , vz =  ^  les composantes de la vitesse v . Multi
plions les deux membres des équations ci-dessus par les expressions 

ux dt  =  dx , vy dt  =  dy, vz dt  =  dz.
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On obtient en ajoutant membre à membre les égalités données :
m (ux dvx -f- vy dvy +  vz dvz) =  X dx +  Y  dy -f- Z dz ; 

m ~2 d (y^+ vy ) =  X dx Y  dy -|- Z dz.

Comme v \ + v\  +  v% =  v2, on peut écrire :

d m v =  X d x +Y dij+Z dz.

Calculons les intégrales des deux membres entre deux points Mi et M2. 
sur la trajectoire:

1 „ 1
"î-  i X d x  +  Y d y  +  Zdz ,

(M i)

Vi et v2 étant les vitesses aux points Mi et M2.
Cette dernière égalité traduit le théorème des forces vives: la variation de

T énergie cinétique entre deux points est 
égale au travail de la force agissant sur la 
masse m.

E x e m p l e  2. Calculer le travail de 
la force d’attraction newtonienne d’une 
masse immobile m agissant sur une masse 
unité se déplaçant , entre deux points 
Mi {au &i» Çi) e t M 2 {a2l b2l \c2).

S o l u t i o n .  : Prenons l ’origine des 
coordonnées au centre attractif. Désignons 
par r  le rayon vecteur (fig. 357) mené de 
l ’origine au point où se trouve la masse 
unité, et soit r Q le vecteur unitaire de cette
direction. On a alors F  = ----- 5- r°, k étanttù .

la constante universelle de gravitation. Les composantes de F  sur les axes 
sont respectivement

X = —km —  —  ; Y = - k m - Z = —k mA r  — .r2 r r2 r r2 r

Fig. 357

Le travail de la force F  sur l ’arc M.iM2 est
(Mz) <M2) (Mz)

A t f xdx  +  ydy  +  zdz  , f r dr T f
A — —km \  -3---------- =  km \ —3— =  km \ d I — I

(Mi) (Mi) (Mi)
(étant donné que r2 =  x2 -f- y2 +  z2, r dr =  x dx +  y <dy +  z dz). Désignant 
par Ti et r2 les longueurs des rayons vecteurs des points Mi et M 2, on 
obtient :

A =  km ( —------—) .V r2 rt t

Par conséquent, ici encore l ’intégrale curviligne né dépend pas du che
min d’intégration. La fonction u =  est appelée le potentiel du champ
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d’attraction de la masse m. Dans notre cas

X = du
dx Y du

~dî/’
A = u (M2) -  u (Mi),

c’est-à-dire que le travail pour déplacer la masse unité est égal à la différence de 
potentiel entre les points final et initial.

§ 8. Formule d’Ostrogradsky

Soit un domaine régulier V de F espace à trois dimensions, limité 
par une surface fermée a et ayant pour projection sur le plan Oxy 
un domaine régulier D à deux dimensions. Nous supposerons que 
l’on peut partager la surface a en trois parties cr1} 02, or3 de sorte 
que les équations des deux premières s’écrivent

z = fi (x ,y )  et z =  / 2 (x, y).
fi (x , y) et (2 , y) étant continues dans le domaine D, et la troi
sième partie u3 étant une surface cylindrique de génératrices parallè
les à l ’axe Oz.

Considérons 1 ’ intégrale

=  555 ^ ^ - d x d y d z .

Intégrons d’abord sur les z :

M î (  î  - d* ) d* dv -
D /i(a, V)

= ^ Z ( x ,  y, fz (x, y))dxdy— ^ Z ( x ,  y, U (x, y))dxdy. (1)

Définissons sur la surface 0  la normale positive, dirigée vers 
l ’extérieur. Alors cos (n, z) sera positif sur la surface 02 et négatif 
sur la surface Oj : il est nul sur la surface 0 3.

Les intégrales doubles du second membre de l ’égalité (1) sont 
égales aux intégrales de surface correspondantes

\ \ z { x ,y ,h { x ,y ) ) d x d y  = \ \  Z (x, y , z) cos (n, z) do, • (2')
D 02

\ \ z (x > f i ( x ’ y ) ) d x d y = ^ Z ( x ,  y, z) ( — cos (n, z))da.
D a i

Nous avons écrit dans la dernière intégrale (—cos (n, z)) parce que 
l ’élément d’aire ÀOi de 0 d est lié à l ’élément d’aire As du domaine
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D par la relation A s =  Afft [—cos (n, z)J, étant donné que l ’angle 
(ny z) est obtus 

Ainsi,

j  j  z  (x, y , fi (X, y)) dxdy =

— — j  |  Z (x, y, fi (x, y)).cos (n, z) do. (2")
01

Substituant (2') et (2") dans (1), on obtient: 

j  j  j  -9-Z {x-̂ '  z) dx dy dz =
V

=  j  j  Z (x, y, z) cos (ra, z) do+  j  j  Z (a;, y , z) cos (;n, z) ao.
02 CTl

Pour la commodité des calculs à suivre, recopions cette dernière 
égalité en lui ajoutant la quantité j  j  Z (x, y , z) cos (n, z) do =  0

O j
(on a cos (n, z) =  0 sur cr3) :

111 d x i , d l  =
V

=  j  j  Z cos (n, z) d a+  j  j  Z cos (n, z) dcr+ J j  Z cos (n , z) do.

Or, la somme des intégrales du second membre est égale à l ’inté
grale sur toute la surface o fermée ; par conséquent,

j  1 i  ~lïz d x d y d z = ^ Z ( x ,y ,z )  cos in i z) do. 
v o

On obtient d’une manière analogue les relations:

j j j  ^ j-d x d yd z=  j j  Y  {x, y, z)cos\n,y)do,
V  o

11 i d x d y  = 11 ^ (#» Vi z ) cos fa, x ) do.
V  o

Ajoutant membre à membre ces trois dernières égalités, on
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obtient la formule d'Ostrogradsky *) : 

y
=  j j (X cos (n, x )- \-Y cos (n,y) + Z cos (n, z)) do. (2)

L’expression — -f — +  ̂  est appelée la divergence du vecteur

et on l ’écrit d iv jP :
F =  X i  +  Y3 +  Zk 

_  dX , dY . dZ
d lv F = i r + w + ^

Indiquons que cette formule est vraie pour tout domaine pouvant 
être partagé en domaines partiels satisfaisant aux conditions men
tionnées au début de ce paragraphe.

Donnons une interprétation hydrodynamique de la formule 
établie.

Supposons que F  =  X i  +  Y j  +  Z7c soit le vecteur vitesse d’un 
fluide traversant le domaine V. L’intégrale de surface dans (2) est 
alors l ’intégrale de la projection de F  sur la normale extérieure n ;  
elle donne la quantité de fluide sorti du volume V à travers la sur
face a pendant l ’unité de temps (ou qui y est entré, si l’intégrale 
est négative). Cette quantité s’exprime au moyen de l ’intégrale 
triple de div F.

Si d iv jP  =  0, l ’intégrale double sur toute surface feimée est 
nulle, la quantité de fluide entré ou sorti est nulle. Plus précisé
ment, la quantité de fluide entré dans le volume donné est égale 
à la quantité de fluide sorti.

Sous forme vectorielle, la formule d’Ostrogradsky s’écrit

j  j  j  div F d v  =  j  j  F n  ds ( lr)
J V J a

et elle s’énonce: Vintégrale de la divergence d'un champ vectoriel F  
dans un volume est égale au flux du champ vectoriel à travers la surface 
limitant ce volume.

§ 9. Opérateur hamiltonien et quelques applications

Soit donnée une fonction u = u (x, z/, z). En chaque point du 
domaine où la fonction u (x, y, z) est définie et dérivable, est déter-

*) Cette formule (appelée parfois formule d’Ostrogradsky-Gauss) a été 
découverte par le célèbre mathématicien russe M. Ostrogradsky (1801-1861) 
qui l’a publiée en 1828 dans son article « Notes sur la théorie de la chaleur ».
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miné le gradient :
grad u = i - % + t %  +  k % .  (1.)

Parfois le gradient de la fonction u (x, y , z) est désigné ainsi:
. du . . du , ,  du / n .Vu =  r ^ + / - ¥  +  /c1 F ; (2)

le signe V se lit «nabla»
1. Il est commode d ’écrire sous une forme symbolique P éga

lité ..(2):
V u - ( i ± r + j ± + k ± ) u  (2')

et de considérer le symbole

comme un «vecteur symbolique ». Ce vecteur symbolique est appelé 
opérateur hamiltonien ou opérateur nabla (opérateur V)- II découle 
des formules (2) et (2 ') que quand on « multiplie » l ’opérateur sym
bolique V par une fonction scalaire u , on obtient le gradient de 
cette fonction:

Va =  grad u. (4)
2. On peut former le produit scalaire du vecteur symbolique V 

par le vecteur F  =  iX  +  j Y  +  kZ :

w - i * é + i - k + * - k ) < * x + . i r + * z > -
d v  . d ■y . d rr dX  , dY  . dZ , .  —,

= i ï x + i v Y + i r z = ^ + ^ i + ~ dlvJF
(voir § 8). Ainsi,

V-F =  div F. (5)
3. Formons le produit vectoiieï du vecteur symbolique V par 

le vecteur F  =  iX  +  j Y  -f kZ :

v *  F -  x  V x + ô Y + k Z )  -
i 3 k d d d d d d
d

dx
d
dy

d
dz =  i dy

Y
dz

Z
—3 dx

X
dz

Z
+ k dx

X
dy

Y
X. Y ZX. Y  Z

. /  dZ d Y \  . (  dZ d X \  . 7 I d Y  dX  \
~  *  \  dy d z )  3  (  dx dz )  \  dx dy  )

. t  dZ d Y \  , . ( dX  d Z \  . ,  ( : d Y  dX  \  .
+ * ( - K - W  + k  ~ ~ d ï) = r o tF
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(voir § 7). Ainsi,
V X  JF =  rot F . (6)

Il découle de ce qui vient d’être dit que l ’utilisation du vecteur 
symbolique V permet d’exprimer sous une forme très succincte les 
opérations vectorielles. Considérons encore quelques formules.

4. Le champ vectoriel F  (,x , y, z) =  iX  +  j Y  +  UZ est dit 
champ vectoriel potentiel si le vecteur F  est le gradient d ’une cer
taine fonction scalaire u (x, y, z):

ou
F  =  grad u

. du
~dÿ

du
dz

Dans ce cas les projections du vecteur F  seront
Y  ____ du yr  ____ du y    Ôll

A  “  ^  1  ~~~dÿ  ’  / J ~"~dz *

J1 découle de ces égalités (voir t. ch. VIII, § 12) :
d X  _  d Y  d Y  _  dZ dX  _  dZ
dy dx  ’  dz dy  ’  dz dx

OU
d X  d Y  _ () d Y  dZ _ n â X  dZ  _ 0  
dy dx  ’ dz dy  1 dz dx

-Par conséquent, pour le vecteur F  considéré
rot F  =  0.

Nous obtenons ainsi:
rot (grad u) =  0 . (7)

En appliquant l’opérateur V, on peut écrire en vertu des for
mules (4) et (6) l ’égalité (7) sous la forme:

(V x  Vu) =  0. (7')
Utilisant la propriété que lors de la multiplication d ’un produit 
vectoriel par un scalaire il suffit de multiplier par ce scalaire l ’un 
des facteurs seulement, nous écrirons :

(V X.V) u = 0 .  (7*)
L’opérateur V possède de nouveau les propriétés d’un vecteur 

usuel : le produit vectoriel du vecteur par lui-même est nul.
Le champ vectoriel F (x, y , z) pour lequel rot F  — 0 est dit 

irrotationneL II découle de l ’égalité (7) que tout champ potentiel 
est irrotationnel.

L’inverse est vrai également; autrement dit, si un certain champ 
vectoriel F  est irrotationnel, il est potentiel. La validité de cette 
affirmation découle des raisonnements conduits à la fin du § 7.
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5. Le champ vectoriel F  (x, y, z) pour lequel
div F  =  0,

c’est-à-dire le champ vectoriel, qui ne recèle pas de sources (voir § 8), 
est appelé solénoïdal ou tubulaire. Démontrons que

div (rot F) =  0, (8)
autrement dit que le champ rotationnel ne recèle pas de sources. 

En effet, si F  = iX  +  j Y  +  kZ, alors
. _  . ! 9Z d Y  \  . . /  9X 9Z \  . 7 l 9 Y  9 X  \

x o tF ^ z  + J  U r - ü r )  + *  ( -9 T --9 ir) -
et c’est pourquoi

d /  dZ dY  \  , d i dX  dZ \  ,div (rot F) Qx ( dy dz ) +  dy ( dz dx ) +

, 1  = 0
dz \  dx dy )

L’égalité (8) s’écrira à l ’aide de l’opérateur V ’.
V (V X F) =  0. (8 ')

La partie gauche de cette égalité peut être considérée comme 
le produit mixte yectoriel-scalaire des trois vecteurs V, V? F  dont 
deux sont identiques. Ce produit est évidemment égal à zéro.

6 . Soit donné un champ scalaire u = u (x, y , z). Définissons 
le champ des gradients :

j  . du , . du . ,  dugrad u = .

Nous trouvons ensuite

dW(grad » > - • £ ■ ' ( £ ) + £ ( £ ) + - £
OU

div (grad u) = d2u . d2u . d2u
dx2 1 dy2 1 dz2

Le second membre de cette égalité est noté
d2u , d2u , d2u

ou symboliquement 

Le symbole

Au =

À w =  ( 

A =

dx 2

d2
dx2

d2
dx2

dy2

d2

dz2 

d2

d2
dy2

dz2

d2 
’ dz2

)u .

(9)

(10)

est appelé opérateur de Laplace.
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Par conséquent, l ’égalité (9) peut s’écrire:
div (grad u) =  Au. (11)

A l’aide de l ’opérateur V l ’égalité (11) s’écrira sous la forme
(VVw) =  Aw, c.-à-d. A =  V2. (Il')

Notons que l’équation

ou

d2u
'dx2

d2u . d2u
1 ^ ' l ï z 2

Au =  0

(12)

(12')

est appelée équation de Laplace. Les fonctions vérifiant l ’équation 
de Laplace sont appelées fonctions harmoniques.

Exercices
Calculer les intégrales curvilignes suivantes:

1. J y2 dx -j- 2xy dy sur le cercle x =  a cos t, y =  a sin t. Rép. 0.

2 .  ̂ y dx — x dy sur l ’ellipse x =  a cos t, y =  b sin t. Rép. —2nab.

3; j  y2  dx~  qr^2~dy sur un cerc*e ceûtré à l ’origine. Rép. 0.

4. J y sur la droite y =  x de x =  l  à x =  2 . Rép. Log 2.

5. J yz dx-f- xz dy +  xy dz sur l ’hélice x — a cos t, y =  a sin t, z =  kt , t 
variant entre 0 et 2ji. Rép. 0.

6 . J x dy — y dx sur l ’hypocycloïde x =  a cos3 t, y =  a sin3J. Rép. — nar
(le double de l’aire limitée par la courbe).

7. —y dx étendue à la boucle du folium de Descartes x = 3 at
1 +  fS ’ y =

Sat2

l +  *3 . Rép. 3a2 (le double de l ’aire limitée par la boucle).

8 . j  x dy — y dx sur la courbe x =  a (t — sin t), y =  a ( 1  — cos t) ( 0  ^
t 2n). Rép. —6jta2 (le double de l ’aire comprise entre un arc de la cycloïde

et l’axe Ox).
Démontrer que:

9. grad (c<p) =  c grad 9 , où c est constant.
1 0 . grad (citp +  C2 i|)) =  c± grad 9  -j- c2  grad op, où ci et c2 sont constants.
1 1 . grad (qpîp) =  9  grad i|) +  ip grad (p.
12. Calculer grad r, grad r2, grad — , grad /  (r), où r =  ~l/z2+  y2 +  z2-

Rép. 2r ; -
13. Démontrer que div (A B) =  div A  +  div B.
14. Calculer div r, où r  — xi +  y.j +  zlc. Rép. 3.
15. Calculer div (ul©), où A est une fonction vectorielle et 9 une fonction sca

laire. Rép. 9 div A  +  (grad 9^ ).
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(c16. Calculer div (r«c), où c est un vecteur constant. Rép. ——'.
17. Calculer div B  (rA). Rép. AB .

Démontrer que :
18. rot (cfA-i +  c2A 2) =  ci rot -4 !+  c2 rot A 2t où c* et c2 sont des constantes.
19. rot (Ac) =  grad A  X c, où c est un vecteur constant.
20. rot rot A  — grad div A — LA.
21. A  X grad <p=rot (yA).

I n t é g r a l e s  d e  s u r f a c e

22. Montrer que J  ̂ cos (nz) da =  0, n  étant la normale à la surface fermée a.
23. Trouver le moment d’inertie d’un segment sphérique d’équation x2 +  

-f- y2 +  z2  =  R2 coupé par le plan z =  H par rapport à l ’axe Oz. Rép.

(2R3  — 3R3H  +  H3).

24. Trouver le moment d’inertie de la portion du paraboloïde de révolution 
x2 4- y2 =  2cz coupée par le plan z =  c par rapport à l ’axe Oz. Rép.

,6 1 /3 + 1
4 n c 4  • 15

25. Calculer les coordonnées du centre .de gravité de la partie de la surface
i?2 2conique x 2  +  y2 =  ^  z 2 coupée par le plan z  =  H. Rép. 0 ; 0 ; -g- H.

26. Calculer les coordonnées du centre de gravité du segment de la surface 
sphérique x 2  +  y2+  z2= i ?2 coupé, par le plan z  =  H. Rép. ^0, 0, —

27. Calculer J ^ [x cos (nx) +  V cos (ny) +  z cos (nz)] do sur une surface
a

fermée. Rép. 3 F, F étant le volume intérieur a la surface o.

28. Calculer ^  ̂ zdxdy ,  où S désigne le côté extérieur de 1-a sphère x2 +

+  y2 +  z2 =  R3. Rép. A  JtR*.

29. Calculer ^ J x 3  d y  d z  +  y 3  d z d x  +  z2 d x  d y ,  où S  est le côté extérieur de

la surface de la sphère x 2  +  y2 4- z2 =  i?2. Rép. jri?4.

30. Calculer |   ̂ f2 ds, où S désigne la surface latérale du cône

/ï2 nZ h2  Rép.
2 Jta2 ~\/ a2 4~ ô2

d2 1 az fc2 3

31. A l ’aide de la formule de Stokes transformer l ’intégrale  ̂ y  d x  4- z  d y +

4- x dz, Rép. — j j  (cos a  4- cos 04- cos y) ds.
S
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Trouver les intégrales curvilignes directement et en appliquant la formule 
de Stolces:

32. J (y +  z) dx +  (z +  x) dy +  (x +  y) dz, où L est le cercle x2 +  y2 +

Jtfl«
+  z2 =  a2, x +  y +  z =  0. Rép. 0.

33.  ̂x2 y 3  d x - \ ~ d y z  dz, où L est un cercle x2 -\-y2—R2, z =  0. Rép.
L
Appliquant la formule d’Ostrogradslcy, transformer les intégrales de sur

face en intégrales de volume:

3 4 .  j j  (x cos a  +  y cos P +  z cos y) ds. Rép. J  J  J  3dx dy dz =  3F.
J v J

35. j f (x2 + y2 + z2) (dy dz + dx dz +' dx dy). Rép. 2 j j f (x + y +
s J y J

+  z) dx dy dz.

36. j j  xy dx dy -f- yz dy dz -j- zx dz dx. Rép. 0.

H du du du f  f  P /  d2u d2u . d2u \
1 F dydz +  - ^ d x d z + - g r dxdy.  Rep. ]  J }  +  X

s y
X dx dy dz.
Appliquant la formule d’Ostrogradsky calculer les intégrales suivantes :

38.  ̂ J  (x cos a + y  cos P +  z cos y) ds, où S est la surface de l ’ellipsoïde

X 2  U2 Z2

•SF+-f2-+7r=1- RéP- inabc-

39.  ̂  ̂ (a:3 cos a + y 3  cos P +  z3 cos 7) ds, où S est la surface de la sphère

19
x2  +  y2 +  z2 =  R2. Rép. —  a r t#5.ü

40.  ̂  ̂ x2 dy dz-\~y2 dzdx +  z2 dxdy,  où S est la surface du cône *̂ 2“+*^2 ““
S

z2 jt a2b2
2̂~=  0 (0 z b). Rép. 2 *

41.  ̂  ̂ xdy dz-\-y dx dz-\-z dx dy, où S est la surface du cylindre x2 -J-y2 =  a2,

— H <^z Rép. Sna2H.
f f / d2u d2u \  f  du

42. Démontrer l ’identité J J “̂̂ 2"H—fy 2 ~) d x d y =  \ ds, où C est le con-
jD C

tour limitant le domaine D et la dérivée selon la normale exté-an
rieure.

T%
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S o l u t i o n .

î î  ( 'Î f + i |" )  ‘k ‘*ÿ=j-y<Zx+xdÿ=
D C

— J [ — Pcos (s, #) 4- X sin (s, æ)] ds, 
c

où (s, x) est l ’angle entre la tangente au contour C et l ’axe Ox. Si l ’on désigne 
par (n, x) l ’angle entre la normale et Ox, on a sin (s, x) =  cos (n, x), 
cos (s, x) =  — sin (n, x). Par conséquent,

j  j  dx dy== I  cos *)+Y’sin tfs-
D C

Posant X =  4 r -1 Y"= 4r~ » 011 obtient : dx dy

H( d2u d2u 
dx2  dy2

 ̂ d x d y =   ̂ ^ -^-cos(n , +  sin (n, a:)̂  ds

ou

H( d2u d2iz
di2’+ "dÿ2'J d x d y =  J ■ ds.

D C
43. Etablir l ’identité (appelée formule de Green)

 ̂ J  ̂(vAu—u Av) dx dy dz — J  ̂ [ v ~dn---- u l )n)
V a

u et v étant des fonctions continues et ayant des dérivées du second ordre conti
nues dans le domaine D.

Les symboles Au et Av représentent:
d2u , d2u d2u d2v d2v , d2v

+ ^ r >  Aw= a p - +A u- dx2  ' dy2  1 dz2  ’
S o l u t i o n .  Dans la formule

dX . dY  , dZun- dx dy dz

dy2  

 ̂ dx dy dz —

dz2  *

=  J  ̂ [Xcos(rc, arJ+Ycos («, y)-\-Z cos (n, z)] do 
a

posons
X —vu'x uv'x, 
Y  =  vuy - u v 'y, 
Z —vu' — uv'.

On a 
dX , dY  , dZ
dx dy dz =  V (u"xx +  u-yy+ u"zz) - u ( v " x+  v'yy+ v’zz) =  vAu-uAv,  

X  cos (n, £ ) + Y  cos (n, y)-\-Z cos (n, z) =
=  v(ux cos(n, x) +  uy cos (rc, y)+u'z cos (n, z)) — u (v'x cos (n, x) +

du dv
+  v'y cos (ra, y)-rv'z cos {n, z)) =  v — u •
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Par conséquent,

 ̂ J  ̂ (v Au—u Av) dx dy d z =   ̂ J [ v ~dn---- ^

44. Etablir l ’identité
j  j  j  A u d x d y d z = ^  j - ^ d o ,

où Au = d2u , dfiu d2u
0x2 ' dy% dz‘2

S o l u t i o n .  Posons dans la formule de Green, établie dans P exemple 
précédent, v =  1. Alors Ai; =  0 et l ’identité est démontrée.
45. Si u (x, yj z) est une fonction harmonique dans un certain domaine, 
c’est-à-dire une fonction telle qu’en chaque point de ce domaine est vérifiée 
l ’équation de Laplace

02 u, , 02 u t d2u ^
+  0220x2 dy2

on a sur toute surface fermée u

H du
dn do = 0.

S o l u t i o n .  Gela résulte directement de la formule du problème 44.
46. Soit u (x, yj z) une fonction harmonique dans un domaine V et considé

rons dans V une sphère o de centre M  (xlf yu zi) et de rayon R. Montrer que

“ (*i. w. { J uda-
0

S o l u t i o n .  Considérons le domaine Q limité par les deux sphères o, 
g de rayons R et p (p <c R), de centres au point M (xu yu 2i). Appliquons 
à ce domaine la formule de Green du problème 43, où u sera la fonction 
indiquée ci-dessus et v la fonction

1 1v — -
V  (x — x i)2 +  (ÿ — v i f  +  (Z — Zi)2 

On s’assure directement en dérivant et en substituant que
02y

02y 02y
0X2 ** 01/2

022 = 0. Par conséquent,

Î J  ( v - | r - “ - i s n ) * ÏŒ0’
0+0

J J ( f £ — J î
Sur les surfaces o el o la quantité —  est constante O t ) et on peut
la sortir de sous le signe d’intégration. En vertu du résultat établi dans
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le problème 45 :

Par conséquent,

mais

Donc

ou

4- 5j
CF

- HU , <y

•m *(4) .
dn dr

+ î î “4 - ® - î î “4-'i» - 0
a à

■^î î  u d a = ~ m H  “dff-
* â

le la moyenne à l ’intégrale <
1 c

Appliquons le théorème de la moyenne à l ’intégrale de gauche :

(1)

(2)

où u (£, rj, £) est un point sur la surface de la sphère de rayon p et de centre au 
point M (xlt y u zô-

Faisons tendre p vers zéro; alors u (£, rj, £) u (,xlf y i7  Zf):

a
Donc, lorsque p 0, on obtient :

j  j  udo-+u(*i, vi, z,) 4n. 
0

En outre, étant donné que le second membre de l’égalité (1) ne dépend pas 
de p, lorsque p 0, on obtient en définitive:

ou

ud<f=4 nu (xlf yit Zf)

“ (*l> ÿl, zi)= 4jt1̂ r  j j uda-
a



Chapitre XVI 

SËRIEâ

§ 1. Série. Somme d’une série 

D é f i n i t i o n  1. Soit donnée une suite numérique infinie *) 

Wj, un, . . .
L’expression

Ul  +  « 2  +  U3 +  . . . +  Un +  . . . (1 )

est appelée une série n u m ériqu e , les nombres u u  w2, . . wn, . . . 
sont les term es de la série.

D é f i n i t i o n  2. La somme des n  premiers termes de la 
série est appelée som m e p a r tie l le  sn :

sn  =  u i +  u 2 +  . . . +  un.

Considérons les sommes partielles:

Si =  Ui,
$2 =  U \  -J" W2?

S$ =  U1 +  W2 +  w3,

$n  =  U X +  U 2 +  U 3 +  . . . +  U n .

Si la lim ite suivante existe et est finie :

s =  lim sn%
n->oo

on l ’appelle la som m e de la  série  (1) et on dit qne la série  converge. 
Si lixn sn n ’existe pas (par exemple, sn <x> lorsque n  —*~ oo),

■1H OO
on dit que la série  (1) diverge e t qu 'elle  n 'a  p a s  de som m e .

*) On dit qu’une suite est donnée lorsqu’on connaît la loi permettant 
de calculer tout terme uni une fois donné n.
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E x e m p l e .  Considérons la série

0 +  a <2 +  aQ2 +  • • • +  aq71' 1 +  . . . (2)
C’est une progression géométrique de premier terme a et de raison q (a 0). 
La somme des n premiers termes de la progression géométrique (lorsque 

q ^  1) est égale à
_  a — aqn

ou
a aqn

1) Si | q | <  1, qn ->- 0 lorsque r-j-oo et, par conséquent,

lim sn =  lim f _ 2 ______
n-yoo 71-ï-oo \  1 —  q 1 — q ) 1 — q

Ainsi, lorsque | q\ <; 1, la série (2) converge et sa somme est
a

2) Si | q | >  1, | qn I -*■ oo lorsque n~*~ oo et ^  ----^ ± 0 0  lorsque

n ->• 00, c’est-à-dire que lim sn n’existe pas. Ainsi, lorsque | q | >  1, la série
71—VOO

(2) diverge.
3) Si q =  1, la série (2) s’écrit

cl - f -  cl - j -  a  - j -  . .  .

Par conséquent,
sn — na, lim sn =  00,

n-Ko
la série diverge.

4) Si q — —1, la série (2) s’écrit

et
a — ff-j-a — a +  . . .

J 0 si n est pair 
l  a si n est impair.

sn n’a pas de limite, la série diverge.
Ainsi, la progression géométrique (de premier terme non nul) converge si, 

et seulement si, sa raison est plus petite que l ’unité en valeur absolue.

T h é o r è m e  1 . Si la série obtenue en supprimant dans (1) 
plusieurs termes converge, la série proposée converge également.

Réciproquement, si la série proposée converge, la série obtenue en 
supprimant plusieurs termes converge également.

En d’autres termes- on n'affecte pas le caractère de la convergence 
d'une série en y supprimant un nombre fini de termes.

D é m o n s t r a t i o n .  Soient sn la somme des n premiers 
termes de la série (1), ch la somme des k termes supprimés (notons



SÉRIE. SOMME D ’UNE SÉRIE 279§ 1]

que si n est suffisamment grand, tous les termes rejetés sont compris 
dans la somme sn) et soit encore an-k la somme des termes de la 
série entrant dans sn mais non pas dans ck. On a

7̂i -h ?
ch étant un nombre constant ne dépendant pas de n.

Il résulte de cette dernière relation que si lim 0n~h existe, alors
n-H»

lim sn existe aussi; si lim sn existe, il en est de même de lim
n - v o o  n —n »  Ti—yoo
ce qui démontre le théorème.

Pour terminer ce paragraphe, indiquons deux propriétés élémen
taires des séries.

T h é o r è m e  2. Si la série
Hr 0 2 +  . . . (3)

converge et si sa somme est s, la série
cai -f- ca2 -f- . . (4)

ou c est un nombre arbitraire fixe, converge aussi et sa somme est es.
D é m o n s t r a t i o n .  Soient sn et an respectivement les 

sommes partielles de (3) et (4). On a
an =  cai +  • • • +  can =  c (a± +  . . . +  an) =  csn.

Il en résulte que la limite de la somme partielle an de (4) existe, car
lim an = lim (csn) =  c lim sn =  es.

7l—yoo  71—>oo n —yoo

Ainsi, la série (4) converge et sa somme est es.

T h é o r è m e  3. Si les séries

et
a i ” f ~  0 2  • • •

bi +  b2 +  - • •

convergent et ont pour sommes s et 5, les séries

(5)

( 6)

(ai +  bi) +  (02 +  b2) +  . . . (7)
et

(ai — &i) +  (û2 — 62) +  • • • (8 )
convergent également et ont pour sommes s +  s et s — s.

D é m o n s t r a t i o n .  Montrons la convergence de la série (7). 
Désignons sa somme partielle d’indice n par an et les sommes par-
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tiëlles de (5) et (6) respectivement par sn et sn ; on a
an =  ('ai +  &i) +  • • • ■ +  (fliv+ bn) ==■ =

=  (#1 +  - • • +  an) +  (&! +  . . .  +  bn) =  sn +  sn.
Passant dans cette égalité à la limite lorsque n .->• qo, on a 

lim Gn — lim (sn sn) =  üm sn +  lim Jn = s +  s-
71—>-oo 7 1 - ^ 0 0  71—> o o  n —> o o

Ainsi, la série (7) converge et elle a pour somme s +  s.
On démontre d’une manière analogue que la série (8) converge 

aussi et qu’elle a pour somme s — s.
On dit que les séries (7) et (8) ont été obtenues en ajoutant ou 

soustrayant terme à terme les séries (5) et (6).

§ 2. Condition nécessaire de convergence d’une série

Lorsqu’on étudie une série, l ’une des questions fondamentales 
est celle de la convergence ou de la divergence de cette série. Nous 
établirons plus bas des critères suffisants qui résolvent cette question. 
Nous nous proposons maintenant d’établir un critère nécessaire de 
convergence.

T h é o r è  m e. Si une série converge, son terme général un tend 
vers zéro lorsque n tend vers l'infini.

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons que la série

U 1 +  u 2 +  u 3 +  • • • +  7̂i +

converge, c’est-à-dire que l’on ait l ’égalité
lim sn = s,
71—X X )

où s est la somme de la série (un nombre fini fixe) ; mais on a alors 
également l'égalité

lim sn-i =  s,
7 1 - > o o

car n et (n — 1) tendent vers l’infini en même temps. Retranchons 
terme à terme la seconde égalité de la première, on obtient :

lim sn— lim =  0
ou

n - > o o  7 i - + o o

lim (sn — s„-i) =  0 .
71—> o o

Or,
S n Sn -1  u n .
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Donc
lim un =  0 ,

n-±oo
c.q.f.d.

C o r o l l a i r e .  Si le terme général un d'une série ne tend pas 
vers zéro lorsque n -->• oo, la série diverge.

E x e m p l e .  La série

-L +JL+JL-l. | ” _ I
3 +  5 +  7 + • • • +  2n +  l  + • • •

diverge, car

Soulignons que le critère examiné donne une condition néces
saire, mais non suffisante, c’est-à-dire qu'une série peut très bien 
diverger bien que son n-ième terme tende vers zéro.

Ainsi, la série suivante, dite série harmonique 
^ . 1 . 1 . 1 . ; 1 .
1 +  -Ô- +  T  +  T +  • • • +  1T +  • • •

diverge bien que

lim un =  lim — =  0 .

Pour le démontrer, recopions un plus grand nombre de termes 
de la série harmonique :

, , 1 , 1 , 1 , i , 1 
1 +  ~T +  T  +  X +  T  +  “ft '2

1

1 1 
T+1T +

X 1 1 1 1 1 1 1 1
T  "T “ïô" TT ^ TT TT TT “t" TT ^  TT “H TT +  • • •12 13 14 T  15 n 16 17 ( 1 )

Ecrivons encore la série auxiliaire

1+ T  +  T  +  T  +  '8 + T +  '8 + ¥  +

+  16 +  16 +  16 16 +  16 +  16 16 +  16 
16 termes

/------*------V
+ ‘4 ’+ •  • • + 'M '+ • • • (2)

On construit la série (2) comme suit : son premier terme est égal
1 1 à 1 , le second à y  i Ie troisième et le quatrième à y  , les quatre sui-
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1 1 vants sont égaux à -g- , les huit suivants à jg , les 16 suivants à
1

3 2  ’ e t c ‘
Désignons par Sn} la somme des n premiers termes de la série 

harmonique (1) et par s{n la somme des n premiers termes de la 
série (2).

Gomme chaque terme de la série (1) est plus grand^que le terme 
correspondant de la série (2) ou lui est égal, bn a pour n >  2

# '> # ' •  (3)
Calculons les sommes partielles de la série (2) pour les valeurs 

de n  égales à 21, 22 , 23, 24, 25:

*2= i + 4 " = 1 +1-4-1

« 4  =  1 ( t + t )  =  1 +  T  +  T  =  1 +  2 ' T ’

s8 =  1 +  y  +  ( T  +  T  ) +  ( ¥  +  T T  +  4  ) =  1 +  3 ' T  ’

«i6 =  l +  y + ( x + t )  +  ( ¥ +  • • • + ¥ )  +
4 termes

+  ( i j +
8 termes

Ss2 =  1 +  T + ( t  +  t )  +  (1 + •••+¥■) +
4 termes

+ (à+-- -+à)  + (4 + - - - + é )  = 1+5-T ; ̂ ^
8 termes 16 termes

1 1on calcule de la même manière s26= l - | - 6 - y ,  s27 =  l + 7 - y  et, en

général, s2ft= l  +  fe -y .
Par conséquent, les sommes partielles de la série (2) peuvent 

être supérieures à tout nombre positif en prenant k suffisamment 
grand, c’est-à-dire que

limsn2) =  oo,
n -fo o

mais il résulte alors de la relation (3) que
lim Sn  ̂= oo,
n->oo

c’est-à-dire que la série harmonique (1) diverge.
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§ 3. Comparaison des séries à termes positifs
Soient deux séries à termes p o s i t i f s

& i  +  u 2 +  u 3 +  • • • +  u n  +  . . ( 1 )

+  2̂ +  v 3 +  • • • +  v n  +  • • • (2)
Nous avons les théorèmes suivants.

T h é o r è m e  1. Si les termes de la série (1) ne sont pas supé
rieurs aux termes correspondants de la série (2), c'est-à-dire que

Un < v n (tz =  1 , 2, . . .), (3)
et si (2) converge, la série (1) converge aussi.

D é m o n s t r a t i o n .  Désignons par sn et an les sommes par
tielles de la première et de la deuxième série:

n  n

s n —  S  U i ,  0*n =  V i • 
i= l i—i

Il résulte de la condition (3) que
* n  ^  • ( ^ )

Comme la série (2) converge, ses sommes partielles ont des limites
lim crn =  cr.
n~+oo

Les termes des séries (1) et (2) étant positifs, on a an <  cr, et, 
en vertu de l ’inégalité (4),

s* <  <r.
Ainsi, nous avons démontré que les sommes partielles sn sont bor
nées. Notons que, lorsque n croît, la somme partielle sn croît, et il 
résulte du fait que la suite des sommes partielles est bornée et croît 
qu’elle a une limite *)

lim sn =  s,
n —> oo

et, évidemment,
5 ^ 0 * .

Le théorème 1 permet de se prononcer sur la nature de certaines 
séries.

*) Pour se convaincre que la variable sn a une limite, rappelons-nous un 
critère d’existence de la limite d’une suite (voir théorème 7, § 5, chap II, t.I) : 
« une variable bornée et croissante a une limite ». Dans notre cas, la suite des 
sommes sn est bornée et croît, donc elle a une limite, la série converge.
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E x e m p l e  1. La série
1 1 1  1

1+ '22'+ i r + - p - +  • • •+ “̂ - + • • •
converge, étant donné que ses termes sont plus petits que les termes corres
pondants de la série

1 1 1  1
1+ ~2?+ W 4" F '+  • • + ~ w +  • ••

1qui est une progression géométrique de raison à partir du deuxième terme.z
1

Sa somme est 1 ^ . En vertu du théorème 1, la série proposée converge
1donc, et sa somme est plus petite que I-75- .

T h é o r è m e  2. Si les termes de la série (1) ne sont pas inférieurs 
aux termes correspondants de la série (2), c'est-à-dire que si

Un >  Vn, (5)
et si la série (2) diverge, la série (1) diverge également.

D é m o n s t r a t i o n .  Il résulte de la condition (5) que

sn >  <*n- (6)
Comme les termes de la série (2) sont positifs, sa somme partielle 

an croît avec n , et comme elle diverge,
lim an=oo.
n-> oo

Mais alors, en vertu de l ’inégalité (6),
lim 5^ = 00, 
«-►00

la série (1) diverge.
E x e m p 1 e 2. La série 

, . 1
1/2 1/3 "]/«

diverge, car, à partir du second, ses termes sont supérieurs aux termes cor
respondants de la série harmonique

1 1  1
1+ T + T + - + -  + .....

dont on sait qu’elle diverge.

R e m a r q n e 1. Les deux critères que l ’on vient de donner 
(théorèmes 1 et 2) ne sont légitimes que pour les séries à termes 
positifs. Ils restent en vigueur lorsqu’il manque plusieurs termes
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dans l ’une ou l ’autre série. Toutefois, ces critères ne sont plus vrais 
si l ’une quelconque des séries possède des ternies négatifs.

R e m a r q u e  2. Les théorèmes 1 et 2 sont également vrais 
lorsque les inégalités (3) ou (6) commencent à être vérifiées seulement 
pour n ^  N  et non pas pour tous les n =  1 , 2, 3, . . .

§ 4. Règle de d’Alembert

T h é o r è m e  ( r è g l e  d e  d’ A l e m b e r t ) .  Si dans une 
série à termes positifs

u i  +  u 2 +  U Z +  • • • +  U n  +  • • • (1)

le rapport Un a une limite finie l lorsque n 

lim -Ï2±i. =  iy
n-voo  u Tt

oo

(2)

1) la série convergé1 lorsque l <  1 ,
2) la série diverge lorsque l >  1 

(si 1 = 1, on ne peut rien dire).

D é m o n s t r a t i o n .  1) Soit Z <  1. Considérons le nombre 
q tel que Z <  q <  1 (fig. 358).

q~l q-l
^  Liïnifq 1 ^

“n
Fig. 358

Il résulte de la définition des limites et de la relation (2) que 
l ’on a pour tous les n à partir d ’un certain numéro N, c’est-à-dire 
pour n ^  N, l ’inégalité

^ ± L < q .  (2 ')

En effet, comme la quantité ^±1 tend vers la limite Z, on peutun
rendre la différence entre et le nombre l (à partir d ’un certain N)Urn
inférieure en valeur absolue à tout nombre positif, en particulier 
à g — Z, c’est-à-dire que

I
I “n < g —Z.
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Cette dernière inégalité entraîne (2 '). Ecrivons cette inégalité 
pour divers n à partir de N:

UN+i <  QUNi

UN+2 <  QuN+i <  Q UNi  ̂ ^

UN+3 QUn+2 ï

...................................' • *
Considérons à présent les deux séries

ui +  u2 +  u3 +  . . . +  UN +  WjV + 1 +  Un + 2 +  • • •» (1)
+  • • • (1*)

(1 ') est une progression géométrique de raison positive q <C 1 . 
Donc elle converge. Les termes de la série (1) sont, à partir de uN+i7

H  L-1

“n
Fig. 359

inférieurs aux termes de la série (1'). Il résulte du théorème 1, § 3 
et du théorème 1 , § 1 que la série (1) converge.

2) Soit l >  1.
Il résulte de lim =  l (l >  1) que, à partir d’un certain

n —>oo utl
numéro N , c’est-à-dire pour n ^  N, on a l ’inégalité

un+l
un > 1

(fig. 359) ou un+i >  un pour tous les n ^  N . Mais cela veut dire 
que les termes de la série croissent à partir de l’indice N  +  1, donc 
le terme général ne tend pas vers zéro. La série diverge.

R e m a r q u e  1. La série diverge également dans le cas où 
lim üîLÜ =  o o . En effet, si lim —  — =  oo, on a, à partir d ’un cer-
n-4 oo un n->oo un
tain numéro n = N , l ’inégalité —n±~>> 1 , ou encore un+i> u n.un

E x e m p l e  1. Etudier la nature de la série

i ~'r ~Ü2  +  1.2-3 +  • • • +  1 . 2 . 3 . . . . - »  +  " '
S o l u t i o n .  On a

1 1  1 __________ 1
Un 1»2«. . .  ni  ’ “n+1_ 1.2. . . . . n ( n  +  l) (n +  1)! ’

____ n • _  ^
un (» +  l ) l  » + l  *
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Par conséquent,

lim —-1 ■ =  lim — =  0 <  1.
71—>oo U Tl 71—*oo ^  | 1

La série converge.
E x e m p l e  2. Etudier la nature de la série

2 22 , 23 , , 2n ,
T + T " * " 'T + " .  -\------- \~ . . .71

S o l u t i o n .  On a ici
2n 2n+i . q  7i ^

un =  —  ; “n+l = n + 1 ’ Un ~  n +  1  »

lim “n+1 - = lim 2 1 ,  —2 >  1.n-yoo 7 1 -*  OO 71+1 ^

La série diverge, d’ailleurs son terme général un tend vers l ’infini.

R e m a r q u e  2. La règle de d’Alembert permet de voir si une 
série positive converge seulement dans le cas où lim existe

n-*oo un

et est différente de 1. Si cette limite n ’existe pas ou si lim =  1,
n—yoo

la règle de d’Alembert ne permet pas de conclure que la série con
verge ou qu’elle diverge, car elle peut alors aussi bien converger 
que diverger.

Pour déterminer la nature d’une telle série, on aura recours 
à un autre critère.

R e m a r q u e  3. Si lim — *1- =  1 et que le rapport - -Un+1 soit
n—yoo

plus grand que l ’unité pour des n suffisamment grands, la série
diverge. En effet, si ~ l+- >  1, alors un+i> u n et le terme général

un
ne tend pas vers zéro lorsque n oo.

Illustrons ce qui a été dit par des exemples.
E x e m p l e  3. Etudier la convergence de la série

L - l A -l JL-l . _i__ -—

S o l u t i o n .  On a

lim -Ü2±i
n-yoo un

lim
7 1 -*  OO

711
71 +  2 

n
71 -}-1

lim
71—* o o

/i2+ 2/i +  l 
Tl2 —|— 2 fl i.
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La série diverge, car • >  1 pour tous les n :

un+l =  n2 +  2n +  i

E x e m p l e  4. Appliquons la règle de d’Alembert à la série harmonique
1 1  1

1+ T + T + - + V  +  -

1 1 On a un= —  , uri+i= — p j- et, par conséquent,

lim Ufl+l = lim —
71—* o o  n 4 “  1

=  1.

Par conséquent, la règle de d’Alembert ne permet de rien dire sur la convergence 
ou la divergence de la série harmonique. Mais on a établi autrement que cette 
série diverge.

E x e m p l e  5. Etudier la convergence de la série 
1 1 1 l

T T + " 2i r + T r T + , " +  *(re+i)
S o l u t i o n .  On a

1 1
n(n +  i) ’ “n+1- (n+ l ) ( n  +  2) ’

lim
n~>oo un

lim
71—>-oo

T l  { f l  - | -  1 )

(n+1) (b+  2) lim
71—voo

n
n +  2 1.

La règle de d’Alembert ne donne rien. Mais on peut démontrer que cette 
série converge par d’autres considérations. En effet,

1 1 1
r c ( r c - | - l )  71  r a + 1  *

et l ’on peut recopier la série donnée sous la forme

( t - t )  +  ( t - t ) +  ( t - t ) + •  • ■ +  ( v - t t î t ) + •  • ■

Réduisant les termes semblables, on obtient l ’expression de la somme 
partielle sn :

Par conséquent,

lim sn— lim M
71-VOO Tl-VOO \

1

La série converge et sa somme est égale à 1.
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§ 5. Règle de Cauchy
T h é o r è m e  ( r è g l e  d e  C a u c h y ) .  Etant donnée la série

ui +  u2 +  u3 +  • • • +  un +  . . . (1)

à termes positifs, si la quantité un a une limite finie l lorsque n ->  oo,
c'est-à-dire si Von a

lim
n - v o o

1) la série converge si l <  1
2) la série diverge si l >  1 .
D é m o n s t r a t i o n .  1) Soit Z <C 1. Soit q un nombre tel 

que Z <  q <  1.
On aura à partir d’un certain n = N

il en résulte que

ou bien
un< q n

pour tous les n ^  N.
Considérons à présent les deux séries :

Ui +  u2 +  U3 +  . . . +  uN +  uN+i +  u N + 2 +  . . ., (1)
qN +  qN+l +  qN+2 +  . . . (1 ')

La série (1') converge, car ses termes forment une progression
géométrique décroissante. Les termes de la série (1) sont, à partir de
uNl inférieurs aux termes respectifs de (1 '). Donc la série (1) converge. 

2) Supposons Z > 1 .  On aura à partir d’un certain n =  N
V ü n > i

ou bien
Un >  1 .

La série diverge évidemment.
E x e m p l e .  Etudier la convergence de la série

S o l u t i o n .  Appliquons la règle de Cauchy :

lim IJ/*un =  lim
n - v o o  v n —voo

1
2n +  l ) n = lim

/  71—>00

n
2 n -j-1

1
2 < 1.

La série converge.
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R e m a r q u e .  Comme pour la règle de d’Alembert, le cas où

71—>00

exige une étude particulière. La série peut alors aussi bien conver
ger que diverger. Ainsi, pour la série harmonique (qui, comme on 
Te sait, diverge)

lim y/*un =  lim l /*  — — 1 .
7i—voo n->oo y 71

n
Pour s’en assurer, montrons que lim Log 1/  — =  0. En effet,

71—>00 ' 11

lim Log \ / r —=  lim ~~-Log -  .
7i->co & y n 7l̂ oc «

Le numérateur et le dénominateur de cette fraction tendent vers 
l’infini. Appliquons la règle de L’Hospital:

4
lim
7 l - >0 0

Log j /*  — =  lim — Log7Z- =  lim ----— =  0.& V n n n
71/1 71 /  i

Ainsi, Log y  — ->• 0, mais alors | /  — 1, c’est-à-dire que

lim
7i->oo y n

Il en est de même de la série
1 1 1  1 
T + 22- + 32-+ •■•+Ü* + • • •

pour laquelle

lim v̂ Uji =  lim j /" -^ -=  lim j X | / " -1 =  1.
K n-voo ^ re2 n->oo r n V n

Mais cette série converge, car, à partir du second, ses termes sont 
inférieurs à ceux de la série convergente

1-2 1 2-3 

(voir exemple 5, § 4).
n (n +1)

§ 6. Comparaison avec une intégrale

T h é o r è m e .  Soit la série à termes positifs non croissants 
Ul +  “ 2 +  “ 3 +  • • • +  Un +  • • •) (1)
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c'est-à-dire
« 1  U 2 ^  « 3  ^  • • •» ( ! ' )

et soit f  (x) une fonction continue non croissante telle que
f  (1) =  Ui î /  (2) =  î̂ 2» • • • î /  (*0 ^  un* (2)

On peut alors affirmer que:
1) si V intégrale

00
1 f(x )d x
{

converge (voir § 7, chap. XI, t. I), la série (1) converge également;
2) si l'intégrale diverge, la série (1) diverge.

D é m o n s t r a t i o n .  Représentons les termes de la série 
géométriquement, en reportant sur l ’axe des abscisses les numéros 
des termes 1 ,2 ,3 , . . . , i z , r a  +  l ,  . . . e t  verticalement leurs valeurs 
uu u2, . . un, . . . (fig. 360).

Construisons sur la même figure le graphique de la fonction 
non croissante

y  =  f ( x )

satisfaisant à la condition (2).
On remarque sur la figure 360 que le premier rectangle construit 

a pour base 1 et pour hauteur f  (1) =  u±. L’aire de ce rectangle est 
donc Ui. L’aire du second rectangle est u2, etc., et l ’aire du n-ième 
et dernier rectangle construit est un. La somme des aires des rectan
gles construits est égale à la somme sn des n premiers termes de la 
série. Par ailleurs, la figure en escalier formée par ces rectangles 
contient le domaine limité par la courbe y =  /  (x) et les droites

7 1 + 1

x = = n +  l , y  =  0 ; l ’aire de ce domaine est égale à j  f(x) dx.
î
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Par conséquent,
7 1 + 1

sn>  ji f(x)dx  
1

(3)

Considérons maintenant la figure 361. Ici, le premier rectangle 
construit a pour hauteur u2 et son aire est ausshu2. L’aire du second 
rectangle est u 3, etc. L’aire du dernier rectangle construit est un+j. 
Par conséquent, l ’aire de tous les rectangles construits 9 S t égale à la 
somme des (n +  1) premiers termes de la série moins le premier, soit 
sn+i — Mi. Par ailleurs, comme il est facile de le voir, la figure en 
escalier formée par ces rectangles est comprise dans le trapèze cur
viligne formé par la courbe y =  /  (x) et les droites x =  1 , x = n -f- 1 ,

n + i  ' '■ •-

y =  0. L’aire de ce trapèze curviligne est égale à j  /  (x) dx. Donc
î

71+1
Sn+l — U i <  j  f (x)dx,

1 j
d ’où

71

57l+i <C r f(x) dx^r^ùj. ( 4 )

Considérons maintenant les deux cas.
oo

1. Supposons que l ’intégrale j  /  {x) dx converge, c’est-à-dire

qu’elle ait une vàleur finie.
Comme

n+1 oo ... •.
A f ( x ) d x < Z  1 /  (x ) d x ,
i 1

oq a, en vertu de l ’inégalité (4),
oo

Sn < Sn+l < j / ( x )  d x  +  u it

c’est-à-dire que la somme partielle sn est limitée quel que soit n. 
Or, elle croît avec rc, car tous les un sont positifs. Donc sn a uné 
limite finie lorsque n -> oo ’ .

lim sn =  s,
71—*00 .

la série converge.
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2. Supposons ensuite que  ̂ f  (x) d x  =  o o .  Gela veut dire que
i

n-f-l
j  /  (x) d x  croît indéfiniment avec n . Mais alors, en vertu de l’iné-
î

galité (3), sn croît aussi indéfiniment avec n , c’est-à-dire que la 
série diverge.

Le théorème est donc complètement démontré.

R e m a r q u e .  Le théorème reste aussi légitime si les iné
galités (1') sont vérifiées seulement à partir d’un certain N.

E x e m p l e .  E tu d ie r  la  c o n v e r g e n c e  de la  sér ie

1 1 1  1---- 1- — 4-——1- 4- — 4-1p t 2p 3PT , , ‘ T n P T

S o l u t i o n .  C om parons av ec  l ’in té g r a le  de la  fo n c t io n

/(*)=■ xv  *

q u i s a t is fa it  à to u te s  le s  c o n d it io n s  d u  th é o r èm e . C on sid éron s l ’in té g r a le

r d x _ \ i ^ xl~v 
\  XV ĵ Logx j  ̂=  1

1
1 - P  

L og N  p ou r  p  =  1.

(IV1^  — 1) pour p  =£ 1.

F a iso n s  ten d r e  N  v e rs  l ’in f in i  e t  é tu d io n s  la  c o n v e rg e n c e  de l ’in té g r a le  se lo n  
le s  ca s.

O n pourra a lors ju g er  d e  la  co n v e rg e n c e  d e  la  sé r ie  se lo n  le s  v a le u r s  de  p .

oo

Îdx 1
— • = ------ 7- ,  l ’in té g r a le  e s t  f in ie ,  d o n c  la sér ie  c o n v e r g e ;
x v  p  —  1

i
oo

si p < l ,  J  — y =  oo, l ’in té g r a le  e s t  in f in ie ,  la  sér ie  d iv e r g e ;  

i
oo
(* dx

s i  p  =  l ,  I —  =  oo, l ’in té g r a le  e s t  in f in ie ,  la 's é r ie  d iv e rg e .

R em a rq u o n s que n i  la  r èg le  de d ’A le m b e rt n i c e l le  de C au ch y ne r éso l
v e n t  la  q u e s t io n  de la  c o n v e rg e n c e  de c e t t e  sé r ie . E n  e f fe t ,
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§ 7. Séries alternées. Théorème de Leibniz
Nous avons considéré jusqu’à présent des séries à termes posi

tifs. Nous allons considérer dans ce paragraphe des séries dont les 
s i g n e s  d e s  t e r m e s  s o n t  a l t e r n é s ,  c’est-à-dire des 
séries de la forme

ut — u2 +  u3 — Ut, +  . . 
où Uj, u2, . . ., un, . . .  sont positifs.

T h é o r è m e  d e  L e i b n i z .  Si dans une série alternée 
^  — u2 +  u3 — uk +  . . . {un >  0), (1)

les termes vont en décroissant
Ut >  u2 >  u3 >  . . . (2)

et si
l im un =  0, (3)
7 1 - v o o

la série (1) converge, sa somme est positive et n'est pas supérieure au 
premier terme.

D é m o n s t r a t i o n .  Considérons la somme des n = 2m 
premiers termes de la série (1) :

Sim  =  (Ui — U2) +  (U3 — Ui) +  . . . +  (U2m-1 —  «2m)-

Il résulte de la condition (2) que les expressions entre parenthè- 
ses sont positives. Donc la somme s2m est positive

$2171 0

et croît avec m.
Recopions maintenant cette somme sous la forme

* 2 m  =  Ut —  ( t t 2  —  U3) —  (U/À —  U5) —  .  .  .

. . .  —  ( W 2 m - 2  —  u 2m -i ) —  u 2m-

En vertu de la condition (2), chaque expression entre parenthèses 
est positive, donc, retranchant toutes les expressions entre paren
thèses de Ut, on obtient un nombre inférieur à u u  c’est-à-dire que

$ 2 m ^  Ut*

Par conséquent, nous avons établi que s2m croît avec m et est 
bornée supérieurement. Il en résulte que 52m a une limite s:

lim s2m =  s,m-yoo
et

0  <  s <  Uj.
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Toutefois, nous n ’avons pas démontré encore que la série converge; 
nous avons démontré seulement que la suite des sommes partielles 
paires a une limite s. Démontrons maintenant que les sommes par
tielles impaires tendent aussi vers s.

Considérons, à cet effet, la somme des n =  2m +  1 premiers- 
termes de la série (1) :

$2m+l ^  s2m +
Comme, d’après la  condition (3), lim u2m+i =  0, on a

m-+ 00

lim s2m+i =  lim s2m -f- lim w2m+1 =  lim s2m =  s.
771-V  OO 771—► OO 771—> 0 0  m -yoo

Par là même, nous avons démontré que lim sn =  s aussi bien
71—>00

pour n pair que pour n impair. Donc la série (1) converge.

Fig. 362

R e m a r q u e  1. Le théorème de Leibniz est légitime si les 
inégalités (2) sont vraies à partir d’un certain N.

R e m a r q u e  2 . Le théorème de Leibniz peut être illustré 
géométriquement comme suit. Reportons sur l ’axe numérique les 
sommes partielles (fig. 362) :

=== Wj, S*> == U{ U 2 == S\ —  ^ 2 , 53 == $2 +  ^ 3 )

S/A =  S 3  — W4 , S5  =  54 +  U5,

et ainsi de suite.
Les points représentant les sommes partielles tendent vers un 

point s qui représente la somme de la série. Les sommes partielles 
paires se trouvent à gauche de s, les sommes partielles impaires 
à droite de$.

R e m a r q u e  3. Si une série alternée satisfait à la condition 
du théorème de Leibniz, il n ’est pas difficile d’évaluer l ’erreur 
commise lorsqu’on remplace sa somme s par une somme partielle sn. 
Ceci revient à négliger tous les termes à partir de un+1. Mais ces 
termes forment une série alternée dont la somme est, en valeur
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absolue, inférieure au premier terme négligé (un+1). Par conséquent. 
Terreur commise lorsqu’on remplace .5 par sn ne dépasse pas en valeur 
absolue le premier terme négligé.

E x e m p l e  1 .  L a  s é r i e  h a r m o n i q u e  a l t e r n é e

c o n v e r g e ,  c a r

1)  1 > T > ¥ > - ’
1

2 )  l i m  un =  l i m  —  =  0 .
n-H xi n —voo n

L a  s o m m e  d e s  n p r e m i e r s  t e r m e s  d e  c e t t e  s é r i e

1 1 1  1
s'‘ =  1- 2 + T - T + - + ( - 1)n+1-n

s e  d i s t i n g u e  d e  l a  s o m m e  s d e  l a  s é r i e  p a r  u n e  q u a n t i t é  i n f é r i e u r e  à  

E x e m p l e  2 .  L a  s é r i e

1 1 1  1__ __i_z___ L__l
2 ! ‘ 3.1 4 1 ^  ;

c o n v e r g e  e n  v e r t u  d u  t h é o r è m e  d e  L e i b n i z .

§ 8. Séries à termes de signes quelconques.
Convergence absolue et semi-convergence

Une série est dite à t e r m e s  d e  s i g n e s  q u e l c o n 
q u e s  si Ton trouve parmi ses termes des termes aussi bien posi
tifs que négatifs.

Les s é r i e s a l t e r n é e s  du paragraphe précédent sont, 
évidemment, un c a s  p a r t i e  u 1 i e r des séries à termes de 
signes quelconques.

Nous allons examiner quelques propriétés des séries à termes 
de signes quelconques.

Contrairement à la convention adoptée au paragraphe précédent, 
nous admettrons dorénavant que les nombres u±, u2, . un, . . . 
peuvent être aussi bien négatifs que positifs.

Donnons, en premier lieu, un important critère suffisant de 
convergence des séries à termes de signes quelconques.

T h é o r è m e  1. Si la série à ternies de signes quelconques 
Ut +. u2 +  . • . +  Un +■ . . . (!)
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est telle que la série formée avec les valeurs absolues de ses termes 
I | +  | u2 | +  . . . +  | un | +  • • • (2)

converge, la série proposée converge aussi.

D é m o n s t r a t i o n .  Soient sn et an les sommes des n pre
miers termes des séries (1) et (2).

Soient encore. sh la somme de tous les termes positifs et s'n la 
somme des valeurs absolues de tous les termes négatifs contenus 
dans les n premiers termes de la série proposée :

Sn — Sn î O’ti — Sn “1“ Sn,
Par hypothèse, crn a pour limite a; sh et s'n sont des quantités 

positives croissantes inférieures à a . Elles ont donc des limites s' 
et s". Il résulte de la relation sn =  s'n s'h que sn aussi a une limite 
qui est égale à s' — s ", c’est-à-dire que la série à termes de signes 
quelconques (1) converge.

Le théorème démontré permet de juger de la convergence de cer
taines séries à termes de signes variables. L’étude de la question 
de la convergence d’une telle série se ramène alors à l ’étude d’une 
série à termes positifs.

Considérons deux exemples.
E x e m p l e  1. Etudier la convergence de la série

sin a sin 2a sin 3a sin na /Q.
2 2  ' P  K - . +  ^  r---»

où a  est un nombre quelconque.

S o l u t i o n .  Considérons parallèlement à la série proposée les séries
sin a  1 sin 2a sin 3a sin na

12 | ' 22 + 32 + • • •  + n'2
et

La série (5) converge (voir § 6). Les termes de la série (4) ne sont pas supé
rieurs aux termes de la série (5) ; donc (4) converge aussi. Il résulte du théorème 
démontré que la série proposée (3) converge aussi.

E x e m p l e  2. Etudier la convergence de la série

TC n TC  ̂ TC i TCcos j  cos 3 -y- cos 5 —  cos (2/z —1)

- 1 T -  +  — 3ü ~ + ^ — + •• •+ -------------------&— *- + -  <6)

S o l u t i o n .  Considérons en même temps que la série proposée la série
1 , 1 , 1 , , 1
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Cette série converge, car c’est une progression géométrique de raison y  .
Il en résulte la convergence de la série donnée (6), car ses termes sont inférieurs 
en valeurs absolues aux termes de la série (7).

Notons que le critère de convergence démontré ci-dessus est sim
plement s u f f i s a n t  pour qu’une série à termes quelconques 
converge, mais non nécessaire : il existe des séries à ternies de signes 
variables qui convergent, mais dont les séries des valeurs absolues 
divergent. Dès lors, il est utile d’introduire les notions de conver
gence absolue et de semi-convergence pour les séries à termes quel
conques et de classer ainsi ces séries.

D é f i n i t i o n .  La série à termes de signes variables
ui +  u2 +  uz +  • • • +  un +  . . . (1)

est dite absolument convergente si la série formée avec les valeurs 
absolues de ses termes

I «i 1 +  I «2 I +  I “ 3 I +  • • • +  I «n I +  • • • (2)
converge.

Si la série (1) converge, mais si la série (2) diverge, la série pro
posée (1) est dite semi-convergente ou non absolument convergente.

E x e m p l e  3. La série harmonique alternée
1 1 1  1_ jL-uJ-—L - l .2 ^ 3  4 ^

est semi-convergente, car la série des valeurs absolues est la série harmonique
1 1 1  

1 + '2 +'3 +T+”‘
qui diverge. La série harmonique alternée converge, comme il résulte du critère 
de Leibniz.

E x e m p l e  4. La série
1 1 1

est a b s o l u m e n t  convergente, étant donné que la série des valeurs absolues
1 1 1  

1+-2T+3T+4T +  -  

converge, comme il a été établi au § 4.
Utilisant la notion de convergence absolue, on formule souvent 

le théorème 1 comme suit : une série absolument convergente est con
vergente.

Indiquons pour terminer (sans démonstration) les propriétés 
suivantes des séries absolument convergentes et semi-convergentes.

T h é o r è m e  2 . Si une série converge absolument, elle converge 
absolument lorsqu'on change arbitrairement l'ordre de ses termes. La 
somme d'une telle série ne dépend pas de l'ordre de ses termes.
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Cette propriété n’est pas conservée pour les séries semi-conver
gentes.

T h é o r è m e  3. Si une série est semi-convergente, on peut regrou
per ses termes de façon que la somme de la nouvelle série obtenue soit 
égale à un nombre A donné à Vavance. En outre, on peut regrouper les 
termes d'une série semi-convergente de façon que la nouvelle série soit 
divergente.

La démonstration de ces théorèmes sort du cadre de ce cours.
Pour illustrer le fait qu’on peut regrouper les termes d’une série 

semi-convergente de manière à modifier sa somme, considérons 
l’exemple suivant.

E x e m p l e  5. La série alternée
1 1 1

, _ Ï + F 4  +  -  (8)
ne converge pas absolument. Soit 5 sa somme. On a, évidemment, s ;> 0. Regrou 
pons les termes de (8) de sorte qu’un terme positif soit suivi de deux termes néga
tifs:

£
2

i _ i +
6 8 ^**- 2k —  1

1
4/c —2 (9)

Montrons que la série obtenue converge, mais que sa somme s' est deux fois plus
petite que la somme de la série (8), c’est-à-dire qu ’elle est égale à s. Soient
sn et s'n les sommes partielles des séries (8) et (9). Considérons la somme des 
3k termes de la série (9) :

!a = ( 1_ r ï )  +  ( l  " o )  +  ' ' ' + ( ¥ T " 4 Î ^  

=  ( i " i ) + ( ï " ï )  +  - • • +  =

= T  [ ( 1- T +  ( r î )  +  ■ • • +  ("2F = T - è )  ]  =
i l ,  1 , 1 1 , , 1 1 \ 1

~ 2 V  2 ' 3 4 + , ” + 2/f— 1 2 k ) — 2 *2ft‘
Par conséquent.

Puis

lim s'3h =  lim =  *9-$•
fc-v o o  h—> 00 ^  z

l im  s3 f c + l=  lim  [ s3hh-hoo h-h0 0  ' 2k+
1 \ 1
+  1 /  2 S’

l ™ s 3 h + 2  ^  ( s3h +  2A+1 4Æ+2 ) • 2 *•

On obtient donc
1
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• ■;< On voit que la somme de la série a changé après regroupement de ses termes 
(elle a diminué de moitié).

§ 9. Séries de fonctions
On appelle série de fondions toute série dans laquelle le terme 

général est une fonction d’une variable x.
Considérons la série de fonctions

Ui (x) +  uz (x) +  U3 (x) +  . +  Un (®)1 +  • :• r (1)
Donnant à x différentes valeurs numériques, on obtient diffé

rentes séries numériques qui peuvent aussi bien converger que 
diverger.

L’ensemble des valeurs de x pour lesquelles la série de fonctions 
converge est appelé le domaine de convergence de cette série.

Il est évident que, dans le domaine de convergence d’une série 
de fonctions, sa somme esVune certaine fonction de a;. C’est pour
quoi on la désigne par s''(x)\

E x e  m p 1 e. Considérons la série
1  - ) -  X  +  x 2  +  .  .  .  +  x n  - f -  . . .

Cette série converge pour tous les x  dans l ’intervalle (—1, 1), c’est-à-dire 
pour tous les x  satisfaisant à la condition | a; | <  1. Pour toute valeur de a:
de cèt intervalle, la somme de la série est égale à j  ' (la somme d’une progres
sion géométrique décroissante de raison x ) .  Par conséquent, la série proposée 
définit dans l’intervalle (—1, 1) la fonction

que représente la somme de la série, c’est-à-dire

Tl j - = l+ X -|-a:2 +  a:3+ ...

Désignons par sn (x) la somme des n premiers termes de la série
(1). Si cette série converge et si sa somme est s (x), alors

s {x) =  sn (x) +  rn (.x), 
où rn (x) est le reste de la série (1) :

rn {%) 2=5 7̂i + l (•£) H-" ^ti+2 (#) +  • • •
Nous avons pour tous les a; de l ’intervalle de convergence lim sn (x) =

n - v o o

— s (x), donc
lim rn (x) =  lim [s (x)—sn (x)] =  0 ,

TL—>oo TjL-^oo

ce qui montre que l e  r e s t e  rn (æ) d’ u n e s é r i e  c o n 
v e r g e n t e  t e n d  v e r s  zé r o l o r s q u e  n oo.
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§ 10. Séries majorables
D é f i n i t i o n .  La série de fonctions

u i  ( x )  +  u 2 0 e) +  u 3 ( x )  +  • • • +  u n  i x ) +  • • • ( 1 )

est dite majorable dans un certain domaine de variation de x s’il 
existe une série numérique convergente à termes positifs

+  c*2 +  a 3 "h • • • ~r &n +  - • • (2)
telle que l ’on ait pour tous les x du domaine envisagé

I Ui (x) | <  a u | u2 (x) | <  a 2, . . \u n (x) | <  an, . . .  (3)
En d’autres termes, une série est majorable si chacun de ses termes 
n’est pas supérieur en valeur absolue au terme correspondant d’une 
série numérique convergente à termes positifs.

Ainsi, la série
cos x , cos 2x , cos 3x , , cos nxx ,

j—-r ‘"22 r — 32 r  • • • H +  • * •
est majorable sur tout l ’axe Ox. En effet, on a pour toutes les 
valeurs de x la relation

cos nx
n* < ^ r  (« =  1 , 2 , . . . ) ,

et on sait que la série
1 1 
T  +  '22' + +

converge.
Il résulte immédiatement de la définition qu’une série majorable 

dans un certain domaine est absolument convergente en tous les 
points de ce domaine (voir § 8 ). En outre, une série majorable jouit 
de l’importante propriété suivante.

T h é o r è m e .  Supposons que la série de fonctions 
Ui (x) +  u2 (x) +  . . . +  Un (x) +  . . .

soit majorable sur le segment [a, b]. Soient s {x) la somme de cette série, 
sn (x) la somme de ses n premiers termes. Alors, il correspond à tout 
e >  0 arbitrairement petit un nombre positif N  tel que pour tous 
les n ^  N

I s(x) — sn {x) | <  8, 
quel que soit x sur le segment [a, 6].

D é m o n s t r a t i o n .  Désignons par g  la somme de la série (2) :
a =  a ! +  a 2 +  a 3 +  • • • +  <*7i +  a 7l+i +  • •

on a
a  =  a n  +  e * .
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où on est la somme des n premiers termes de (2) et sn le reste de 
cette série:

Gn =  a n - H  +  a n + 2 +  • • •

Comme cette série converge, on a
lim Gn =  or
7 1 - M »

et, par conséquent,
lim e„ =  0 .
n-+oo

Mettons, à présent, la somme de la série de fonctions (1) sous la 
forme

s ( x) =  sn ( x  ) +  rn (x ),
OÙ

{x) ^1 (x) • “f" Un (x),
Tn (x) =  Un+i {x) +  Un + 2 {X) +  Un + 3 (X) +  .

Il résulte de la condition (3) que
I + * (x) I ^  a 7i + l? I un + 2 («£) I ^  a n-f 2ï • • •

et. donc
I r„ (x) | <  en

pour tous les x du domaine considéré.
Ainsi,

I s {x) — sn (x) | <  e*

pour tous les x du segment [a , b] et en 0 lorsque n oo.

R e m a r q u e  1. Le résultat obtenu peut être illustré géo
métriquement comme suit.

Considérons le graphique de la fonction y =  s (x). Construisons 
une bande de largeur 2 en à cheval sur cette courbe, c’est-à-dire cons
truisons les courbes y =  s (x) +  en et y =  s (x) -r- e* (fig. 363). 
Dans ces conditions, quel que soit eni le graphique de la fonction 
sn (x) sera contenu tout entier dans cette bande qui contiendra éga
lement les graphiques de toutes les sommes partielles suivantes.

R e m a r q u e  2. Une série de fonctions arbitraire convergeant 
sur le segment [a, b] ne jouit pas forcément de la propriété démontrée 
dans le théorème. Mais il existe des séries non majorables jouissant 
de ladite propriété. Toute série jouissant de cette propriété est dite 
uniformément convergente sur le segment [a, 6],

Ainsi, la série de fonctions ux (x) +  u2 (æ) +  . . . +  un (x) -f- . . . 
est dite uniformément convergente sur le segment [a, b] s'il correspond
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à tout e >  0 arbitrairement petit un nombre N  tel que, pour tous les 
^  N , Von ait

I s (x) — (x) I <  e
quel que soit x sur le segment [a, 6 ].

Il résulte du théorème démontré qu’une série majorable est 
uniformément convergente.

§ 11. Continuité de la somme d’une série
Soit une série de fonctions continues

ux (x) +  u2 {x) +  . . . +  un {x) +  . . .
convergente sur un segment [a, 6 ].

Nous avons démontré au chapitre II (t. I) un théorème sur la 
continuité de la somme d’un nombre fini de fonctions continues. 
Cette propriété n ’est plus conservée pour la somme d’une série 
(qui contient une infinité de termes). Certaines séries de fonctions 
continues ont pour somme une fonction continue, d’autres séries 
de fonctions continues ont pour somme des fonctions discontinues.

E x e m p l e .  Considérons la série

Les termes de cette série (figurant entre parenthèses) sont des fonctions con
tinues quel que soit x. Montrons que cette série converge et que sa somme est 
une fonction discontinue.

Trouvons la somme des n premiers termes de cette série
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Calculons la somme de la série : 
si x >  0,

l
s =  lim sn (x) =  lim (x271̂ 1 —  x) =  1  —  x,

7 1 - V 0 0  71-V O O

si x <  0,
1

s =  lim sn (x) =  lim ( — [ x ^n+l —  x  ̂_ _  — ^
7 l - > 0 O  7 ? - * 0 0

si a? =  0, on a sn =  0, donc s =  lim sn =  0. On a donc:n~y oo

5 (x) =  —1 — x pour x <  0,
s (s) =  0 pour x =  0,
s (x) =  1 — x pour a: ;> 0.

Ainsi, la somme de la série envisagée est une fonction discontinue. Nous avons 
représenté son graphique sur la fig. 364, ainsi que ceux des sommes partielles 
si (s)> s2 {x) et s3 (x).

Le théorème suivant concerne les séries majorables.

T h é o r è m e .  La somme d'une série de fonctions continues ma- 
jorable èur le segment [a, b] est Une fonction continue sur ce segment.

D é m o n s t r a t i o n .  Considérons la série dé fonctions con
tinues majorable sur le segment [a, 6]

Ut (x) +  u2 (x) 4 - u3 (x) -f . . . (1)
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Ecrivons sa somme sous la forme
S (&) =  Sn  ( # )  Tn { x ) ,

OÙ
(X) =  Ui (X) +  . . . +  Un (x),

et
rn {x) =  un+i (x) +  un+2 (x) +  . . .

Prenons sur le segment [a, 61 un x arbitraire et donnons-lui un 
accroissement Az tel que x +  Ax appartienne à [a, b1. 

Introduisons les notations
As =  s (x +  Ax) — s (x) ;

Asn == S71 (# Aæ) sn {x)î
alors

As =  Asn +  rn (x +  Ax) — rn (x)r
d’où

| As | <  | Asn | +  | rn (x +  Ax) | +  | rn (x) |. (2)
Cette inégalité est vraie pour tout n.
Pour démontrer la continuité de s (x), il faut démontrer que, 

quel que soit e >  0 arbitrairement petit donné à F avance, il existe 
ô >  0 tel que, pour tous les | Ax | <  ô, l ’on ait | As |X  e.

Comme la série proposée (1) est majorable, il correspond à tout 
8 > 0  un N  (pour tous les N  et, en particulier, pour n  =  N) 
tel que

(x) | <  -  , (3)

quel que soit x sur le segment [a, b]. Le nombre x + A x  appartient 
au segment [a, 6], donc

I rjv (# +  Ax) | (3')

Par ailleurs, pour le N  choisi, la somme partielle sN (x) est une 
fonction continue (la somme d’un nombre f i n i  de fonctions con
tinues), et, par conséquent, on peut choisir ô positif tel que, pour 
tout Ax satisfaisant à la condition | Aæ | <  ô, l ’on ait

|ASiy |< -g-. (4)

Il résulte des inégalités (2), (3), (3'), (4)

I As I< t + t + t = 8 ’
c’est-à-dire

| As | <  e pourvu que | Ax | <C Ô,
ce qui prouve que s (x) est une fonction continue au point x  (et 
donc en tout point du segment [a, 6]).
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R e m a r q u e .  Il résulte du théorème démontré que si la somme 
d’une série est discontinue sur un segment donné [a, 6], la série 
ne peut être majorée sur ce segment. Ainsi, la série étudiée dans 
l ’exemple ne peut pas être majorée sur tout segment contenant le 
point x  =  0 en lequel la somme de la série est discontinue.

Notons, enfin, que la réciproque n ’est pas vraie : il existe des 
séries non majorables sur un segment mais qui convergent sur ce 
segment vers une fonction continue. Notamment, toute série unifor
mément convergente sur le segment [a, 6] (même si elle n’est pas 
majorable) a pour somme une fonction continue (si, bien entendu, 
tous ses termes sont continus).

§ 12. Intégration e t dérivation  des séries

T h é o r è m e  1. Soit la série de fonctions continues 
Mi (x) +  m2 (x) +  . . . +  un (x) +  . . . (1)

majorable sur le segment [a, b] et soit s (x) sa somme. Uintégrale de 
s (x) entre a  et x, appartenant à [a, 6], est égale à la somme des inté
grales des termes de la série entre les mêmes bornes :

x x x  x
 ̂s (£) dt =  ^ Mi (£) dt -f- J M2 (2) dt-(- ^ u n (t) dt-J- . . .

a  <x a  a

D é m o n s t r a t i o n .  La fonction s (x) peut être mise sous 
la forme

5 (x) =  sn (x) +  rn (x)
ou

s {x) =  Mi (x) +  M2 {x) +  . . . +  un (a;) +  rn (z).
On a

X X  x
|  s (t) dt =  j  Ui (t) “2 (0  dt-\- . . .
a  a  a

x x
• . .  +  j  u n (t) dt+  j  rn (t) dt (2)

(l’intégrale d’une somme f i n i e  de termes est égale à la somme 
de leurs intégrales).

Gomme la série proposée (1) est majorable, on a, quel que soit x , 
| rn (x) | <  en, où 8n —>■ 0 lorsque n *-»- 00 . Donc

X

| j  rn (t) dt
CL

X X

“<  dr J \ rn { t)\d t< i±  J en dt =
a a

=  ±  en (x—a) < ( 6  —a).
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Les termes du second membre de l ’égalité sont affectés du signe 
« +  » lorsque x >  a et du signe « — » lorsque x  <  a. Comme ên 0, 
on a

X

lim f rn (t) dt — 0 .
71—* o o  J  a

Mais on déduit de (2)
X  X X  X

j  rn (t) dt — j  s(t)d t— £ j  % (t) dt +  • • • -f- j  un (t) dt J .
a a a a

Par suite,

ou

X X  X

La somme entre crochets est une somme partielle pour la série
X  X

^ Ml (t) dt +  . . .  -f- ^ un (t) dt-\- é . . (4)
a a

Comme les sommes partielles de cette série ont une limite, cette 
série converge et sa somme est égale, en vertu de (3), à

X

j  s(t)d t, soit
a

x  x  x  x

^ s (£) dt =  ^ Mi (t) dt -}-  ̂M2 (£) dt -}- . •. -f-  ̂ u>n (£) dt -}- . . .
a a a  a  «

C’est l ’égalité que nous nous proposions de démontrer.
R e m a r q u e  1. Si la série n ’est pas majorable, il n ’est pas 

toujours possible de l ’intégrer terme à terme, c’est-à-dire que l ’inté-
X

grale \ s (t) dt de la somme de la série (1) n ’est pas toujours égale
a

à la somme des intégrales de ses termes, (c’est-à-dire à la somme (4)). 
T h é o r è m e  2. Si la série

Ui (x) +  u2 (x) +  . . . +  un (x) -f  . . . (5)
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de fonctions ayant des dérivées continues sur [a, b] converge sur ce 
segment vers la somme s (&) et si la série

4 ( 4  +  K  (4 +  . . .  +  «n (4 +  • • m (6)
formée avec les dérivées de ses termes, est majorable sur ce segment, 
alors la somme de la série des dérivées est égale à la dérivée de la somme 
de la série proposée :

s '  ( x )  =  U [ (x )  H- u 2 (x )  +  i ï 3 ( x )  +  . . . +  Un ( x )  +  . . .

D é m o n s t r a t  I o n. Désignons par F (x) la somme de la 
série (6) :

F (x) =  U \ (x) +  U2 (x) +  . . . +  U'n: (X)  +  . . . 

et démontrons que
F (x) =  s' (x) .

Comme la série (6) est majorable, on a, en vertu du théorème 
précédent,

X  X  X  X  •.

j* F (é) dt=  ^ . u4 (ty.dt -j- ^ u2(t)dt-\~ . . .  "4“ ̂  un{t) dt . . .
a a a a

On obtient en intégrant dans le second membre
X

j  F (t)dt =  (x) — Ui (a)H-
a

4- [u2 (x) — u2 (a)l +  • • • +  [un (x) — Un (a)] +  • • •
Mais

s (a:) =  ui (x) +  «2 ( 4  +  . . • +  un (z) +  . . 
s (a) =  ui (a) +  « 2 (a) +  . . . +  un (a) +  . . ., 

quels que soient x et a  sur le segment [a, &]■;. Par suite,
X

j  F (t)dt = s (x) — s (a).
(X

On obtient en dérivant par rapport à x les deux membres de 
cette égalité

F {x) (x) .
Par conséquent, nous avons démontré que les conditions du théorème 
étant satisfaites, la dérivée de la somme d’une série est égale à la 
somme des dérivées de ses termes.

R e m a r q  u e 2 . Il est très important que la série dérivée 
soit majorable, car si cette condition n’est pas observée, la dériva
tion terme à terme peut s’avérer impossible. Pour confirmer ce fait,
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apportons un exemple de série majorable ne pouvant être dérivée 
terme, à terme.

Considérons la série
sin l 4x . sin24:c , sin34a; . . sin'n*x

P""*" "* 22 r 32 7̂2 i - - •

Cette série converge vers une fonction continue, car elle est majo
rable. En effet, quel que soit a;, ses termes sont inférieurs en valeur 
absolue aux termes de la série numérique convergente

1 1 1  1
T + * r  +  i r + - - - + ^ + - - -

Ecrivons la série formée avec les dérivées des termes de la série 
proposée :

cos x -f 2 2 cos 2*x +  . . . +  n2 cos n4x +  . . .
Cette série diverge. Ainsi, lorsque x =  0, elle devient 

.1 +  22 +  32 +  . . . +  n2 +  . . .
(On pourrait démontrer qu’elle diverge non seulement pour x =  0 .)

§ 13. Séries entières ou séries de puissances.
Intervalle de convergence

D é f i n i t i o n  1. On appelle série entière ou série de puissances 
une série de la forme

a0 +  üiX +  a2x2 +  . . . +  anxn'+  . . (1)
où a0, au a2, an, . . .  sont des constantes données appelées
coefficients de la série.

L’ensemble des points de convergence d’une série entière est un 
intervalle, pouvant se réduire à un point. Pour s’en assurer, démon- 
trons d’abord le théorème suivant, fondamental dans la théorie des 
séries entières.

T h é o r è m e  1 (d’ A b e 1). 1) Si une série entière converge 
pour une certaine valeur de x 0 non nulle, elle converge absolument pour 
toute valeur de x telle que

I I ^  I «o I >
2) si la série diverge pour une certaine valeur de x0, elle diverge pour 
tout x tel que

I z | >  | x'0 |,
D é m o n s t r a t i o  n> 1) Comme, par hypothèse, la série 

numérique
a0 +  "1“ a2,xo • • • .H” +  • • • (2)
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converge, son terme général anx{£ 0 lorsque n <x>, ce qui prouve
qu’il existe un nombre positif M  tel que tous les termes de la série 
sont inférieurs en valeur absolue à M .

Recopions la série (1) sous la forme

ûo +  fli^o (— ) (-^-) +  + • • •  (3)

et considérons la série des valeurs absolues de ses termes :

| ao 14" I aix0
X
Xq + 1 |

X
*0 +  • • • + I a n x o (4)

Les termes de cette série sont inférieurs aux termes correspon
dants de la série

M + M
X q

+ M
X q

‘+ . . . + M ( 5 )

Lorsque | x | <  | x 0 |, cette dernière série est une progression
géométrique de raison X

X q
<  1, donc elle converge. Comme les

termes de la série (4) sont inférieurs à ceux de (5), il en résulte que 
la série (4) converge aussi, ce qui signifie que la série (3) ou (1) 
converge absolument.

2) Il n ’est guère difficile à présent de démontrer la deuxième 
partie du théorème : supposons que la série (1) diverge en un certain 
point x'0. Alors elle divergera aussi en tout point x tel que | x | >  
>  \ x0 |. En effet, si elle convergeait en un certain point x satis
faisant à cette condition, en raison de la première partie du théorème, 
elle convergerait également au point x', car \ xQ | <  \x  |. Mais 
ceci est contraire à l ’hypothèse que la série diverge au point x'0. 
Donc la série diverge’ aussi au point x . Le théorème est complète
ment démontré.

Le théorème d’Abel permet de juger de la disposition des points 
de convergence et de divergence d’une série entière. En effet, si x0 
est un point de convergence, tous les points de l ’intervalle (— | x 0 |,
| Xq I) sont des points de convergence absolue. Si x'0 est un point de 
divergence, toute la demi-droite à droite de | xQ | et la demi-droite 
à gauche de — | x0 | sont constituées de points de divergence.

Ceci permet de conclure qu’il existe un nombre R  tel que les 
points | x | <  R  sont des points de convergence absolue et les 
points | x | >  R  des points de divergence.

On a donc le théorème suivant sur la structure de l ’ensemble 
des points de convergence d’une série entière :

T h é o r è m e  2. U  ensemble des points de convergence d'une 
série entière est un intervalle centré sur l'origine des coordonnées.

D é f i n i t i o n  2. On appelle intervalle de convergence d’une 
série entière l’intervalle compris entre les points — R  et + i? tel que
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la série converge, et même absolument, aux points x de cet intervalle 
et diverge aux points x qui lui sont extérieurs (fig. 365). Le nombre 
R  est appelé le rayon de convergence de la série entière.

Aux extrémités de l ’intervalle (c’est-à-dire aux points x =  R  
et x =  —R) la question de la convergence ou de la divergence 
de la série proposée doit faire l ’objet d’une étude spéciale.

Notons que pour certaines séries l’intervalle de convergence se 
réduit à un point (R =  0), et pour d’autres il s’étend sur tout l ’axe 
Ox (R =  oo).

La série converge

-H
0

La série diverge La série diverge

Fig. 365

Indiquons un moyen pour déterminer le rayon de convergence 
d’une série entière:

aQ +  axx +  a2x2 +  . . . +  anxn +  . . . (1)
et formons la série des valeurs absolues de ses termes: 

I «o I +  I <*i I I z | +  | a2 | | x |2 +  | a3 | | x |3 +  . .
. . . +  I ** I I * In +  . . . (6)

Pour déterminer la convergence de cette dernière série (à termes 
positifs), appliquons la règle de d’Alembert.

Supposons qu’existe la limite

l i m - ^
7l-*oo Un

lim
T H -O O

“ n +i* " +1 1 U m
a-nXn J TH-OO a n

| x | =  L | x |.

Alors, d’après la règle de d’Alembert, la série (6) converge lors- 
que L | x | <  1, c’est-à-dire pour | x | <  - j-  , et diverge lorsque

1L \ x \ > i ,  c’est-à-dire pour \ x \> - j - . .
Par conséquent, la série (1) converge absolument pour \x\<C 

Si lim 1 =  | x\ L >  1, et la série (6) diverge,

son terme général ne tendant pas vers zéro*). Mais alors le terme

*) Rappelons que pendant la démonstration de la règle de d’Alembert 

(voir § 4) nous avons remarqué que si lim >- 1, le terme général croissait,
n-> oo u n

donc ne tendait pas vers zéro.
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général de la série entière (1) ne tend pas non plus vers zéro, ce 
qui signifie, en raison du critère de convergence nécessaire, que
cette série entière diverge ^lorsque •

( 1 1 \
— JT* TTl est

l ’intervalle de convergence de la série entière (1), c’est-à-dire que
&ni? =  —  =  lim

^  n -fo o  I a 7 i+ l

D’une manière analogue, on peut aussi se servir de la règle de 
Cauchy pour déterminer l’intervalle de convergence d’une série 
entière. On obtient alors

R =
l i m  V / \  an | ’

n-+oo

E x e m p l e  1 .  D é t e r m i n e r  l ’ i n t e r v a l l e  d e  c o n v e r g e n c e  d e  l a  s é r i e

1  +  x  - f -  x2 - { -  x3 +  .  .  .  +  xn - f -  .  .  .

S o l u t i o n .  O n  o b t i e n t  e n  a p p l i q u a n t  l a  r è g l e  d e  d ’ A l e m b e r t

[ a ^ + i  I

llm71—>-oo I X  I

P a r  c o n s é q u e n t ,  l a  s é r i e  c o n v e r g e  p o u r  | a : | C  1  e t  d i v e r g e  p o u r  | x | >  1 .  
L a  r è g l e  d e  d ’ A l e m b e r t  n e  d o n n e  r i e n  s u r  l e s  p o i n t s  f r o n t i è r e s  d e  l ’ i n t e r v a l l e  
( — 1 ,  1 ) .  M a i s  o n  v o i t  d i r e c t e m e n t  q u e  l a  s é r i e  d i v e r g e  a u x  p o i n t s  x — ±  1 .

E x e m p l e  . 2 .  D é t e r m i n e r  l ’ i n t e r v a l l e  d e  c o n v e r g e n c e  d e  l a  s é r i e  

2x ( 2 a ; ) 2  ( 2 a ; ) 3

1  2  +  3

S o l u t i o n .  A p p l i q u o n s  l a  r è g l e  d e  d ’ A l e m b e r t  :

(2x)”+l

l i m
TL-+OQ

T l  - f -  1

(2 x)n =  l i m
7T—voo n  +  'l

12a: 1 =  1 2 * 1 .

L a  s é r i e  c o n v e r g e  l o r s q u e  | 2 a :  | <  1 ,  c ’ e s t - à - d i r e  s i  | x | <  —  ; e l l e  c o n v e r g e  a u

1 1 
p o i n t  x =  >y  e t  d i v e r g e  a u  p o i n t  x =  — g - .

E x e m p l e  3 .  D é t e r m i n e r  l ’ i n t e r v a l l e  d e  c o n v e r g e n c e  d e  l a  s é r i e

l i mn-*oo

X2

X + T T
a ;3  xn

+ t t + - + t t t + -

. A p p l i q u o n s  l a  r è g l e  d e  d ’ A l e m b e r t  :

“ t i + 1  : — l i m
7 1 - + 0 0

a ;n + 1 7 i  !
-  l i m  1 *un xn ( ; i - | - l )  ! n - » - o o  i n +  1

= 0 <  1.
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Comme la limite ne dépend pas de x et qu’elle est plus petite que 1, la série con
verge quel que soit x.

E x e m p l e  4. La série 1 +  x +  (2x)2 +  (3s)3 +  . . +  (nx)n■+ . . . 
diverge quel que soit x, sauf x =  0, car (nx)n o o  lorsque n o o ,  quel que 
soit x non nul.

T h é o r è m e  3. Une série entière
a0 +  dix +  a2x2 + . . . + •  anxn +  . . . (1)

est majorable sur tout segment [—p, p] entièrement contenu dans son 
intervalle de convergence.

D é m o n s t r a t i o n .  On a par hypothèse p <  R  (fig. 366), 
et donc la série numérique (à termes positifs)

I ao I +  I Æi I P +  I a2 Ip2 +  • • • +  I O'n I Pn (7)
converge. Mais, lorsque | x  | <  p, les termes de la série (1) ne sont 
pas supérieurs en valeur absolue aux termes correspondants de (7). 
Donc la série (1) est majorable sur le segment [—- p, p].

C o r o l l a i r e  1 .L a  somme d'une série entière est une fonction 
continue sur tout segment entièrement contenu dans l'intervalle de con
vergence. En effet, la série est majorable sur ce segment et ses termes

IntervaLLe de convergence

--------   a-------- \-------- ------- —̂O- >
“/? 0 ^ p  R

Intervalle de majoration 

Fig. 366

sont des fonctions continues de x. Par conséquent, en vertu du théo
rème 1 , § 11 la somme de cette série est une fonction continue.

C o r o l l a i r e  2. Si les bornes d'intégration a,  P appartiennent 
à l'intervalle de convergence d'une série entière, l'intégrale de la somme

-R O R

Fig. 367

de la série est égale à la somme des intégrales des termes de la série. 
En effet, l ’intervalle d’intégration peut être contenu dans le seg
ment [—p, p], où la série est majorable (fig. 367) (voir le théorème 2, 
§ 12 sur l ’intégration des séries majorables).
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§ 14. Dérivation des séries entières
T h é o r è m e  1. Si (—i?, R) est Vintervalle de convergence 

de la série entière
s (x) =  aQ +  O'iX +  a2x2 +  a3x3 +  a 4a;4 + . . . ' +  nnxn +  . . .,

(i)
la série

<p (a;) =  ax +  2a2x +  3a3x2 +  • • • +  nanxn- 1 +  . . . (2)
déduite de (1) par dérivation terme à terme admet le même intervalle 
de convergence ; on a en outre

(p (x) = ' s' (x) lorsque \ x | <  jR,
c'est-à-dire que, dans Vintervalle de convergence, Za dérivée de la somme 
de la série entière (1) est égale à la somme de la série obtenue en déri
vant terme à terme la série (1).

D é m o n s t r a t i o n .  Démontrons que la série (2) est majo- 
rable sur tout segment [—p, p], appartenant complètement à l ’in
tervalle de convergence.

-------$ 4---------------- H---- -̂----- i J 1 ï-H—I----------
-R -p 0 x p g R xz xf

Fig. 368

Prenons un point |  tel que p <  £ <  R  (fig. 368). La série (1) 
converge en ce point, donc lim an£n =  0 , et il existe une constante

n~+ oo

M  telle que
I anl n | <  M  (ra =  1, 2 . . .)•

Si | x | ^  p, on a
| nanxn~1 1<  | nan pn~ 1 1 =  n | a„^n- 1

où

n—i M 7n—1

i.

Ainsi, lorsque | x | p, les termes de la série (2) sont inférieurs 
en valeur absolue aux termes de la série numérique positive à termes 
constants

— -(l +  2q+3q2+ ...-\-n q n~l +  ...)•

Mais, comme le montre la règle de d’Alembert, cette dernière 
série converge : ' '

lim
n-voo

s nq™-1 
( n  — 1 )  g n “ 2 q <  1 .
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Donc la série (2) est majorable sur le segment [—p, p] et, en vertu 
du théorème (2), § 1 2 , sa somme est la dérivée de la somme de la 
série proposée sur le segment [—p, p], c’est-à-dire

<p (x) =  s' (x).

Comme on peut enfermer tout point intérieur de l ’intervalle 
(—iî, R) dans un certain segment [—p, p], il en résulte qüe la série
(2) converge en tout point intérieur de l ’intervalle (—R, R).

Montrons que la série (2) diverge en dehors de l ’intervalle 
(—R, R). Admettons que la série (2) converge pour xs >  R. En 
l ’intégrant terme à terme dans l’intervalle (0, x 2), où R  <  x2 <  xu 
on obtiendrait que la série (1) converge au point x2, ce qui contredit 
les conditions du théorème. Par conséquent, l ’intervalle (—i?, R) 
est l’intervalle de convergence de la série (2). Le théorème est com
plètement démontré.

La série (2) peut être de nouveau dérivée terme à terme, et il 
sera loisible de continuer ce processus à volonté. De sorte que :

T h é o r è m e  2. Si une série entière converge dans Vintervalle 
(—R , iî), sa somme représente une fonction ayant, dans Vintervalle de 
convergence, des dérivées de tout ordre n, chacune d'elles étant la somme 
de la série obtenue en dérivant terme à terme n fois la série proposée ; en 
outre, l'intervalle de convergence de chaque série obtenue par dérivation 
est aussi l'intervalle de convergence de la série proposée (—R, R).

§ 15. Séries de puissances de x  — a

On appelle aussi série de puissances une série dé la forme 
aa +  ai (x — a) +  az {x — a)2 +  . . . +  an (x — a)n +  . . (1)

OC) -f
-/? 0 R
—I----H h

a~R -̂------ a+R----1----1----1----
a

Fig. 369

x

x

où les constantes a 0 , a i ,  . . ., a n , . . .  sont également appelées les 
coefficients de la série. Les termes de cette série contiennent les 
puissances croissantes de a; — a.

Si a =  0, on obtient une série des puissances de x, qui est donc 
un cas particulier de la série (1).

Pour déterminer le domaine de convergence de la série (1), faisons
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le changement de variable
x — a = X.

La série (1) devient après cette substitution
ao ~t~ ai% az ^ 2 +  . . . +  anXn "t“ •• • m (2)

qui est une sérié des puissances de X.
Soit — R  <  X  <C R  rintervalle de convergence de la série (2) 

(fig. 369, a). Il en résulte que la série (1) convergera pour les x véri
fiant F inégalité —R  <  x — a <  R  ou a — R <  x <C a +  Æ. Com
me la série (2) diverge pour | X  I >  i?, la série (1) divergera pour 
\ x — a | >  R, c’est-à-dire en dehors de rintervalle a — R  C  x <  
<  a +  R  (fig. 369, p).

Par conséquent, l ’intervalle de convergence de la série (1) est 
rintervalle (a — R, a -f- R), ayant pour centre le point a. Toutes 
les propriétés d ’une série entière en x dans l ’intervalle de conver
gence (—-i?, R) sont entièrement conservées pour une série entière 
de x — a dans l ’intervalle de convergence (a — R, a +  R). AinsiT 
intégrant terme à terme la série entière (1), les bornes d’intégration

0 1 2 3 x
- ---------- i— 1— ^

Fig. 370

appartenant à l ’intervalle de convergence (a— -R., a -f- il), on 
obtient une série dont la somme est égale à l ’intégrale de la somme 
de la série proposée (1). Si l ’on dérive terme à terme la série entiè
re (1), x étant pris dans rintervalle de convergence (a — i?, a -f- R), 
on obtient une série dont la somme est égale à la dérivée de la somme 
de la série proposée (1).

E x e m p l e .  Trouver le domaine de convergence de la série
( *  _  2) +  (X -  2)2 +  (X -  2)3  +  . . . - f -  (X -  2)n + ................

S o 1 u t i o n. Posant x — 2 =  X, on obtient la série 
X +  X2 +  X3 +  .. . . +  Xn +  . . .

Cette série converge pour — 1 <  X  <  -f- 1. Donc, la série proposée converge 
pour les x tels que —1 <  x — 2 <  1, c’est-à-dire pour 1 <  x <  3 (fig. 370).

§ 16. Séries de Taylor et de Maclaurin

Nous avons montré au § 6 , chap. IV (t. I) qu’une fonction /  (x) 
possédant des dérivées jusqu’au {n -|- l)-ième ordre inclus au voisi-
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nage du point x = a (c’est-à-dire dans un intervalle contenant le 
point a; =  a) admettait dans ce voisinage le développement suivant 
la formule de Taylor

/  ( 4 - 7  («)•+^  r  f" ( 4 +  • • •

. . .  +  { x ~n f n  n  (a) +  R n  ( * ) .  (1)

où le reste R n (z) était calculé selon la formule

/<n+1>[ g + 6 ( s - g ) i ,  o < 0 < î .

Si la fonction /  (x)- est i n d é f i n i m e n t  d é r i v a b 1 e au 
voisinage du point x —■ a, on pourra prendre n arbitrairement grand 
dans la formule de Taylor. Supposons que le reste Rn tende vers 
zéro dans le domaine considéré lorsque n oo :

lim R n (x) ~  0 .
n-yoo

Ceci étant, faisant tendre oo dans la formule (1), on obtient 
à droite une série avec une infinité de termes dite série de Taylor :

/  (x) -  /  (a) +  r  {a) +  . . .  +  (ffl) +  . . .  (2 )

Cette dernière égalité n ’est juste que si R n (æ) -v  0 lorsque n-*- oo. 
Alors là série du second membre converge et sa somme est égale 
à la fonction f  (x). Montrons qu’il en est bien ainsi:

f  (x) =  P n (x) +  R n (x ),
où

Pn(x) = f(a) +  ̂ ~ f i a ) +  . . .  + - ^ ) 2_/<»»(a).

Comme, par hypothèse, lim R n (x); =  0, on aTL-yoO

f  (x) =  lim P n (x).
7l->oo

Or, Pn (x) est une somme partielle de la série (2) ; sa limite est égale 
à la somme de la série du second membre de l ’égalité (2). L’égalité
(2) est donc légitime :

f  (x)= /  (a)+ f  (a) +  f  (a) +  . . .

(x — a)n 
n ! / <n> (®y+ • •
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Il résulte de ce qui précède que la s é r i e  d e  T a y l o r  
r e p r é s e n t e  l a  f o n c t i o n  d o n n é e  /(a:) s i ,  e t  
s e u l e m e n t  s i ,  lim Rn (x) =  0. Si lim Rn (x) ^  0, la série

n —ïoo 71-ÏOO
ne représente pas la fonction donnée, bien qu’elle puisse converger 
(vers une autre fonction).

Si, dans la série de Taylor, on pose a =  0, on obtient un cas parti
culier de cette série, appelée série de Maclaurin :

f ( x ) = /  (0) + ^  r  (0) + - - -  r  (0) + . . .  + — - (0 ) + . . .  (3)

Si l ’on a écrit formellement la série de Taylor d’une fonction 
donnée et si l ’on veut s’assurer qu’elle représente effectivement cette 
fonction, il faudra soit démontrer que le reste tend vers zéro, soit 
encore se convaincre, d’une manière ou d’une autre, que la série 
écrite converge vers la fonction donnée.

Notons que, pour chaque fonction élémentaire définie au § 8 , 
chap. I (t. I), il existe un a et un R  tels que, dans l ’intervalle 
(a — R, a R), elle se développe en série de Taylor ou (si a =  0) 
de Maclaurin.

§ 17. Exemples de développement de fonctions en séries
1 . D é v e l o p p e m e n t  e n  s é r i e  d e  M a c l a u r i n  

d e  /  (x) =  sin x .
Nous avons obtenu au § 7, chap. IV (t. I) la formule

sin æ =  a:— gy +  y y  + • • •  +  ( — l )"*1 +  Rzn (x).
Comme on a démontré que lim R 2n (x) =  0, on obtient, compte

71—>oo

tenu de ce qui a été dit au paragraphe précédent, le développe
ment de sin x en série de Maclaurin :

sinx = x - ^ T+ ^ r + _i_ ( — i)"+i__x2nl _l ) (2n — 1) ! (1)

Comme le reste tend vers zéro quel que soit x , la série proposée 
converge et sa somme représente la fonction sin x quel que soit x.

La figure 371 représente les graphiques de la fonction sin x et 
des trois premières sommes partielles de la série (1).

On a recours à cette série pour calculer sin x  pour diverses valeurs 
de x.

Calculons, par exemple, sin 10° à 10~5 près. Etant donné que
10° = - - æ  0,174533, on a

• a no rc 1 / ît Vsin 10 — lg 3i V 18 )
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Nous bornant aux deux premiers termes, on obtient l ’égalité appro
chée suivante :

jt Jt 1 / Jt \  3 ^
18 (T \"îiT j ’

l ’erreur ô est, en valeur absolue, inférieure au premier terme 
négligé:

3XSi l ’on calcule chaque terme de l ’expression de sin-jg- en pre
nant 6 décimales, on obtient

s i n -  =  0,173647.

On peut garantir les quatre premières décimales.

2. D é v e l o p p e m e n t  e n  s é r i e  d e  M a c l a u r i n
d e  l a  f o n c t i o n  f  (x) = ex.

Fig. 371
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Nous avons, compte tenu du § 7 du chap. IY (t. I) ;

ex — 1-j-x- X3 xn
(2)2 ! ' 3! 1 - ‘ * 1 ni

car, comme on l ’a démontré, lim R n (x) =  0 quel que soit x. Donc,
n-M»

la série converge pour tous les x  et représente la fonction ex.
En remplaçant x  par (—x) dans le développement (2), on obtient :

X2 X3 , X4c —1 —X- 2 ! 3 ! 4 ! (3)
3. D é v e l o p p e m e n t  e n s é r i e d e M a c T a u r i n  

d e l a f o n c t  i o n f  (x) =  cos x.
On déduit de ce qui a été dit au § 7, chap. IV (t. I) que

cosa:= 1 X2
2 7

a:4
47 (4)

la série converge pour tous les x  et représente la fonction cos x .
4. D é v e l o p p e m e n t  en s é r i e  de M a c l a u r i n  de s  

f o n c t i o n s
f ( x )=  shx = - ? - j —  ,

/(x) =  chx==---------- .

Des formules (2) et (3) il vient :
#3 x5sh X- — X-

ch a: =  1 +

3! 
x2 
2 1

5!
x*
4!

xi 
7 !

6 !

(5)
(6)

§ 18. Formule d’Euler

Jusqu’à présent, nous considérions des séries à termes réels et 
nous avons laissé en marge les séries à termes complexes. Nous ne 
donnerons pas une théorie complète des séries à termes complexes, 
qui sort du cadre de ce livre, nous bornant à examiner un exemple 
important.

Nous avons défini au chapitre VII (t. I) la fonction ex+iy par 
l ’égalité

ex+îv __ ex (cos y _j_ i Sin y).v

Faisant x =  0, on obtient la- formule d'Euler :
e{y =  cos y +  i  sin y •
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Si Ton définit la fonction exponentielle e%v à exposant imaginaire 
au moyen de la formulé (2) du § 17, représentant la fonction ex sous 
forme de série entière, on retrouve l ’égalité d’Euler. En effet, défi
nissons etv en posant dans l’égalité (2) du § 17 iy au lieu de x :

in 

connue i2 — — 
obtient

é?iy= l -

w
i !

jy_ 
1 !

2 !  1 3 !  1

11 1 ex. ri* II i 6  =  i

.
0 1

i y3 ,0 » 1 ÿ 4  + -/  t 1

(iy)n .
n !

iy5
51

( i )

— 1, etc., on

Séparons les parties réelle et imaginaire de cette série:

Les expressions entre parenthèses sont les séries entières de cos y 
et de sin y (voir formules (3) et (1) du paragraphe précédent). Par 
conséquent,

elv =  cos y +  i sin y. (2)
Nous avons retrouvé la formule d’Euler.

§ 19. Formule générale du binôme
1. Développons en série de Maclaurin la fonction

/ (x) =  ( 1 +  x)m,
m étant une constante arbitraire.

L’évaluation du reste présentant quelques difficultés, nous procé
derons autrement pour trouver le développement en série de cette 
fonction.

Remarquant que la fonction /  (#) =  (1 +  x)m satisfait à l ’équa
tion différentielle

(1 +  x) f  (x) = mf (x) (1)
et à la condition

/  (0) =  1 ,
cherchons une série entière dont la somme s (x) satisfasse à l ’équation 
(1) et à la condition 5 (0) =  1 :

s (x) = 1 +  ^1# +  a2a;2 +  . . . +  anxn +  . . . *). (2)

*) Nous avons pris le terme constant égal à l’unité, vu la condition s (0) =
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Ôn obtient eh substituant cette série dans l ’équation (1) :
(1 +  X) {CL\ +  3X2 +  . . • +  7l€inQ̂l'~̂  +  . . . )  =

=  m  (1 +  àiX  +  a 2x 2 +  . . . +  «na:n +  . . . ) •
Identifiant les coefficients des mêmes puissances de x  de part et 
d ’autre de l ’égalité, on trouve:

«i =  m  ; +  2az =  ^ia \ \ • . • ; n an +  (n +- 1) «7,-f 1 =  m an ;
D’où l’on obtient pour les coefficients de la série l ’expression

____ a _________     a i  ( m  1) _  m  ( m — i )  .
«0 — •»> — m» û 2  — ------- 2 --------------  2 ---- 7

__ a2 ( m  — 2) __ m  ( m  — 1 ) { m — 2)
ffl3— § 2^3 ’

an m  ( m — 1) .
T 2

[ m — n + i ]

Ce sont les coefficients de la série du binôme.
On obtient en les substituant dans la formule (2) :

s (x)=i-\~ mx +  m ^ ^  x2+  . . .
, 777(777 — 1) . . .  [ m  —  ( n —  i ) ]  _ n ,

Si m est un entier positif, les coefficients de xm+l et des puissances 
supérieures sont nuis et la série se réduit à un polynôme. Si m est 
fractionnaire ou un entier négatif, on a une série avec une infinité 
de termes.

Déterminons le rayon de convergence de la série (3) :
771 (771 —  1 )  . . .  [771 —  71 +  1 ]

Un + i=  ~ i  * ,

lim
n - v o o

«n+1 
«n

m  ( m  —  i )  . . .  [ m  —  n  +  2] a;71"-1,
_ ! 777(771 —  1 ) . . . ( 7 7 7 —  77 —J— 1 )  ( 77—  1 )  !

I 771 (777 —  1 )  . . .  (777 — 77 +  2 ) 7 7  !

=  lim
n -y c o

(n - l)!  
- 1 ) •• 
(m—i) 

m — n -|-1
* I = M -

De sorte que la série (3) converge pour | x | <  1.
Dans l ’intervalle (—1, 1) la série (3) représente une fonction s (x) 

satisfaisant à l ’équation différentielle (1) et à la condition
s (0) =  1 .
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Comme il n ’existe qu’une seule fonction satisfaisant à l ’équation 
différentielle (1) avec la condition initiale 5 (0 ) = 1 , il en résulte 
que la somme de la série (3) est identiquement égale à la fonction 
(1 +  x)m, et l ’on obtient le développement

(1 +  x)m =  1 -\-mx- m(m — 1 )  2

m(m  —  1 )  ( m  —  2 )  
1 ^ 3

Notamment, si m =  — 1, on a

■ =  1 — x +  x2 -__i_
1 - f - x

1*2

x3 +

•x3 +

x2 +

Si m =  -T  ,

v i+ x = i+ 4 - . 1-3 1-3-5

Si m =  — g" »

V l+ j

2-4

1- 3
2- 4

2.4-6 2-4-6-8 ■ x4 +

1.3.5
2.4.6 x3 - 1 . 3 . 5 .7

2-4.6-8 x*

(3')

(4)

( 5 )

(6)

2. Appliquons le développement du binôme au développement 
d’autres fonctions. Développons en série de Maclaurin la fonction

f  (x) =  arc sin x.
Remplaçant x par —x2 dans l ’égalité (6), on obtient:

1.3.5
2-4.6

T /l-a  

xu +  .

1 +  2 2*4 x4tJr

1.3.5 . . .  (2/z— 1)
2.4,6 . . . 2n x2 +  . . .

En vertu du théorème sur l ’intégration des séries entières, on 
a pour | x | < l

dt
T/l — «2

=  arc sin x — x- 1 x3
2 3

1-3
2*4 5

1-3-5 . . .  (2/i — l) *2n+i 
2.4.6 . . .  2/i 2/i +  l

1.3.5 Z?
2.4.6 7 "+

Cette série converge dans l’intervalle (—1, 1). On pourrait démon
trer que la série converge également lorsque x =  ± 1  et que la som
me correspondant à ces valeurs représente arc sin x. Alors, posant 
x =  1 , on obtient cette formule pour calculer n :

• a n a . 1 1arc sin 1 =  =  1 +  -«— 1-3
2-4

1.3.5 1
2-4-6 * 7 +  * ■#
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§ 20. Développement de la fonction Log (1 +  x) en série entière. 
Calcul de logarithmes

Intégrant l'égalité (4) du § 19 de 0 à x (avec | x | <  1), on 
obtient :

0 0
ou

Log(l +  a:) =  x - - ÿ - +  — —-ÿ -+  . . .  +  ( — l)n+1— +  . . .  (1)

Cette égalité est vraie dans l ’intervalle ( —1, 1).
Si l’on remplace x par — x dans cette formule, on obtient 

la série

(2)

qui converge dans l’intervalle (—1 , 1).
Les séries (1) et (2) permettent de calculer les logarithmes de 

nombres compris entre zéro et deux. Indiquons sans le démontrer 
que le développement (1) subsiste pour x =  1 .

Donnons une formule permettant de calculer les logarithmes 
naturels des nombres entiers.

Comme la différence terme à terme de deux séries convergentes 
est une série convergente (voir § 1, théorème 3), on obtient en retran
chant terme à terme (2) de (1) :

Log (1 +  x) -  Log (1 — x) =

=  L°g 4 ^ F  =  2 [  * +  "T + 'X  +  • • ' *

Posons ensuite =■ ; on a # =  -0 t  . On a pour tout1—x n £n~f-1 x
n > 0  0 < æ d ,  donc

Log i —x = L o g - i —=  2 [ 2„ + i +  3(2re+l)3 +  5(2re +  l)6 +  * * ’]  * 
d’où

Log (w -(-1) — Log n =

=  2 [ 2 r e  +  l  +  3 ( 2 r + 1 ) 3  +  5 ( 2 n + l ) 6  +  • ” ] •  ( 3 )

On en déduit pour n =  1 :

Log 2 — 2 [ 1#3+  3.33 +  5.35 +  •••]*
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Pour calculer Log 2 avec la précision voulue ô, il faut calculer 
la somme partielle sp en prenant un nombre p de termes tel que la 
somme des termes négligés (c’est-à-dire l’erreur Rp faite en rempla
çant s par sp) soit inférieure à l’erreur admise ô. Evaluons, à cet 
effet, l ’erreur R p :

*p =  2 [
1 1

( 2 p  +  l ) 3 2 P + i  ~  ( 2 />  +  3 ) 3 2 P + 3  ^  ( 2 p  +  5 ) 3 2 p + 6  ^  " ' " J  ‘

Comme les nombres 2p +  3, 2p +  5, . . . sont supérieurs à 2p +  1, 
nous augmentons la valeur de chaque fraction lorsque nous rempla
çons ces nombres par 2p +  1. Donc,

^ P < 2 [(2p-fi)32P+i +  (2/>+l) 32P+3+ (2p +  l)32P+5 +  • ‘ *] ’
OU

R p < 2p-f _ r—-_1 L 32p+1

( 2 p  - f - 1 )  32P+3 ^  ( 2 p  + 1 )  32P+S 

1 , 1
3 2 p + 3 32P+5

Nous avons entre crochets une progression géométrique de raison 
-g-. La somme de cette série est

i

R p <
32p+i 1

2 p  +  l (2 p + l)3 2P-14 (4)

Si l’on veut à présent calculer Log 2, par exemple, à 0,000000001 
près, il faut choisir p  de sorte que l’on ait Rp <  0,000000001. On y 
arrive en prenant p  de sorte que le second membre de l ’inégalité (4) 
soit inférieur à 0,000000001. On vérifie qu’il suffit de prendre 
p =  8 . Ainsi, à 0,000000001 près, on a

L og2æ s8 =  2 1
3-33 ' 5-3® 7-37 ^ 9-3® ^  14.3x1

+ -j— ] =  0,693147180.^  13-313

La réponse est Log 2 =  0,693147180, avec neuf décimales exactes. 
Posant dans la formule (3) n =  2, on obtient :

Log 3 ■= Log 2 -f- 2 3.53 5-56 .]  =  1,098612288. etc.

Nous pouvons donc calculer les logarithmes n a t u r e l s  de 
n ’importe quel entier.

Pour obtenir les logarithmes d é c i m a u x ,  il faut se servir 
de la relation (voir § 8 , chap. II, t. I)

log N  = M  Log N ,
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avec M  =  0,434294. On a ainsi
log 2 =  0,434294 0,693147 =  0,30103.

§ 21. A pplication des séries au ca lcu l d ’intégrales définies

Nous avons montré aux chapitres X et XI (t. I) qu’il existait des 
intégrales définies qui, considérées comme fonctions de leurs bornes 
supérieures, ne s’exprimaient pas sous forme finie au moyen des 
fonctions élémentaires. Il est parfois commode de calculer de telles 
intégrales au moyen des séries.

Considérons quelques exemples.
1. Soit à calculer l ’intégrale

a

î0 e-* 2 dx.

La primitive de e~x2 n ’est pas une fonction élémentaire. Pour calcu
ler l ’intégrale, développons la fonction sous le signe somme en série 
en remplaçant dans le développement de ex (voir formule (2), § 17) 
x  par —x2:

e~x2= i X* 
1 !

X4
T\ ••• +  ( — !)"

x*n 
n !

Intégrant les deux membres de cette égalité de 0  à a, on obtient

0
_ a a3 , a6

Cette égalité permet de calculer l ’intégrale, quel que soit a, avec 
l ’approximation voulue.

2. Soit à calculer l ’intégrale

Î s i na :  ,-------dx.
*

Développons la fonction sous le signe somme en série : comme
. ,, X6 a;? 1o l l l  JU —  X" ’ 2 j' 1 5 ! 7 ! 1 • • •

on a :
s i n # _  4 X*

i
X6 1

x — 1 —
3 ! 1 5 ! 7 !
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cette dernière série convergeant quel que soit x. On obtient en 
intégrant terme à terme :

s i n #  j  a 3  ,  a 5  a 7  ,
—  dx — a g -jT r+ x rF  7W ”*“ •••

0

Il est facile de calculer la somme de cette série avec la précision 
voülue, quel que soit a .

3. Calculer l ’intégrale elliptique
JT
2

j  1^4 — &2sin2 <pd(p (&<cl). 
o

Développons l ’expression sous le signe somme en série du binôme, 
avec 77i =-g- , x = —h2 sin2 qp (voir formule (5), §19):

Y 1 — &2 sin2 (p =  1 — ^  k* sin2 <p— A4 sin4 <p —
1 1 3 ,

— T T ~ 6 k sm V -  •••
Cette série converge quel que soit <p et peut être intégrée terme à 
terme, étant donné qu’elle est majorable dans tout intervalle. 
Par conséquent,

<p <p

j  1/^1 — k2sin21dt =  <p— —A2 j  sin2 td t — 
o o

T V
— j j sin6*^—...

Les intégrales du second membre se calculent élémentairement.
r\ îtOn a pour (p =  — :

JT 
2

%_ 1 - 3  . . .  ( 2 n— 1 )  î i
2-4 . . .  2n 2j  sin271 <p dip =

(voir § 6 , chap. XI, t. I) et, par suite,
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§ 22 . Application des séries à l ’intégration d'équations 
différentielles

Si l'intégration d'une équation différentielle ne se ramène pas 
à des quadratures, on a alors recours à des méthodes d'intégration 
approchée. Une de ces méthodes consiste à représenter la solution 
de l ’équation sous forme de série de Taylor; la somme d'un nombre 
fini de termes de cette série sera approximativement égale à la solu
tion particulière cherchée.

Supposons, par exemple, que l'on ait à chercher la solution 
d’une équation différentielle du second ordre

y" =  F (x , y, y'), (1)
avec les conditions initiales

(y)ac=x0 =  y O* {yr)x=xo =  y0 - (2)

Supposons que la solution y = f  (x) existe et peut être représentée 
par une série de Taylor (nous ne nous appesantirons pas sur la ques
tion des conditions devant être vérifiées pour que cela ait lieu) :

ÿ = / W = / W + ^ / fW +  {xl xf  r w + -  (3)
Nous devons trouver /  (æ0), f  '(x0), f" (zq), • . c’est-à-dire les 

valeurs des dérivées de la solution particulière pour x =  x0. On les 
trouve au moyen de l ’équation (1) et des conditions (2).

En effet, il résulte des conditions (2):

f(xo)=y<>, f(x o )= y 'o i  
on déduit de l ’équation (1) :

/"  (zo) =  {y")x=x0 =  F (*o, yo, y'ob
Dérivant les deux membres de l’équation (1) par rapport à x
y"' =  Fx  (x , y ,  y ')  +  Fy (a:, y , y ’) y '  +  F'y (x , y ,  y ’) y"  (4)

et substituant x = x 0 dans le second membre, on trouve;

r  (*o) = (/%=«„•
Dérivons la relation (4) encore une fois, on a

/ IV (*o) =  ( y ™ )^ ,
et ainsi de suite.

Substituons les valeurs des dérivées trouvées dans l ’égalité (3). 
Cette série représente la solution de l'équation proposée pour les 
valeurs de x pour lesquelles elle converge.



§ 22] APPLICATION DES SÉRIES A L’INTÉGRATION D’ÉQUATIONS

E x e m p l e  1. Trouver la solution de l’équation
// 9

y  =  — y x ,  

satisfaisant aux conditions initiales
(y)x=o = i .  (y')x=o =

S o l u t i o n .  On a:
/  ( 0 )  =  2 / o  =  1  î  f  ( 0 )  =  y i  =  0 .

On déduit de l ’équation donnée (y")oc=o =  /" (0) =  0; puis,
Vm =  —y'x2 -  2xy, (y"')x=o =  /"' (0) =  0,

y™ =  —y"x2 — 4 xy* — 2 y, (y™ )^  o =  —2
et, plus généralement, en dérivant k fois les deux membres de l ’équation par 
application de la formule de Leibniz, on trouve (§ 22, cbap. III, t. I):

y i h + 2 )  =  — y ( k ) x ^ — 2 k x y ( b ~ l )  —  &  —  1 )  y ( . h ~ 2 ) t

Posant x =  0, on obtient :
ÿ(ft+2)=  _/£;(/,:— 1) ŷ ft~ 2)

ou, posant k +  2 =  nJ
2/ün)=  — (»—3) (n—2) ^ n-4).

D’où
^ = - 1 - 2 ,  - 5 . 6 J/I0V =  (-1 )2 (1 .2 ) (5.6),

ÿ<012> = _ 9 .1 0 ÿ (8> =  (- l) i»  (1-2) (5.6) (9-10),

yl0h =  ( -  l)h (1■ :2) (5• 16) (9 • 10)... [(4fc- 3) (4k -  2)],

En outre,

4 * > = o ,  4 9> = o ,  . . . .  4 4ft+ l ) = o ,  . . . ,
4 8)= o ,  4 10)= o ,  . . . .  4 4h+ 2) = o ,  . . . .

4 7)=o, 4 “ >=o........... 4 4a+3)= o. •••
De sorte que seules ne s’annulent pas les dérivées d’ordres multiples de 

quatre.
Substituant les valeurs des dérivées trouvées dans la série de Maclaurin, 

on obtient la solution de l’équation proposée

y =  l - - | i  l .2  +  — -(1-2) ( 5 . 6 ) ( 1 - 2 )  (5.6) (9-10) +

+  • • • + ( —1)h (1'2) (5-6)- • -[(4A—3) (4ft—2)] +  ...

On vérifie au moyen de la règle de d’Alembert que cette série converge pour 
toutes les valeurs de æ, donc elle est solution de l ’équation différentielle.

Lorsque réquation est linéaire, il est commode de chercher les 
coefficients du développement d’une solution particulière par la
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méthode des coefficients indéterminés. Pour cela, on « substitue » 
directement la série

y =  aQ +  +  - . . +  anxn +  . . .
dans l ’équation différentielle et on identifie les coefficients des 
mêmes puissances de x de part et d’autre de l ’équation.

E x e m p l e  2. Trouver la solution de l ’équation
y" =  2 xy' +  4 y, 

vérifiant les conditions initiales
(y)x=o =  0, (y')x=o =  1-

S o l u t i o n .  Posons
y =  Æo "i” alx ” f "  +  • . • +  0-nXn +  .  .  .

On trouve, compte tenu des conditions initiales,
a0 =  0, =  1.

Par conséquent,
y =  x +  a2x2 +  a3xz +  . . . +  anxn +  . . 
y’ = 1 +  2a2x +  3a3x2 +  . . . +  nanxn~x +  . . ., 
yn ==s 2æ2 “I” 3-2a3a: -f” • • • +  n (ti — 1) a,nxn~2 +  . . .

Substituant les expressions ci-dessus dans l ’équation proposée et identifiant 
les coefficients des mêmes puissances de x , on trouve :

2a2 =  0, d’où a2 =  0;
3-2a3 =  2 + 4 ,  d’où a3 =  1 ;
4-3^4 =  4a2 +  4a2, d’où a4 =  0

n(n — 1) du — (n — 2) 2a7l_2+4Æ7l_2, d’où an 2^n-2 . 
n — 1 ’

Par conséquent, 

2-1
“5~  4 “ 21 ’

2 12*T 1 .
6 3! ’ a9 = 41 '

a2&+i =_ 2, (k—l)i 1
2k kl ’

o-i =  0] œq =  0 ; • • • î &2k =  0 . . .
Substituant les coefficients trouvés, on trouve la solution cherchée

. Xz xb Æ7  x 2 f t+ l

Ï _ I + /T + '2 T + 3 T +  • ■ ■ + ~ n ~ +  • • •
La série obtenue converge quel que soit x .

Remarquons que la solution particulière trouvée s’exprime au moyen des 
fonctions élémentaires: en effet, si l ’on met x en facteur, on obtient le déve
loppement de la fonction ex2. Donc,

y =  xex2.
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§ 23. Equation de Bessel
On appelle ainsi une équation de la forme

x2y" +  xy' +  (x2 —- P2) y =  0 (p =  const). (1)
Il convient de chercher la solution de cette équation, comme les 

solutions de certaines autres équations à coefficients variables, non 
pas sous forme de série entière, mais sous forme de produit d’une 
certaine puissance de x pa une séiie entière :

y = xr 2  ahXk. (2)
h=0

Il est loisible de prendre a0 différent de zéro, étant donné que 
l ’exposant r est indéterminé.

Recopions l ’expression (2) sous la forme

y=  2  ahxr+k
h=Q

et cherchons ses dérivées:

ÿ '=  2  (r +  k)ahx r+b- 1;
ft=0

y"=  2  (r +  k ) ( r + k — î)a hxr+h~z.
h=0

Substituons ces expressions dans l ’équation (1) :
oo

x 2 2  (r +  k) (r +  k —l)a kxT+k~2 +
ft=0

+  x 2  (r +  k)ahxr+h~1+ (x2 — pt) 2  ahxT+k = 0. 
ft=o fc=0

Annulant les coefficients de a: à la puissance r, r + 1 ,  r +  2, 
- . . ,  r+Æ , on obtient le système d’équations différentielles:

[ r ( r— l)  +  r —p2]a0 =  0  ou [r2 — p2] a0 =  0 , ^
[(r +  l ) r  +  (r +  l) —p2]ai =  0  ou [ ( r + 1)2 — p2] at =  0 ,
[ (r +  2) (r + 1 )  +  (r +  2) — p2] a z +  a0 =  0

ou [ ( r + 2 )2—p2] a2 +  a0 =  0 , (3)
l(r +  k) (r+Zc — 1) +  (r + * )  —p2] ah +  ak - 2  =  0

ou [(r +  &)2—p2] aft +  aft_2 =  0 ,
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Considérons la dernière égalité :
I(r +  k)2 — p2\ ah +  aA_2 == 0. (3')

On peut la recopier sous la forme
[(r+  k — p) (r -f k +  p)] ah -f- a ft_2 =  0 .

Par hypothèse a0 0 ; par conséquent,
r2 — p2 =  0 ,

donc, r4 =  p ou bien r2 =  —p .
Considérons d’abord la solution correspondant à r4 =  p >  0. 
On déduit successivement du système d’équations (3) tous les 

coefficients au a2, . . .; a0 étant arbitraire. Prenons, par exemple, 
a0 =  1. Alors

n ______
h fc(2p +  A)’

On trouve en donnant à k diverses valeurs :
ax =  0 , a3 = 0 et, en général, Û2m+i =  0 ;

1 1 
a2— 2(2p+ 2) ’ a* ~  2*4(2Jp + 2 )(2 p + 4 ) ’ * ’ *’ (4)

Û2v —( 1)V+1 2 .4 -6 ... 2v(2p+2)(2p+4) . . .  (2p +  2v)

On obtient en substituant les coefficients trouvés dans la for
mule (2) :

Vi — zP[ l  2(2p+2)
x4

2 • 4 (2p+ 2 )  (2p-f-4)

2*4*6 (2j>+2) (2p+4) (2p+6) (5)
Tous les coefficients a2v sont déterminés car, pour tout ft, le 

coefficient de ah dans l ’équation (3)
(rj +  k)2 — p 2

n ’est pas nul.
Ainsi, yi est une solution particulière de l ’équation (1). 
Cherchons maintenant dans quelles conditions tous les coeffi

cients ah sont déterminés lorsqu’on considère la seconde racine 
r 2 =  —p. Il faut pour cela que soit vérifiée l ’inégalité suivante 
pour tout k entier positif pair:

(r2 +  k )2 -  p 2 ^  0

r2 +  k= £p.
OU

(6)
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Or, p =  ru par conséquent,

^ 2  +  k ¥* ri-
Ainsi, la condition (6) est, dans ce cas, équivalente à la suivante :

ri — r2 #  fc, 
k étant un entier positif pair. Mais,

ri =  P, r2 =  —p ,
par conséquent,

rj — r 2 =  2jj.
De sorte que, si p n ’est pas un nombre entier, on peut écrire 

une seconde solution particulière que l’on déduit de l ’expression (5) 
en remplaçant p par — p:

y2= x-p[l X*
2 ( — 2 p  +  2)

2-4-6 (—2p+2) ( — 2p -f~4) ( ̂ 2 p -{-6)

2 - 4 ( - 2 p + 2 ) ( - 2 p + 4 )

( 5 ' )

Les séries entières (5) et (5') convergent quel que soit x , ce qui est 
facile de vérifier en appliquant la règle de d’Alembert. Il est égale
ment évident que et y 2 sont linéairement indépendantes *).

La solution yiy multipliée par un certain facteur constant, est 
appelée fonction de Bessel de première espèce d'ordre p et on la repré
sente par / p. La solution y2 est représentée par /_ p.

Par conséquent, lorsque p n ’est pas un nombre entier, la solution 
générale de l ’équation (1) s’écrit

y ^  Ci Jjp -f- c 2J __p.
Ainsi, si P = y  $ la série (5) s’écrit

X2 , X4 x
T 3 + 2 4 . 3 . 5  2*4.6-3.5-7
l f  X* . X* X1 . "1

i / ï  L x  — T T + T T - T F + • • • ]  •

• • • ] -

y

*) On vérifie comme suit l ’indépendance linéaire de ces fonctions. Consi
dérons le rapport

1~ 2 ( . - 2 p + 2 ) +  2 - 4 ( - 2 p + 2 ) ( - 2 p + 4 ) ~ - -  
y± s* xi

~  2 ( 2 p + 2 )  + 2 - 4 ( 2 p + 2 )  ( 2 p + 4 ) — ‘ ’ *

Ce rapport n’est pas constant, étant donné qu’il tend vers l ’infini lorsque x 0. 
Donc, les fonctions y± et y2 sont linéairement indépendantes.
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Cette solution, multipliée par y  , est appelée fonction de Bes-
sel J  i ; notons que l ’expression entre crochets est le développe-

•... T
ment en série de sinx. Par conséquent,

JJL(x) = y r ~ s i n x .
2

On obtient de la même manière à partir de la formule (5') :

J_± (x) = ] / ^ c o s x .
2

L’intégrale générale de l ’équation (1) lorsque p =  y  est

y = CiJj_(x) + C2J_
2 2

Supposons maintenant que p soit un nombre entier positif que 
nous désignerons par n (n ^  0). La solution (5) a alors un sens et 
représente une première solution particulière de l’équation (1).

Mais la solution (5') ne représente plus rien, car certains dénomi
nateurs du développement s’annulent.

Pour p =  n entier positif, on prend pour fonction de Bessel Jn
la série (5) multipliée par le facteur 2n̂  (lorsque n — 0, on prend
le facteur 1):

T / \   x7ï Y A Z2 I X 4
L1 — 2(2rc-t-2) T 2-4 (2k + 2) (2»+  4)

____________ îü____:______  + .  1
2-4-6 (2n +  2) (2k+ 4 ) (2k+  6) ^  J

OU

p )
v=0

On démontre qu’il faut chercher dans ce cas une seconde solution 
particulière sous la forme

oo

Kn \x) =  Jn {%) Log X +  X~n 2  bhX h.h=0

Substituant cette expression dans l ’équation (1), on détermine 
les coefficients bk.

La fonction Kn (x) avec des coefficients ainsi définis est appelée, 
après multiplication par un certain facteur constant, fonction de Bes
sel de seconde espèce d'ordre n .
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C’est une seconde solution de l’équation (1), qui, avec la pre
mière, forme un système linéairement indépendant.

L’intégrale générale s’écrit
y =  C J n (x) +  C2Kn (x). (8)

Notons que
lim Kn (x) =  oo.

Par conséquent, si l’on veut se borner aux solutions finies pour 
x =  0 , il faudra poser C2 =  0 dans la formule (8).

E x e m p l e .  Trouver la solution de l’équation de Bessel pour p =  0

y " + — + y ’+ y = o

satisfaisant aux conditions initiales:
pour x =  0, y =  2, y' =  0.

S o l u t i o n .  On trouve d’après la formule (7) la solution particulière

( * ) • + -

v=o 
1 x \ 4

(2 !)2 ( t ) (3 1)2

Utilisant cette solution, on peut écrire la solution satisfaisant aux condi
tions initiales données, à savoir:

y =  2 J0 (s).

R e m a r q u e .  Si l’on avait à chercher l’intégrale générale de l ’équation 
proposée, on chercherait une seconde solution particulière sous la forme

oo
Ko (x) =  Jq (z) Log x +  2  H xh- 

fc=0

Bornons-nous à indiquer que la seconde solution particulière, que nous 
désignons par K q (x ),  s’écrit

ïo (* )_ /oWLoe l + - g . - 15 l i r  ( - ) *  ( l  +  ! )  +

Après multiplication par un certain facteur constant, cette fonction s’appelle 
jonction de Bessel de seconde espece d'ordre zéro.
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OU

§ 24. Séries à termes complexes 
Soit la suite des nombres complexes

^1, 22, • • •» zni • • •?

Zn =  «n +  iàn (n =  1, 2, . . .)•
D é f i n i t i o n  1. Le nombre complexe z0 = a + 'ib  est appelé 

limite de la suite des nombres complexes zn =  an +  ibn si
lim | Zn— z0 |= 0 . (1)

n-+oo
Ecrivons la condition (1) sous la forme:
Zn — z0 =  (an +  ibn) — (a +  ib) =  (an — a) +  i (bn — b),

lim | zn — z0 1 =  lim Y ( an — ®)2 +  (bn — b)2 =  0 . (2)

De l ’équation (2) il vient que la condition (1) est vérifiée si et seu
lement si

lim an — a, lim bn = b.n-ïoo n-n»
Composons la série à termes complexes

Wi +  w2 +  w3 +  . . . +  wn +  .
ou

(3)

(4)

(5)

(6)

u>n =  Un +  ivn (n =  1 , 2 , .. . .).
Désignons par sn la somme des. n premiers termes:

Sn =  W i +  w 2 +  w n ,

sn est un nombre complexe
n ’ n

Sn =  ( S  Uh) + i ( S  vh)- h=i h=i
D é f i n i t i o n  2. Si

lim s„ =  s =  ̂ 4
71-* OO

existe, la série (4) est dite convergente et s e  n est la somme
oo

s =  2  iv h == A -f- iiB, ( / )h= i
De l ’égalité (3) et de la condition (6) il vient

71 71
A =  lim 2  uh> #  =  lim 2  vh-7i—*oo h= i n-yoo k=i

Si lims,* n’existe pas, on dit que la série (4) est divergente.

(8)
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Le théorème suivant est d’une grande utilité pour l ’étude de 
la convergence de la série (4)*

T h é o r è m e  1. La série (4) est convergente si la série formée 
avec les valeurs absolues de ses termes

| wi |  +  |  w 2  |  +  • • • +  |  w n  |  +  • • • » O Ù  |  W n  |  =  V"̂ «n -j- Vn (9) 

est convergente•
D é m o n s t r a t i o n .  Les égalités (8) (en vertu du théorème 

correspondant sur la convergence absolue des séries à termes réels) 
et, par conséquent, l’égalité (7) découlent immédiatement de la 
convergence de la série (9) et des conditions

|U n |< K Î4 + ÿ E = |z y „ |,  |y n |< !l / ’«n +  y n = |w n |.

Le théorème que nous venons de démontrer permet d’appliquer 
aux séries à termes complexes tous les critères suffisants de conver
gence établis pour les séries à termes positifs.

§ 25. Séries entières d’une variable complexe
Voyons à présent les séries entières à termes complexes.
D é f i n i t i o n  1. On appelle série entière d'une variable 

complexe la série
c0 +  cxz +  c2z2 +  . . . +  cnzn +  • • •* (1)

où z =  x +  iy est une variable complexe, x  et y des nombres réels, 
cn des constantes complexes ou réelles.

Pour les séries entières d ’une variable complexe, il existe une 
théorie analogue à celle des séries entières à termes réels.

D é f i n i t i o n  2. L’ensemble des valeurs de z dans le plan 
d’une variable complexe, pour lesquelles la série (1) converge, est 
appelé domaine de convergence de la série entière (pour chaque valeur 
donnée de z la série (1) se transforme en une série numérique à termes 
complexes de la forme (4), § 24).

D é f i n i t i o n  3. La série (1) est dite absolument convergente 
si la série formée avec les valeurs absolues de ses termes

I co I +  I CiZ | +  | c2z2 ! +  • • « +  | cnzn | +  o • • (2)
converge.

Enonçons sans le démontrer le théorème suivant:

T h é o r è m e  1 .L e  domaine de convergence de la série entière 
à termes complexes (1) est représenté sur le plan complexe de la variable
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z par un cercle dit cercle de convergence centré à Vorigine des coordon
nées. La série (1) est absolument convergente en tous les points situés 
à V intérieur de ce cercle.

Le rayon R  de ce cercle est appelé rayon de convergence de la 
série entière. Si R  est le rayon de convergence de la série entière (1), 
On dit que cette série est convergente dans le domaine

\ z \ < R .

(Aux points frontières | z \ = R  la convergence est établie au moyen 
d’une étude complémentaire comme aux extrémités de l ’intervalle 
pour le cas d’une série entière d’une variable réelle.) Notons qu’en 
fonction des coefficients cn le rayon de convergence R  peut prendre 
n’importe quelle valeur comprise entre R  =  0 et R  =  oo. Dans 
le premier cas, la série ne converge qu’au point z =  0 , dans le second, 
elle converge pour toute valeur de z.

Soit
/  (z) =  Cq +  CiZ +  CzZ2 +  . . . +  cnzn -+“ • • •  (3)

Si z varie à l ’intérieur du cercle de convergence, la fonction f  (z) 
variera également en conséquence. Donc, toute série entière d’une 
variable complexe définit à l ’intérieur du cercle de convergence 
une fonction correspondante d’une variable complexe. C’est une 
fonction analytique d’une variable complexe. Citons quelques exem
ples de fonctions d’une variable complexe d é f i n i e s  p a r  d e s  
s é r i e s  e n t i è r e s  d’ u n e  v a r i a b l e  c o m p l e x e ,

1) C *= l+ Z  +  - |y 4 " | j + - . - + - ^ j - + - - .  (4)

est Y exponentielle d'une variable complexe. Si nous faisons y =  0, 
nous obtenons la formule (2), § 17. Si x =  0, nous obtenons l’éga
lité (1), § 18.

2) sinz =  z —| j  +  j j - — -|y +  . . .  (5)

est le développement du sinus d'une variable complexe. En faisant 
y== O nous obtenons la formule (1), § 17.

3) c o s z = l - —  +  f r - -g7 + . . .  (6)

est le développement du cosinus d'une variable complexe. En rempla
çant z par iz dans les deux membres de la formule (4) et en opérant 
comme dans le § 18, nous obtenons

exz =  cos z +  i sin z (7)
qui n ’est autre que la formule d'Euler pour la variable complexe z.
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Si z est un réel, nous retrouvons la formule (2), § 18.

4) sh z =  z +  -gj +  -gj +  . . .  (8 )

5) ch z =  1 +  2J +  47  +  y f  +  • • • (9)

Les deux dernières formules sont analogues aux formules (5) et (6),
§ 17, et coïncident avec elles si z =  x est un nombre réel.

En partant des formules (4), (5), (6), (8).et (9) il est aisé d’établir 
les formules suivantes:

ez =  chz +  shz, (10)
e~z= chz — shz, (11)

chz =  gZ~̂ g , shz = - eZ~ e--~ , (12)

cos iz =  e 2̂ ~gZ , sin iz =  • (13)

Notons que les séries (4), (5), (6), (8), (9) convergent pour toutes 
les valeurs de z en vertu du théorème 1 et du § 24. Comme pour les 
séries entières d’une variable réelle, on étudie des séries d’une 
variable complexe suivant les puissances de (z — z0) où z0 est un 
nombre complexe;

c0 +  ct (z —  z0) +  c2 (z — z0)2 +  . . . +  cn (z — z0)n -f . . .,
(14)

cn sont des constantes complexes ou réelles. La série (14) se ramène 
à la forme (1) au moyen de la substitution z — z0 =  z*. Toutes les 
propriétés et théorèmes établis pour la série (1) restent en vigueur 
pour la série (14), sauf que le cercle de convergence de la série (14), 
au lieu d’être centré à l’origine des coordonnées, est centré au 
point z0.

R  étant le rayon de convergence de la série, on dit que cette 
série converge dans le domaine

I z — z0 | <  R.

§ 26. Résolution de l ’équation différentielle du premier 
ordre par la méthode des approximations successives 

(méthode d’itération)

Dans les §§ 32, 33 et 34 du chap. XIII nous avons étudié l’inté
gration approchée des équations différentielles et des systèmes d’équa
tions différentielles par les méthodes des différences finies. Nous 
allons à présent voir une autre méthode de leur intégration appro
chée. Précisons que cet exposé tiendra également lieu de démons
tration du théorème d’existence de la solution de l’équation diffé-
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rentielle (cf. § 2 . chap. XIII). Nous aurons recours à la théorie 
de séries.

Soit à résoudre l’équation différentielle

& - /< * .» > .  (i)
satisfaisant à la condition initiale

y =  y0 pour x =  x 0. (2)
En intégrant les membres de T équation (1) de x0 a x et en tenant 
compte de la condition initiale nous obtenons:

X

V — j /(*> y)dx +  y6, (3)
*0

La»fonction inconnue y se trouvant sous le signe d’intégration, l’é
quation (3) est appelée équation intégrale.

La fonction y = y (x) vérifiant l ’équation (1) et la condition 
initiale (2) vérifie l ’équation (3). Et inversement, il est évident 
que la fonction y =  y (x) vérifiant l ’équation (3) vérifie également 
l ’équation (1) et la condition initiale (2).

Examinons tout d’abord la méthode des solutions approchées 
de l ’équation (1) pour les conditions initiales (2).

Soit yo l’approximation nulle de la solution. En remplaçant 
V par ÿo dans la fonction à intégrer du deuxième membre de l’égalité
(3) nous obtenons

X

yi (*) =  j  f  (*, ÿp) d x+ y0. (4)
*0

ÿi (x) est la première solution approchée de l’équation différen
tielle (1) vérifiant la condition initiale (2);

Portons à présent la première approximation yt (x) dans la 
fonction à intégrer de l ’égalité (3)

X

y2 (x) =  j /  [x, yi (x)l dx +  y0. (5)
x o

Nous obtenons de la sorte la deuxieme approximation. Poursuivons 
ce processus :

r ï2/s(z) =  J /[* , y2 (z)\ dx +  y0,
xo

X

yn (X) =  J  /  {(•«, ÿn-1 (*)] dx -j- y0, 
*0

(6)
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Plus bas nous indiquerons l ’approximation qu’il faudra prendre 
compte tenu de la précision requise.

E x e m p l e .  Trouver la solution approchée de l ’équation y' =  x y2 
vérifiant les conditions initiales

i/o =  1 pour 2 = 0 .
S o l u t i o n .  D’après la formule (4) nous avons:

X

01 =  j  (x +  i ) d x - f l  =  4 j - + *  +  l,
0

ÿ2= |  [ x + ( ^ - + z + l ) 2] ^ + l  =  ^ - + ^ -  +  2 .^ - + 3 - ^ - + a: +  l,
0

et ainsi de suite.

§ 27. Démonstration de l ’existence de la solution 
d’une équation différentielle. Evaluation de l ’erreur 

d’une solution approchée

Démontrons le théorème suivant.
T h é o r è m e .  Soient Véquation différentielle

■ s -/(* .» )■  (1)
et les conditions initiales

y = y 0 pour x  =  x0. (2)
Si /  (x, y) et fv (,x, y) sont continues dans le domaine fermé D,

D {x0 — a ^  x  ^  Xq -f- a, y 0 —
— b <  y <  y 0 +  b} (fig. 372), (3)
il existe alors dans un certain in
tervalle

x 0 — l <  X  <  X q +  l (4)
une solution et une seule de Véqua
tion (1) vérifiant les conditions 
initiales (2). Le nombre Z sera dé
fini plus bas.

D é m o n s t r a t i o n .  Remarquons que de la continuité des 
fonctions /  {x, y) et f'y (x, y) dans l ’intervalle fermé Z), il s’ensuit 
qu’il existe des constantes M  >  0 et N  >  0 telles qu’en tous les 
points du domaine sont vérifiées les relations:

Fig. 372

( 5 )

(6)
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(Cette propriété est analogue à celle indiquée dans le § 10 du chap. II). 
Dans l ’équation (4) l est le plus petit des nombres a et

y , c’est-à-dire

Z =  min (a, A ) .  (7)

Le théorème de Lagrange appliqué à la fonction /  (x , y) aux points 
quelconques A t (x, yt) et A 2 (x, y2) du domaine D donne:

f  (*, y2) — /  (x , yt) = fÿ (x, q) (y2 — yt),
où yi <  r) <  y2; par conséquent, | fÿ (x , rj) I N. De sorte que 
l ’inégalité

I /  (*> y 2) — /  (*, yi) K  IV I y 2 — yi I *) (8)

est vérifiée pour deux points quelconques.
Revenons à l ’égalité (4) du § 26. Il en résulte compte tenu égale

ment des égalités (5), (4), (7)
a »

ÿi—y0|=  j  ÿ0)d a :|< ;| M dx — M \x  — x0 |<MZ<:&. (9)
XQ XQ

Ainsi, la fonction y =  y± (x) définie par l ’égalité (4) du § 26 sur 
l ’intervalle (4) ne sort pas du domaine D.

Passons à présent à l ’égalité (5) du § 26. Les variables indépen
dantes de la fonction /  [x, (a;)] ne sortent pas du domaine D.
Nous pouvons; donc écrire

| 02— 00 I
•V

j  H xi Vi{x)]àx x  — x 0

Par induction on peut démontrer qué pour tout n
I y„ — yo I <  b

si x appartient à l ’intervalle (4).
Démontrons maintenant que

lim yn (x) =  y (x)

( 10)

(11)

(12)

*) Remarquons que si pour une fonction quelconque F (y) la condition
\ F ( y 2) - F ( yi) \ <  K  \ y z - y i  |f

où y2 et yt sont deux points quelconques d’un,certain domaine et K  un nombre 
constant, est vérifiée; cette condition est dite condition de Lipschitz. Par la 
relation (8), nous avons dônc démontré que si la fonction f Cx} y) admet unerif
dérivée ^  bornée dans un certain domaine, elle y vérifie la condition de Lip- 
schitz. La réciproque n’est pas toujours vraie.
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existe et que la fonction y (a;) vérifie l ’équation différentielle (1) 
et les conditions initiales (2). Considérons pour cela la série

yo + (ÿi — yo) + ( yz  — y i ) -f • • • + (y n - i  — y n -  2) +
+ (y n — y n- 1) + . •. (13)

ayant pour terme général un = yn — yn^  et u0 = y0. De toute 
évidence la somme des n +  1 premiers termes de cette série est

* 7 1 + 1 =  2  Ui = yn-i=0
(14)

(15)

Evaluons lés termes de la série (13) en valeur absolue
X

|ÿi — J/0| =  | j /(^ , % )d a ;|< M |;r—«ol*
*0

En vertu de (4), (5) du § 26 et (6) il vient

\yz — J /i|=  j  [/(*> yi)—f (x, ÿ0)]dz | =
*0

X  X

=  | j  /y(z. i\i)(ÿz — yi)dx < ± i v j  M \ x  — x0\dx =
*o XQ

= N ^ \ x - x 0\2 

(on prend le signe +  si xQ< x  et le signe — si a;0 >a;). Donc

llfo — — z0|2. (16)

En tenant compte de (16) nous obtenons
X

\ y 3— ÿa| = | j [/(*, y z ) — î ( x ,  y i ) ] d x  =
XQ

X  X

j  'h) (yz — ÿi) dx < ± iV  j  ^ - \ x  — x0\ 2dx =
*0

= M- m
1-2.3

Et de proche en proche jusqu’à

*0

l« —*oP-

I —yn-i |<  M | x —x0 1”.

(17)

(18)

La série de fonctions (13) est donc majorable dans l ’intervalle 
I x — x 0 | <  Z. La série numérique à termes positifs plus grands
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que les valeurs absolues des termes correspondants de la série (13) 
s’écrit

+ M 3! ■+ . . . + M N n~ H* 
n ! (19)

avec un terme général vn~ M  N « On s’assure aisément de sa 
convergence en appliquant le critère de d’Alembert

lim - - - - =  lim
n-VOO V n - 1 71—>00

M N n~Hn

M
]\[n-2in-l
(» — l) ■'

lim — =  0 < 1 .
71-fOO n

La série (13) est majorable, elle est donc convergente. Comme ses 
membres sont des fonctions continues, elle converge vers une fonc
tion continue y (x). Ainsi,

lim sn„i =  lim y n = y  (x), (20)
n -foo  7i-*-oo

où y (x) est une fonction continue vérifiant la condition initiale 
étant donné que pour tous les n

yn teo) =  y0•
Démontrons que la fonction y (x) que nous venons d’obtenir 

vérifie l’équation (1). Recopions la dernière des équations (6) du 
§ 26

X

yn =  y0+  j  /(* , ÿn-i) dx. (21)
x0

Montrons que
X  X

lim l f  [x, yn-i (x)] dx=  \ f  (x, y)dx,  (22)
7l-»-oo J  JX0 X0

où y (x) est déterminée par l ’égalité (20).
Remarquons auparavant ce qui suit. Etant donné que la série (13) 

est majorable, il résulte de l ’égalité (20) que pour tout e >  0 il 
existe un n tel que

I y — yn I <  e. (23)
En tenant compte de (23), dans tout l’intervalle (4) nous avons

X X  X

j  /(* . y)dx— j  f (x ,  y „ ) d x |< ±  |  |/ (x , y)—f(x,  yn)|Æ c<
*0 XO XO

X

<=b j  N \ y —ÿ„|dx<iV 6 |x —x0|. .
XO
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Or lim e =  0 ; par conséquent,
n->oo <•

x x
lim l f (x,  y )dx— \ f (x,  y„)dx = 0 . 
n —j-oo I J  J I

De cette dernière égalité* découle l’égalité (22).
En passant à présent dans les deux membres de l’égalité (21) 

à la limite lorsque n oo, nous constatons que y (x) définie par 
l ’égalité (20) vérifie l ’équation

X

y = y 0+  j  /(*> y)dx.  (24)
*0

Par conséquent, comme nous l ’avons indiqué plus haut, la 
fonction y (x) que nous venons de trouver vérifie l’équation diffé
rentielle (1) et les conditions initiales (2).

R e m a r q u e  1. D’autres méthodes de démonstration per
mettent d’affirmer qu’il existe une solution de l’équation (1) véri
fiant les conditions initiales (2) si la fonction /  (x, y) est continue 
dans le domaine D (théorème de Peano) *).

R e m a r q u e  2. Par un procédé analogue à celui qui nous 
a permis d’établir'la relation (18), nous pouvons montrer que l ’erreur 
qui apparaît après la substitution de la solution y (x) par sa rc-ième 
approximation yn est donnée par la formule

N nM
(* +  l) !

|x  — a:0 |n+1< MNnln+l 
(n +  l ) l  ' (25)

E x e m p l e .  Appliquons cette évaluation à la cinquième approximation 
yB de la solution de l’equation

y' =  * +  y*
pour les conditions initiales y0 — 1 quand x =  0.

Soit D un domaine défini comme suit:

1 3c’est-à-dire a = -^ - , 6 =  1. Par conséquent, M = — , N — 2 et

/ = min(«, A ) = m in ( - i t 4 ) = t -
D’après la formule (25) nous obtenons :

2 a . ± . ( - M 6, „ „ , ^ 2 \ 2 J 1
_____________  11/ 2/5 K  g j “ 9604

*) Voir, par exemple, l ’ouvrage de I. Pétrovsky « Conférences sur les 
équations différentielles ordinaires » (en russe).
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Remarquons que l’évaluation (25) est assez grossière. On peut montrer que l’ap
plication d’autres méthodes à l ’exemple cité donne une erreur à plusieurs di
zaines de fois moindre.

§ 28. Théorème d’unicité de la solution de l’équation 
différentielle

Démontrons le théorème suivant. 1

T h é o r è m e .  Si la fonction f  (x, y) est continue et admet une 
dérivée ^  continue sur le domaine Z), définie au § 27, la solution de 
Véquation différentielle

==/(£> y) (1)
pour les conditions initiales

y — yo quand x =  x0 (2)
est alors unique, c'est-à-dire que par le point (x0, £/o) M nz passe qu'une 
seule et unique courbe intégrale de l'équation (1).

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons qu’il existe deux solutions 
de l’équation (1) vérifiant les conditions (2) c’est-à-dire deux courbes 
y (x) et z (x) passant par le point A (x0, y o)* Ces deux fonctions 
vérifient donc l ’équation (24) du § 27 :

X  X

y = y0+  j /(*> y)dx,  z =  y0 +  j  f (x,  z)dx.
Ko *0

Considérons la différence
x

y{x) — z (x) =  j  [/ (x , y) — 1(x, z)] dx. (3)
*0

D’après la formule de Lagrange et l ’inégalité (6 ) du § 27 nous 
avons :

/ ( * ,  y)—i { * . * ) =  ôf {xd'y ( y - z).

d’où il vient
I /  (*. y) — f  (x, z) | <  N  | y — z |. 

D ’après (3) et (5) on peut écrire

\ y - z \ =

(4)

( 5 )

(6)

1Soit x tel que | x —x01 <  . Pour fixer les idées prenons x0 •< x,
la démonstration étant analogue pour x < .x 0.
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A
Supposons que % =  max | y — z | dans l’intervalle x — x 0 <

pour une valeur de x = x*. L’inégalité (6) pour le point x* s’écrit 
alors sous la forme:

d’où

j  Xdx = N%(x*-x0) < N K  —  <%,
*o

% < x .
En admettant l ’existence de deux solutions distinctes nous avons 

abouti à une contradiction. Par conséquent, la solution est unique.
R e m a r q u e  l .O n  peut montrer que la solution sera unique 

moyennant moins de conditions sur la fonction /  (x , y) *).
R e m a r q u e  2. Si la fonction /  (x , y) admet une dérivée 

partielle non bornée dans le domaine, il peut alors fort bien exister 
plusieurs solutions vérifiant l’équation (1) et les conditions initia
les (2).

Considérons, en effet, l ’équation
y ' =  Z x ^ y  (7)

avec les conditions initiales
y = 0 pour x =  0 . (8)

On a :
2

J t
ày

=  xy 3 oo quand y->- 0 .

Dans ce cas l ’équation (7) admet deux solutions vérifiant les con
ditions initiales (8) :

y =  0 , y =  x3.
Une substitution directe permet de s’assurer que ces deux fonctions 
sont solutions de l’équation (7). Les deux courbes intégrales passent 
par l’origine des coordonnées (fig. 373).

Exercices

Ecrire les premiers termes des séries dont on connaît le terme général :

1. un=- 2. i in —- n3
n (7i+ 1) ‘ ~'n n + 1

5. un =  lTn3 +  l — " l/^  +  L

3. Uji — fa*)2 \ u — ( l\n+l JO— •
~~ (2n) 1 n*

*) Voir le même ouvrage de I. Pétrovsky indiqué sur la p. 345.
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Etudier ]a convergence des séries suivantes
n_» 2 ,__3_ ,

2 ' 2a 23 +  2^  +
7. — —y  io y  20
8. 2 + 4 - + 4 + . - .

y  30= -  + +

Rép. Convergence. 

1

Rép.

yiOra +  ‘

Divergence.

Rép. Divergence.

9.
n f  8 lTn +  6

10. - H 4 ) ‘ + ( t  Y + - - H - 4+ i

n * + i
1

a  1  , 2  , 3  , 4  
i ! * 2 "*■ 5 +  10 +  17 +  * ’ '

Etudier la convergence des séries de termes généraux:
1 1 

13. nn = — . Rép. Convergence. 14; u7l =  —rF=“. Rép. Divergence.

- . . . Rép. Divergence.

)
na

+  . . . Rép. Convergence; 

. . . Rép. Divergence.

. . . Rép. Convergence.

5 n -j-1 
1

:w2 +  2rc +  3

Rép. Divergence. 16. un =15. un =

17. un = IL--p Cl
19. Démontrer l ’inégalité l + ~  +  +

4 + n

. Rép. Convergence. 18. un^
3 +  712

Rép. Divergence.

=-------. Rép. Divergence.zi Log n
+  A -> L o g  (* +  ! ) > - p  +

+  T + - +
7 1 +  1

20. Le théorème de Leibniz est-il applicable à la série = ~ r+
1 1

1/ 2 - 1  1/ 2 + 1

1 / 3 - 1  1 /3 + 1 . 1 / n - l  1/ tz +  I
Rép. Il n’est pas applicable, étant donné que les termes de la série ne dé
croissent pas monotonement en valeur absolue. La série diverge. 
Combien de termes faut-il prendre dans les séries suivantes pour avoir

la somme correspondante à près:

21. 1  J _  J ____ 1_
2 22 23 24 ‘ *

• + ( —i)n+1^ r + Rép. 71 =  20.

3 +  4 5 +  * ’22. —-
1 1 1 123. -i------:—i_i------—l
22 32 ^  42 52 ^  ’

+  (— l)n“ +  • • • Rép. 7i =  106.

24. 1
+ < -* > "  i r r +2 2 -3 ^ 2 -3 .4  2*3*4«5Tr '

Dire si les séries suivantes convergent absolument :

1 -------Ô 2" +  ^ 2 " -------------- ÿ 2 ' + " 9 2 “ +  * ’ * + ( ~ '  1 ) 7 l+ 1  / 9 „  4\2 '* +

Rép. fi =  103.

Rép. ti =  10.

32 n 52 
gence absolue.

(271— 1 )2
Rép. Conver-
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26.

27.

T ~ T ' W + ' l " W ~  ’ ‘ • + ( — 1)n+14 " ^ T +  • • • RéP- Convergence 
absolue.

11

28. — 1

Log 2 Log 3 
convergence.

1 1

Log 4 Log 5 

1

+  ( - l ) n
1

Log n +  . . ., Rép. Semi-

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

y/H ¥3  
ce. 
r la 

1 . 1

\ n
vergence.
Trouver la somme de la série :

+  (— l)n . Rép. Semi-con-
y  n

1. . . Rép.1«2«3 1 2-3-4 ' ‘ r n (n +  i)(n +  2)
Pour quelles valeurs de x les séries suivantes convergent?

T 3*2 rll
1 +  +  —h . • • + *ôïï*+  • • • Rép. — 2 <  x <  2.2n

x2 , x3 x4 . , xn ,
■ 1 T+ • • • + ( — 1)n+1-^â-+ ■ . Rép. — 1 -< x <!1.

3 * +  34*4+ 3» * » + ... +  3n2xn2+ . . .  Rép. | x | < - i - .

lOOx , lOOOOx* , 1 000 000x3
1-3 1-3-5 1.3.5.7 . , Rép. — 0 0 < X < 0 0 ,

Xsin x + 2  s in - |-+ 4  sin - | - + .  • • +  2n sin-^r +  . . . Rép. — 00 < x  <  00.

+ + . . . + xn — +  . . . Rép. — 1 < x < 1 .
l- t -T /l 2 +  1 / 2 .................... n + l / nqk

i + - 2 j * 2+ -g ja :3+  . . . +  -^-j-*n +  • • • Rép. — 0 0 < * < 0 0 .  

a:+-|^-Æ2 +  ̂ -a ;3 +  . . . + ^ i - i n +  . . , Rép. — e < s < e .

22 „ 
* + 4 T *2

(1-2 .3)2 x3+  . . . (» 02 xn +  . . .  Rép. —4 < x < 4 .

. ( U  K D .
6 ! - » • • • »  (2 n) J

Trouver la somme de la série x +  2xa +  . . . +  nxn +  
I n d i c a t i o n .  Ecrire la série sous la forme

X  +  X2' +  X3 +  X 4 +

X2 +  X3  +  X 4 +

X3 +  X 4 +

Rep' (1 —x)2 *
Dire si les séries suivantes sont majorables sur les segments indiqués :

X  t 2  r T l

40. 1 +  - p - + - p - + .  • • + " p ‘+  • • • ( 0 < * < 1 ) .  Rép. Majorable.

41. 1 +  —1 - + +  . . . + + +  . • . ( 0 < *  < 1). Rép. Non majorable.
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42. sin x , sin 2x , sin Sx
12 22 32

sm/zx
fï2 [0, 2jt]. Rép. Majorable.

D é v e l o p p e m e n t  de  f o n c t i o n s  e n s é r i e s  
1

43. Développer ^   ̂ en série des puissances de x et indiquer l ’intervalle
de convergence. Rép. Converge pour —10 <  x <  10.

44. Développer cos x selon les puissances de  ̂x — • Rép.  X

45. Développer e~x selon les puissances de x.
, <r>2 r 3

Rép. *—* + - |y  3 j + -  • •

46. Développer ex selon les puissances de (x —2). Rép. e2 +  e2 (x — 2) -f- 
+ y j -  (x 2)2-)— (a; 2)3+  . . .

47. Développer a;3 — 2x2 +  5x — 7 selon les puissances de (x — 1). Rép.
—3 +  4 (x — 1) +  (x -  l)2 +  (x — l)3.

48. Développer le polynôme a:10 +  2 x °  — 3x7 — 6x° -f- 3 x 4 +  6 x 3 — x  — 2
en série de Taylor des puissances de a; — 1 ; s’assurer que ce polynôme 
admet 1 pour racine triple. Rép. /  (x) =  81 (x — l)3 +  270 (x — l)4 +  
+  405 (x — l)5 +  351 (x — 1)° +  186 (x -  l)7 +  63 (x -  l)8 +  
+  12 (x -  l)9 +  (x — l)10.

49. Développer cos(x +  a) selon les puissances de x . Rép. cos a —x sin a —
x 2 x 3  x 4

— 2\ cos a +"3j sina +  ̂ c o s a - . . .

50. Développer Logx selon les puissances de (x—1). Rép. (x —1)— g-(x —i)a+

51. Développer ex en série des puissances de (x +  2).

B *  . - [ 1 + 2 ^ ] .
7 1 = 1

52. Développer cos2x en série

oo 477-1/*
wp. T + 2  ( - i ) n— — ( m < » ) .

7 1 = 1

des puissances de / x — .

1 0053. Développer en série des puissances de (x+ 1). Rép. 2  (zz +  l)X

X (x-|- l)n (—2 <  x <  0). n=5°
54. Développer tgx  en série des puissances de ^x— . Rép. 1 +  2X

x (*—r )  + 2 ( * ~ t )  +"• • •
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Ecrire les quatre premiers termes du développement en série entière des 
fonctions suivantes :

*3 2x3 , 17x7
55. tgx . Rép. * +  -3- ’

56. eoos*. Rép. « ( l — +

57. e*rctBx. Rép. l + x +  —

15 1 315 
■2 4x4 31a;0

4! 720 
a;3 7a;4
6 24 1 ’ ' •

58. Log(l +  e*). Rép. L o g 2 + - + - ÿ ~ ^ + .  . .

59. esltt*. Rép. l  +  * + - f - f - +  • • •

60. (1-)-*)*. Rép. 1 +  *2— -g- +"g" x i ~  • ••
nÂ . . x2 . 5x4 ,
61. sec x . Rep. I +  -75—\

62. Logcosx. Rép.
2 1 24 1 ' 

a;2 a;4
12 45

63. Développer sin kx en série entière de x . Rép. kx— 
(kx)7

(Ax)3 . (kx)*
3! 5!

7!
64. Développer sin2 a; selon les puissances de x et déterminer l ’intervalle de

_  2a;2 23x4 . 26a;0 . . - 22n“lx 2n
convergence. Rep. -y j ------ l r + ~ J ] ----- • • • +  ( - 1)""1 “ ( â ^ T + •  • •
La série converge quel que soit x . /

1
65. Développer  ̂ -g - en série entière. Rép. 1 — x2-f-x4—x° +  . . .
66. Développer arc tgx  en série entière.

I n d i c a t i o n .  Se servir de la formule arc

x3 x3 x7 - J + - 5 -----( - 1< * < 1).

A

tg - = J dx
1+X2 Rép. x —

67. Développer en série entière. Rép. 1 — 2x +  3x2—4x3 +  . . .(1 + x )2 
(  — 1 < X < 1 ) .

Utilisant les formules du développement en série de puissances des 
fonctions ex1 sin x, cos x, Log (1 +  x), (1 -J- x)m et appliquant divers 
procédés développer en séries de puissances les fonctions et déterminer les 
intervalles de convergence :

x3 x3
68. shx. Rép. x+-g-y +  • • • (— o o < x <  o°).

69. chx. Rép. l  +  - • (—o o < x < o o ) .

70. cos2*. Rép. 1 + - 2  (~ S { f )2n < - 0 0 O <  00).
7 1=  i

71. (l +  *)Log(l +  *). Rép. z + 2  (— l)n n
71=2

(n —l)i
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72. (1 +  S ) e - * .  Rép. 1 +  2  ( —1)n~1 i r r * "  ( — o o < x <  o o ).
n = 2

OO

73- 4 ^ 5 -  RéP’ 2 ^  (1 1̂ < V 2)-
ex—l

71=0 £71-1- ,  c ---1 Tï' . , X . X"
74- ~ • Rep- 1+ y r + 3T+  - • • + t î

OO

75. Rép- S  ('l +  1) in  (I* I< 1 )-

+-. . . (—œ < x < o o ) .

71=0

76. e*sinx. Rép. ® +*a+ - y j ----- +  . • • +  V 2n sin ^  + •  • ■
(—OO <  x < oo).

77. Log(* +  V i + * ï ) .  Rép. X -  y ^ - H -  +  . . . +  ( - 1 ) » X
1-3. .  P (2/1 — x*n+l

78.
x

î
271* /& 1 2n -}-1 

Log.(l-fx)-  dx

. . .  ( - 1  <*<!)._

x"
Rép. 2  ( - 1)n+1-^r (lÆl< i ) *

7 1 = 1

79. ]  ^ M ± dx. R é p . JJ < - l ) " (2 ^  ( - ! < * < ! ) •
0  7 1 = 0 OO

80. J — rfx. Rép- g  +  L o g | x |+ 2  ( — l)n (2ra)C(2B)~î ( - « . < * < 0  et
7 1 = 1

0 <[x <  oo).
X  oo
(* d . r  ,  £ 0 7 1 - 8»*■ J T=Î5- ReP- S  9^=8  *
0  7 1 = 1

82. Démontrer les égalités:
sin (a +  x) =  sin a cos x +  cos a sih x, 
cos (a +  x) =  cos a cos x — sin a sin xy 

en développant les premiers membres suivant les puissances de x. 
Calculer en s’aidant des séries:

83. cos 10° à 0,0001 près. Rép. 0,9848.
84. sin 1° à 0,0001 près. Rép. 0,0175.
85. sin 18° à 0,001 près. Rep. 0,3090.
86. sin à 0,0001 près. Rép. 0,7071.

1
87. arc tg à 0,0001 près. Rép. 0,1973.
88. Log 5 à 0,001 près. Rép. 1,609.
89. log 5 à 0,001 près. Rép. 0,699.
90. arc sin 1 à 0,0001 près. Rép. 1,5708.
91. T/* à 0,0001 près. Rép. 1,6487.
92. log e à 0,00001 près. Rép. 0,43429.
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93. cos 1 à 0,0001 près. Rép. 0,5403.
Utilisant le développement en série de Maclaurin de la fonction /  (x) =  

=  j f  an +  x , calculer à 0,001 près:
94. 1^30. Rép. 3,107.
95. V 70, Rép. 4,121.
96. f 500. Rép. 8,367.
97. Y 250* Rép. 3,017.
98. y 84. Rép. 9,165.
99. f  2. Rép. 1,2598.

Calculer les intégrales suivantes en développant en séries les fonctions 
sous les signes d’intégration:
1

100. j  S— -dx à 10-5 près. Rép. 0,94608.
0
1

101. j e~x2dx à 0,0001 près. Rép. 0,7468.
o
JC
4

102. f sin (z2) dx à 0,0001 près. Rép. 0,1571 •
0
0,5

103. j e ^ x dx à 0,01 près. Rép. 0,81. 
o

0,5

104. j  ~'TĈ X dx à 0,001 près. Rép. 0,487.
0
1

105. j  cos y  x dx à 0,001 près. Rép. 0,764.
0
0,25

106. j  Log (l -f- y  x) dx à 0,001 près. Rép. 0,071. 
o

1 _
107. j e  4 dx à 0,0001 près. Rép. 0,9226.

0
0,2

108. f - - - - - ...dx à 0,0001 près. Rép. 0,0214.
J \ / i - x  

0,5
109. f ■ x 4- à 0,001 près. Rép. 0,494.

J 1 +  æo

110. J L°g(* +  * U . Rép. - g .
0
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I n d i c a t i o n .  Lors de la résolution de cet exemple et des deux sui
vants il faut avoir en vue les égalités :

oo

n = i

TL2

TT’ 2
7 1 = 1

( - l ) n - l
12 2

7 1 = 1

(2/z - l )2
JÎL
“T

qui seront établies au § 2 du ch. XVII.

m . j *££<!=£)_dx, Rép. . î i
0
1

4 40 f T 1+® dX 3t2H2. j L o g j ^  — . Rep. -*- .
0

I n t é g r a t i o n  d’ é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  p a r  l e s  
s é r i e s
113. Trouver la solution de l ’équation y" =  xy satisfaisant aux conditions 

initiales suivantes: pour x =  0, y == 1, y’ =  0.

114.

I n d i c a t i o n .
x 3 , X e

Chercher la solution sous forme de série.
_l_ , x3&

Rep- 1  ”r 2-3"r 2-3-5-(3”r ' ’ ’ ~r 2-3-5-6.. J3k — 1 ) 3A:
Trouver la solution de l’équation y" +  zy' +  y =  0 vérifiant les conditions 
initiales: pour x =  0, y =  0, y' =  1.

X2 X  ̂ ( ----l)7l+lj;2n~l
Rep. * ‘ 1----- ----- ----------------3 M -3.5 ’ * ' ^  1-3-5 . . .  \2n — 1)

115. Trouver la solution générale de l ’équation

V  +  zp'+ (z2 -  -J-) P = 0.
I n d i c a t i o n .  Chercher la solution sous la forme y — xv (i40 -f i4jx +  

1 1
2 a:4 „ .

X+  A2x* Rép- ClX2 [ l -  - h —  -  +  C2x
r . a:2 , x4 1 -  sinsin x , cos x- ko ÿ x

116. Trouver la solution de l ’équation xy" -j-y' -j-xy =  0 satisfaisant aux con-
x2 x4ditions initiales: pour x =  0, y =  1, y ' =  0. Rép. 1-

r 2 k
22 ^  (1-2)2 24

(1 -2-3)2 2° ^  ’ • ' 1 x""*/ (A!)222f t^ > ' •
R e ma r q u e .  Les deux dernières équations différentielles sont des cas\

particuliers de l ’équation de Bessel x2y"-j-xy' +  (x2— ?i2) # =  0 lorsque n
et 11 =  0.

117. Trouver la solution générale de l ’équation 4xï/" +  2i/, +  // =  0. 
I n d i c a t i o n .  Chercher la solution sous forme de série xP (a0 -fa ix +

-\-a2x2 + . . . ) .  Rép. Ci cos ~\/ x +  C2sin ~[/x.
118. Trouver la solution de l ’équation (1—x2) y" — xy' =  0 satisfaisant aux

1 x3 1 3 x5conditions initiales: y =  0, yr =  î  pour x =  0. Rép. x - f — ——( - - t t - t - f - +
Z o 2  4  5 ’

L L J L i L a.
2 4 6 7 +
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119. Trouver la solution de l ’équation ( 1  +  x2) y" +  2a:i/' =  0  satisfaisant aux3̂ 5̂ j7
conditions initiales i/ =  0, y f — l  pour a: =  0. Rép. a:-----g--|— -̂-------------• . .

120. Trouver la solution de l ’équation y ” — xyy' satisfaisant aux conditions
x3 2x4 3a:5

initiales : y =  1, y' =  1 pour x =  0. Rép. 1 +  x +  +  . . .
121. Trouver la solution de l ’équation (1 — a;) y' =  1 +  x — y satisfaisant 

aux conditions initiales: y =  0 pour x =  0, et indiquer rintervalle deaj2 j3
convergence de la série obtenue. Rép. x +  p g  +  j-g  +  ^  +  • • •
(-1  <  * <  1).

122. Trouver la solution de l ’équation xy" +  y =  0 satisfaisant aux conditions 
initiales: y =  0, y' =  1 pour x =  0, et indiquer l ’intervalle de conver-

, ' x2 a:3 a:4 xn
gence. Rep. x -  +  (2Ï)«3 — (3Ïj*4 +  ‘ +  [(„_i)!]2,j +  • • ■

+  . . .  (— °o <  x <  oo).
2

123. Trouver la solution de l’équation y" ----- y' +  y =  0 satisfaisant aux
X

sin xconditions initiales: y =  1, y' =  0 pour x =  0. Rép. ------  .
1

124. Trouver la solution de l’équation z/"+ — z/' +  i/ =  0 satisfaisant aux 
conditions initiales: y — 1, y' =  0 pour x =  0, et indiquer l ’intervallex2 4̂ XQ
de convergence de la série obtenue. Rép. 1 — ^  +  22742 ~  22.42 62

+  . . • +  ( - l ) n  2 2 n  (rey j 2  +  • • • ( I  X I <  0 0 ) .

Trouver les trois premiers termes du développement en série entière 
des solutions des équations différentielles suivantes dont on a indiqué 
les conditions initiales:

4a:3125. y' =  x2-\~y2 ; pour a: =  0, y — 1. Rép. l +  x +  a:2-)— - — | - . . .
qX2  ■

126. y" — eV +  x ; pour a: =  0, y — 1, y ’ — 0. Rép. 1 + —2— +  * ■ •
 ̂ 00̂

127. y 1 =  sin y — sin x ; pour x =  0, z /= 0. R é p .---- -̂----- g---- • • •

Trouver quelques termes du développement en série entière des solu
tions d’équations différentielles pour les conditions initiales indiquées:

x 2 2x3 3a:4
128. y’' =  yy' — x2 \ pour x =  0, y =  l ,  y' —1. Rép. 1 +  x +  y f  +  “jjy + “j y  +

14x5
+ T Ï - + - "

129. y’ =  y* +  x3 ; pour x =  0, ÿ = y .  Rép- y + y  x4"*"' ' ‘

130. y' =  x2— ÿü; pour x =  0, y =  0. Rép. y  J3——  a7 +  7 .11.27 x l l ~  • • •

131. y' =  xhj2 — 1; pour x =  0, y =  l .  Rép. 1—x-|~4j------y —f-y ----. . .
x2 2a:3 lia:4

132. y' =  eV+xy\  pour x =  0, ÿ =  0. Rép. x + - ^ —\— —̂ ^2^4"*"' ' '



Chapitre XVII 

SÉRIES DE FOURIER

§ 1. Définition. Position du problème
On appelle série trigonométrique une série de la forme

sin x + a2 cos 2a; +  &2sin 2a; +  . . .  

ou, sous une forme plus compacte,

-y -+ 2  (a>i co s/zaH -sin  rca;), (1)
7 1 = 1

Les constantes a0, an et bn (n =  1 , 2 , . . .) sont les coefficients de la 
série trigonométrique.

Si la série (1) converge, sa somme est une fonction périodique 
/  (a;) de période 2jd, étant donné que sin nx et cos nx sont des fonc
tions périodiques de période 2n.

De sorte que
f  (x) =  f  (x +  2n).

Posons le problème suivant.
On se donne une fonction périodique f  (x) de période 2n. On de

mande p o u r  q u e l l e s  c o n d i t i o n s  i m p o s é e s  à 
f  (x) i l  e x i s t e  u n e  s é r i e  t r i g o n o m é t r i q u e  
c o n v e r g e a n t  v e r s  f  (x).

Ce problème fera l ’objet du présent chapitre.

D é t e r m i n a t i o n  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  l a  s é 
r i e  a u  m o y e n  d e s  f o r m u l e s  d e  F o u r i e r .  Suppo
sons que la fonction /  (a;), périodique et de période 2jt, puisse être 
représentée par une série trigonométrique convergeant vers /  (x) 
dans l’intervalle (—jt, Jt), c’est-à-dire qu’elle soit la somme de 
cette série :

/  (æ) ===. y  -f- 2  (an cos nx -f- bn sin nx). (2)
7 1 = 1

Supposons que l’intégrale de la fonction du premier membre 
de cette égalité soit égale à la somme des intégrales des termes de la 
série (2). Ceci aura lieu, par exemple, si l’on suppose que la série
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numérique formée avec les coefficients de la série trigonométrique 
proposée converge absolument, c'est-à-dire que converge la série 
numérique positive suivante

0 +  | ai I +  | &i | +  | a21 +  | 1 -f . . .  +  [ dn | +  | bn | +  . . .  (3)

La série (1) est alors majorable et peut être intégrée terme à terme 
de —jt à Jt. Profitons-en pour calculer le coefficient a0.

Intégrons les deux membres de l ’égalité (2) de — n à + n  :
Jt Jt OO Jt Jt

j  f{x) dx =  j  —-d z +  2  ( J an cos nx dx+  j  bn sin nx dx j .
- j t  - J t  n = l  - J t  - j t

Calculons séparément chaque intégrale du second membre:
jt
j  — dx= na0 ;

JL JL

j  an cos nx dx =  an j  cos nx dx - an s in  nx

-  jt

jt
j  bn sin.nxdx=bn jsin«a:da: =  — bn c-°^n

= 0 ;

= 0 .

Par conséquent,

d ’où

•  I»

j  f  (x) dx = na0,
- n

Jt

«0 =  — \j f(x)dx. (4)

Pour calculer les autres coefficients de la série, nous calculerons 
préalablement les intégrales auxiliaires suivantes.

Si n et k sont des entiers et si n ^  /c, on a
jt ï
J cos nx cos kx dx =  0 ;

- jt 
jt
j  cos nx sin kx dx =  0\

- j t

jt
j  sin nx sin kxdx =  0 ;

(I)
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et si n = k ,

j  cos2 kxdx — n ;
-71

TC

j  sin kx cos kx dx = 0 ;
-  jt 
jt
j  s\n2kxdx = n.

-jt

(ii)

Calculons, par exemple, la première intégrale du groupe (I). 
Comme

l
cos nx cos kx = Y  [cos (n +  k) x +  cos (n — k)x],

on a
jt  jt Jt

J cos rare cos fcc cte =  y  J cos (n +  k) x dx +  y  j  cos (n — k)xd x  = 0.
- j t  - j t  - j t

On obtient d’une manière analogue les autres formules (I) *). En ce 
qui concerne les intégrales (II), elles se calculent directement (voir 
chap. X, t. I).

On peut calculer maintenant les coefficients ak et bh de la série (2). 
Pour déterminer akl pour k ^  0 donné, multiplions les deux 

membres de l ’égalité (2) par cos kx :

/  (x) cos kx =  cos kx +

+  2  (anÇ0swxc°s&a:-f-6nSin/za:cos/!ra;). (2')
7 1 =  1

La série du second membre dè l ’égalité est majorable, étant donné 
que ses termes ne sont pas supérieurs en valeur absolue aux termes 
de la série positive convergente (3). On peut donc l’intégrer terme à 
terme sur tout segment.

*) A l ’aide des formules

1cos nx sin kx =  ~̂  [sin (n +  k) x — sin (n — A;) x],

1
sin nx sin hx—~ \  — cos (n4* A) x -f-cos (/? — k) x].
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Intégrons l’égalité (2') de —jc à n :
TC JT

j  / (zc) cos kx dx =  j  cos kxdx-\-
- n - tc

oo Jt TC

+  2  [an j  cos n x cos kx dx +  bn j  sin 720: coskxd x^ .
71=  i  -  Jt , - J t

Eu égard aux formules (II) et (I), on voit que toutes les intégrales 
du second membre s’annulent, excepté celle contenant le coeffi
cient ah.

Par conséquent,
jt jt

j  / (x) cos kx dx =  au J cos2 kxdx = ak?t ,
- ; t  - j t

d’où
jt

ah = —  j  /  (x) cos kx dx. (5)
- j t

Multipliant les deux membres de l ’égalité (2) par sin kx et inté
grant de nouveau de — jt à jt, on trouve:

jt jt

j  /  (2:) sin kx dx =  fe/t j  sin2 kx dx =  bjtJt,
-  7t -  Jt

d’où
Jt

bjt = — j  f(x) sin kx dx, (6)
- j t

Les coefficients définis par les formules (4), (5) et (6) sont appelés 
les coefficients de Fourier de la fonction /  (z) et la série trigonométri- 
que (1) formée avec ces coefficients est la série de Fourier de la fonc
tion /  (æ).

Retournons à présent au problème posé au début de ce paragraphe : 
quelles sont les propriétés que doit posséder la fonction /  (#) pour 
que sa série de Fourier converge et que sa somme soit égale aux 
valeurs de la fonction aux points considérés?

Nous allons énoncer un théorème donnant les conditions suffi
santes pour que la fonction /  (x) soit représentable par une série 
de Fourier.

D é f i n i t i o n .  Une fonction /  (a;) est dite monotone par 
tranches sur le segment [a, b] si l ’on peut découper ce segment par 
des points xu x2, . . ., xn_i en un nombre fini d’intervalles (1a, x^), 
{xu x<f) . . . (xn_t, b) de sorte que la fonction soit monotone dans
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chaque intervalle, c’est-à-dire qu’elle soit ou bien non croissante, 
ou bien non décroissante.

Il résulte de la définition que si /  (x) est monotone par tranches 
et bornée sur le segment [a, ô], elle ne peut avoir que des points

de discontinuité de première espèce. En 
effet, si x =  c est un point de disconti
nuité pour la fonction /  (,x), on a, en vertu 
de la monotonie de la fonction,

lim /  (x) =  /  (c — 0),
ar-vc— 0

lim /  (x) =  /  (c +  0),
ar- -̂c-j-O

c’est-à-dire que le point c est un point 
de discontinuité de première espèce 
(fig. 374).

Nous avons le théorème suivant :

T h é o r è m e .  Si la fonction périodique f  (x) de période 2n est 
monotone par tranches et bornée sur le segment [—jt, jt], sa série de 
Fourier converge en tous lès points. La somme de la série obtenue s {x) 
est égale à la valeur de la fonction f  (x) aux points de continuité. Aux 
points de discontinuité de f (x), la somme de la série est égale à la moyenne 
arithmétique des limites de la fonction à gauche et a droite ; c'est-à-dire 
si x =  c est un point de discontinuité de f  (a;),

Ce théorème montre que la classe des fonctions représentables 
par des séries de Fourier est assez large. C’est pourquoi les séries 
de Fourier ont trouvé une large application dans différentes bran
ches de mathématiques. On utilise particulièrement avec succès les 
séries de Fourier en physique mathématique et dans ses applications 
à des problèmes concrets de mécanique et de physique (voir 
ch. XVIII).

Nous ne démontrerons pas le théorème qui vient d’être énoncé. 
Nous démontrerons aux §§ 8 , 9, 10 un autre critère suffisant pour 
qu’une fonction soit développable en série de Fourier. Il concerne, 
dans un certain sens, une classe plus restreinte de fonctions.

§ 2. Exemples de développement de fonctions en séries de Fourier

Donnons des exemples de développement de fonctions en séries de Fourier. 
E x e m p l e  1. On se donne une fonction périodique /  (x) de période 2ji 

définie comme suit :
/  (x) =  x, — Jt ^  x Jt.
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Cette fonction est monotone par tranches et bornée (fig. 375). Elle admet 
donc un développement en série de Fourier.

On trouve en appliquant la formule (4) du § 1 :
jt

-TC

^2
2

jt
=  0 .

bh

Appliquons la formule (5) du § 1 et intégrons par parties:
jt  jt

1 (* 7 . , 1 T siflfci « 1 f • » j 1 ndh =  —  \ a co skxdx = — \ x — ;—  — — \ sin/czdx = 0 .Jt J n L h - a  k ) J
- j t  -  jt

On trouve d’après la formule (6) du § 1 :

=  —   ̂ x sin kx dx — —  £ —x C°^^x-  ̂ cos/cxd xJ= ( — l) ft+1—.

On obtient ainsi la série
sin 2 x  . sin 3x .... (-l)W* sin kx 

Te
Cette égalité a lieu partout sauf aux points de discontinuité. En de tels points, 
la somme de la série est égale à la moyenne arithmétique des limites de la fonc
tion à gauche et à droite, c’est-à-dire à zéro.

y,

/ î \ / K / 1 \
i

-5 k  -3 n  - l n  - n  0 j i  2 n  3j i  5k  x

Fig. 376

E x e m p l e  2. 
nie comme suit:

On se donne une fonction périodique de période 2ji défi- 

/  (x) =  —x pour —Jt <  x ^  0,
/  (x) =  x pour 0 <  x <  Jt

(c’est-à-dire f (x) =  \ x |) (fig. 376). Cette fonction est monotone par tranches 
et bornée sur le segment — Jt <  x ^  Jt.
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Déterminons ses coefficients de Fourier:
31 0

a0 =  — j  = j  ( — »)<** +  j  xÆrJ =  jt,
-3 1  - 3 1  ü

0 JT

aj{ = —  £  ̂ ( — .t) cos kx dx-\- j* x cos kx dxj =

u
1 r x sin kx |0 1 r .

= — -------- :-----  + t  \ sin kxdx-{-n L k -jt k J ^
x sin kx IJt

JT
1 f . , , 1  1 r cosi— \ sin kx dx =  —r - ------ -k J J Ttk L kü

0 cos kx
— 31

tel*!
o J ~

= _ (costo
0 pour Zc pair, 

4
Jtfc2 

jt

pour k impair ;

&/t==  ~ -  £ j* ( — x js in fc r d r + j x sin kx dx J = 0 .
- jt 0

On obtient donc la série
, , , Jt 4 f  cos x . cos3x , cos 5.r , , cos (2p -1-1) x
/(x)= T - i r  L'— ------- ---------  —12 1 32 T  52 T- * • • ^  (2/? +  l)2

Cette série converge partout et sa somme est égale à la fonction proposée.

1

-J JT - 2 n n 0 n  2 TL 3 n  >x

-1

Fig. 377

E x e m p l e  3. On définit une fonction périodique de période 2jï comme 
suit :

/  (x) =  —1 pour — Jt <  x <  0,
/  (x) =  1 pour 0 <  x <  Jt.

Cette fonction (fig. 377) est monotone par tranches et bornée sur le segment 
— jt ^  x ^  Jt.

Calculons ses coefficients de Fourier :
Jt 0 jt

ao =  ~  J =  j  ( —l ) dx+£d*J=0;
- J t  — Jt 0
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afc =  -^-£ j* ( — 1) cos kx dx-\-  ̂ cos Zc.t  do; J = —1 « —
- j t  0

0 Jt
, 1 f  f / j . « j j  , f  . , 1 T cos kx |0 cos kx |Jt 1bh=i r [  J ( - l ) s m ^ ^ + J  Slnkzdxj =  - l — \_n ----- — \o J =

0 sin kx |jï 
-n  kit |o

cos kx |Jt 
k o

= i ^ [1- C0S3X*1

f 0 pc

= 1  _L
l  nk

0 pour k pair,

pour k impair.

La série de Fourier de la fonction considérée s ’écrit donc

/(*)
_  4 r sin x sisin 3x , sin 5a: sin (2/? + 1) x

n L 1  T  3 1 5 n ^  2p +  l

Cette égalité est exacte partout sauf aux points de discontinuité.

. . . j .

Nous avons indiqué sur la figure 378 comment les sommes partielles sn 
représentent avec une précision croissante la fonction /  (.t) lorsque n oo.
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E x e m p l e  4. On se donne une fonction périodique de période 2ît défi
nie comme suit :

/  (x) =  x2j —tc ^  x ^  jc (fig. 379).

Calculons ses coefficients de Fourier:
jt

J:X 2
1 X 3

je 3
|jt
I—jt

2 j i2 

3 ;

ah
1 f 0 , _ 1 r a:2 sin Aa: « 2 f . , 7 "1=  —  la :2 cos kx dx= —  ----------- ;  r  \ x sin Aa: cfa: =Jt J Jt L A | - jt A J J

JC
2 T ® cos Ai « . 1 f j j 1 4= --- — ---------------- --------  H— — \ COS kxdx =  — r̂ r- [Jt COS Alt] =JtA L k - J T  A J J JtA2 1 J

-I -p- pour A pair,
4 . .— p- pour A; impair

1 f „ . , , 1 r  j>cosfa " , 2 f . j T
h k = —  )  x^smkx dx =  —  [ - - - - - - - - - p —  _ n + T  J  ' « c o B t e - ç f a j -

-JT  “ Jt

---- — f x sin kx « _ i  f s i n f o i j ]  =  0
nk L k -jt A J  J

-JT

Donc la série de Fourier de la fonction donnée s ’écrit 
„ jt2 . / cos x cos 2a: , cos 3a: \
î= ~  ^ '------- P - + - 32— • • • ) •\ 1

Comme la fonction est monotone par tranches, bornée et continue, l ’égalité 
a lieu partout.

Posant dans l ’égalité obtenue x — Jt, on obtient:
00

6 — Zl  nü •
7 1 = 1
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E x e m p l e  5. On se donne une fonction périodique de période 2jî défi
nie comme suit:

f (x) =  0 pour — J t  <  x <  0,
7 0x) =  x pour 0 <  x <; Jt . (fig. 380).

Fig. 380

Définissons les coefficients de Fourier : 
jc  0

1
<Zq

- J T  

JC

—  \ x cos kxdx 
j t ô

2

= - 4  J [ J°-^+j â ]=4 Ÿ=T;
- J T  - J t  0

1 f _ , 1 rasin/c.r [Jt 1 f . . , 1=  —  \ x cos kx dx =  —  I -----^ \  sin kx dx 1 =

H
n

+  —  ̂ cos kx ctaj =

1 cos kx
J t  k k

j t

pour k impair,

bu == —  Ç x sin kxdx =  —  f  - 
n  J J t L

pour k pair ;

x cos kx [ J t

k o

j t

~  pour k impair,
= ------— cos kit =  \  .

Jt k I 1 .— ~  pour k pair.

Le développement en série de Fourier est
2 / cos x , cos 3æ . cos 5#4 / \ 31 2 / 1

/(*)==T “  \"
, / sin a;

+  \ ” T “

12 32 52
sin 2x ( sin 3z 
' Ô I Q

Aux points de discontinuité de la fonction /  (x) la somme de la série est égale 
à la moyenne arithmétique des limites de la fonction à gauche et à droite (dans
le présent cas à -g* )•

Posant dans l1 égalité obtenue x =  0, on obtient:
°°

— = v  18 Zj (2 n—1)2 •
n= 1
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§ 3. Une remarque sur le développement des fonctions périodiques
en séries de Fourier

Indiquons la propriété suivante d’une fonction périodique (x) 
de période 2jx ; on a

j t  X - \ -2 j ï

j  ty(x)dx = j  ty{x)dx,
-  Jt X

quel que soit le nombre X. 
En effet, comme

\p ( |  —  2jx) =  oj; ( g ) ,

posant x — \  — 2jt, on peut écrire, quels que soient c et d:
d  d - j - 2 j t  d - { -2 jc  d - | - 2 j t

j  Op(x)dx =  j  i|3( i—2n ) d |=  j  i|>(g)d£ =  j  ty{x)dx.
c c-+-2n c -f -2 jt  c + 2 j t

En particulier, posant c =  — j t ,  d=%, on obtient: 
X A ,+ 2 jt

j  (x) dx= j  1)3 (#) dx,
- jt Jt

par conséquent,
M-2jt

j  if> (x) dx
X

- j e  Jt X~{-2,ji

j  i))(x)dx+  j  ^{x)dx-\r j  i))(x)dx =
X ~ n  j t

- j t  Jt A. Jt

■= j  ip (rc) tio: j  (æ) da; +  j  o|) (a;) da; =
X  - J t  - J t  - J t

dx.

La propriété mentionnée signifie: Vintêgrale d'une fonction pério
dique ij) (#) sur un segment arbitraire de longueur égale à la période 
a toujours la même valeur. Géométriquement: les aires hachurées 
sur la fig. 381 sont égales.

Il résulte de la propriété démontrée qu’on peut, dans le calcul 
des coefficients de Fourier, remplacer l ’intervalle d’intégration 
(— Jt, n) par l ’intervalle (À, X +  2jt), c’est-à-dire que

Arf 2 Jt ^4~î2jt

a0==-i- j  f(x )d x , arc=— j  / (a;)cosnxdx, 
x x

M - 2 j t

bn= —  j  f(x) sin nx dx, 
x

( 1)

où X est un nombre arbitraire.
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Ceci résulte de ce que la fonction /  (x) est, par hypothèse, une 
fonction périodique de période 2n ; par suite, les fonctions /  (x) cos nx 
et f  {x) sin nx sont aussi des fonctions périodiques de période 2j i . 
Montrons sur un exemple comment la propriété démontrée simpli
fie, dans certains cas, le calcul des coefficients.

E x e m p l e .  Soit à développer en série de Fourier la fonction /  (x) de 
période 2it égale à x sur le segment 0 <  x <  2jï. Le graphique de la fonction 
/  (x) est représenté sur la fig. 382. Cette fonction est donnée sur le segment [—j i .

3 x ]  par deux formules: /  ( x )  =  x  +  2 j t  sur le segment [ — j t ,  0] et f  ( x )  —  x  

sur le segment [0, Jt]. Or, cette fonction est représentée très simplement par 
/  ( x )  =  x  sur le segment [0, 2jï], Par conséquent, on aura intérêt à développer 
cette fonction en série de Fourier en utilisant la formule (1) avec X =  0:

2jï 2jt
c lq  =  J  /  ( x )  d x  —  - i -  J  x  d x  =  2 n  ;

0 o
2jc 2jc

1 f x , 1 (* , 1 f  arsin nx . cosnx~\^ .an =  —  \ f (x) cos nx dx =  —  1 x cos nx dx =  — -------------------r— =  (J ;Jt J Jt L n 1 n2 Jo
0 0

2 j ï

i r i
b n  =  —  l /  (a;) sin n x  d x  =  —  

j i  J j i

2 n

l  x  sin n x  d x

0 0
1  f" x  cos n x  t sin n x  

~~~ j i  L n  n 2

" |  2 j t 2

Jo “ “ n

Par conséquent,
2 2 2 2

f ( x )  =  j i  —  2  sin a : — «-sin 2 x — ^-sin3x ---------- r  sin — r-sin 5x— .
&  o  4  O
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C e t t e  s é r i e  r e p r é s e n t e  l a  f o n c t i o n  d o n n é e  p a r t o u t  s a u f  a u x  p o i n t s  d e  d i s c o n t i n u i t é  
( l e s  p o i n t s  x =  0, 2jt, 4jt, . . .). E n  c e s  p o i n t s ,  l a  s o m m e  d e  l a  s é r i e  e s t  é g a l e  
à  l a  d e m i - s o m m e  d e s  v a l e u r s  l i m i t e s  d e  l a  f o n c t i o n  /  ( x)  à  d r o i t e  e t  a  g a u c h e  
( d a n s  l e  c a s  p r é s e n t  à  J t ) .

§ 4. Séries de Fourier des fonctions paires et impaires
Il résulte de la définition des fonctions paires et impaires que 

si 9  (x) est p a i r e, on a

En effet,
«
j  ^(ir) dx

- J t

JT J t

j  9  (x) dx = 2 j  'ij) (a;) dx.
- J t  o

0  J t  J t

j  ij) (x) dx -f j  (x) dx=  j  ( — x) dæ +
“ J t  0  0

¥ U Jl Jv H
+  j  (x) dx =  j  o|) (a;) d x -f j  (x) dx =  2 j  (x) dx,

étant donné qu’une fonction paire jouit, par définition, de cette pro
priété : (—x) =  (x).

On a, d’une manière analogue, pour une fonction i m p a i r e  <P (*)
j t  j t  j t

j  cp (x) dx =  j (p ( — x) dx -f* j  y(x) dx =
- J t  0  0

J t  J t

=  — j  <p (x)dx-{- j  (p (x)dx = 0 .
o o

Si l ’on a le développement de Fourier d’une fonction f  (x) i m 
p a i r  e, le produit /  (x) cos kx est une fonction impaire et /  (x) sin kx 
une fonction paire; donc,

1 n ' a0 = —  j  f  (x) dx = 0,

Jt

a,h = —  J f  (ùc)coskxdx = 0,
- j t

jt  jt

b/, = -^- j  f  (x) sin kx dx =  j  /  (i)
- J t  0

sin kxdxj

( i )
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c’est-à-dire que la série de Fourier d’une fonction i m p a i r e  ne. 
contient q u e  d e s  s i n u s  (voir exemple 1 , § 2).

Si l’on a le développement de Fourier d’une fonction p a i r e ,  
le produit /  (x) sin kx est une fonction impaire et /  (x) c o s  kx est 
paire, par suite :

jt
ao = -£  j î{x)dx,

0
jt

=  j  f  (x) cos kxdx,
0

J t

b}t =  — j  /  (x) sin kx dx == 0 ,
-jt

(2)

c’est-à-dire que la série de Fourier d’une fonction p a i r e  ne con
tient q u e  d e s  c o s i n u s  (voir exemple 2 , § 2).

Les formules obtenues permettent de simplifier les calculs des 
coefficients de Fourier lorsque la fonction donnée est paire ou impai
re. Il est évident que toute fonction périodique n’est pas forcément 
paire ou impaire (voir exemple 5, § 2).

E x e m p l e .  Soit à développer en série de Fourier la fonction paire /  (a:) 
de période 2 ji, définie sur le segment [0, Jt] par

y =  x.

Nous avons déjà développé cette fonction en série de Fourier dans l’exemple 
2, § 2 (voir fig. 376). Calculons de nouveau les coefficients de Fourier de cette 
fonction en utilisant la parité de cette fonction.

En vertu de la formule (2), bk =  0, quel que soit h;

- - rjt L
x sin kx

h

=  —  \ xdx  =  jr. dh = —  l x cos kx dx =
Jt J Jt J

tour le ]
4 . .^p- pour k impair.

0

cos kx~
h2

(  0 pour k pair,

Nous avons retrouvé les mêmes coefficients que dans l ’exemple 2, § 2, mais plus 
rapidement.

§ 5. Séries de Fourier des fonctions de période 21
Soit /  (x) une fonction périodique de période 2Z, en général diffé

rente de 2jt. Développons-la en série de Fourier.
Faisons le changement de variable

Z ,
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La fonction /  est alors une fonction périodique de t de période
2jï, et on peut la développer en série de Fourier sur le segment 
— :

oo

/  ( 4 - 1 ) — "X +  2  (a,t coskt  +  bk sin ht), (.1)

Jt . St.

«0 = 4  ah =  i  î^ ir O  008***’
- J t  - J t

Jt

bk = -^- j  sinktdL
-n

Revenons maintenant à l ’ancienne variable x :

x = — t. t = x -^ - . = dx.71 L L
On aura alors

i i
a0 =  y  f /  ( x )  cîx, a *  =  - y  J /  (x) cos & . - y  x dx,

(2)

bh =  y  J /  (a:) sin ft -y- x dx.
-i

La formule (1) devient
oo

/ (x) =  -y -+  2  ( flft C O S x - f  6ft sin —  x) , (3)
ft=l

où les coefficients a0» «a» &a sont calculés d’après les formules (2). 
Telle est la série de Fourier d’une fonction périodique de période 21.

Notons que tout ce qui a été dit sur les séries de Fourier des 
fonctions périodiques de période 2jc reste en vigueur pour les fonc
tions périodiques de période quelconque 21. Le théorème sur le déve
loppement d’une fonction en série de Fourier du § 1 reste en vigueur, 
ainsi que les remarques sur la possibilité de calculer des coefficients 
de la série en intégrant sur un segment arbitraire de longueur égale 
à la période (voir § 3) et de simplifier le calcul des coefficients lors
que la fonction est paire ou impaire (§4)..

E x e m p l e .  Développer en série de Fourier la fonction périodique de 
période 21 définie sur le segment [—l; l] par l ’égalité /  (x) — | x | (fig. 383).
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S o l u t i o n .  Comme la fonction considérée est paire, on a
1

bfi = 0 ; aq = -y-  ̂ x dx = l ;
0

Par conséquent, le développement s ’écrit

1 , 1 4z r
| l | _ 2 n* L'

COS- cos-3jx

32

cog(2£ + l)n z

f  (2p +  l )2

§ 6. Sur le développem ent en  série de Fourier d ’une fonction
non périodique

Soit donnée sur le segment [a, 6 ] une fonction monotone par 
tranches /  (x) (fig. 384). Montrons que cette fonction peut être repré
sentée aux points de continuité par une série de Fourier. Consi

dérons à cet effet une fonction arbitraire périodique monotone par 
tranches (x) de période 2 fi | 6 — a | et coïncidant avec la fonc
tion f  {x) sur le segment [a, 6], (Nous avons prolongé /  (x).)

Développons la fonction fi {x) en série de Fourier. La somme de 
cette série coïncide piartout sur le segment [a, 61 (sauf aux points
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de discontinuité) avec la fonction donnée /  (æ), c’est-à-dire que 
l’on a développé f  (x) en série de Fourier sur le segment [a, &].

Considérons ensuite F important cas suivant. Soit /  (x) une fonc
tion donnée sur le segment [0, Z]. Prolongeant cette fonction arbi
trairement sur le segment [—Z, 0] (tout en conservant la monotonie 
par tranches), nous pouvons développer cette fonction en série de 
Fourier. Si, notamment, l ’on prolonge cette fonction sur le segment 
—Z ^  x <  0 de sorte que f  (x) =  /  (—-z), on obtient, en définitive,

y

si \i \

X

Fig. 385

une fonction paire (fig. 385). (On dit alors que la fonction /  (x) 
a été « prolongée de façon paire ».) Cette fonction se développe en 
série de Fourier de cosinus. De sorte que la fonction f  (x) donnée sur 
le segment [0, Z] a été développée en série de Fourier de cosinus.

Si l’on prolonge là fonction /  (a;) sur — Z ^  x <  0 de sorte que 
f  (x) =  —/  (—x), on obtient une fonction impaire, se développant 
en série de sinus (fig. 386). (Prolongement impair de la fonction 
f  (x).) Par conséquent, s’il est donné sur le segment [0, Z] une fonc
tion monotone par tranches /  (æ), on peut la développer ou bien en 
série de Fourier de cosinus, ou bien en série de Fourier de sinus.

E x e m p l e  1. Soit à développer la fonction f  (x) =  x sur le segment 
[0, a] en série de sinus.

S o l u t i o n .  Prolongeons cette fonction de façon impaire (fig. 375). 
On obtient la série

„ f  sina: sin2x t sin3x “|
x = 2 l ~ l ---------- 2 3

(voir exemple 1, § 2).
E x e m p l e  2. Développer la fonction f (x) =  x sur le segment [0, Jt] 

en série de cosinus.
S o l u t i o n .  Prolongeons cette fonction de.façon paire, o5l ai 

f ( x ) = \ x \ ,  —Jt <  x <  Jt
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(fig. 376). Le développement en série de Fourier de cette dernière fonction est

(voir exemple 2, § 2). Par conséquent, on a sur le segment [0, jt] l ’égalité

§ 7. Approximation en moyenne d’une fonction donnée au moyen 
de polynômes trigonométriques

La représentation d’une fonction en série (de Fourier, Taylor, 
etc.) a ce sens pratique que la s o m m e  p a r t i e l l e  obtenue 
lorsqu’on se limite au rc-ième terme est une e x p r e s s i o n  
a p p r o c h é e  de la fonction que l’on développe. On peut pousser 
cette approximation au degré voulu en choisissant convenablement 
n . Toutefois, le caractère de la représentation approchée peut varier.

Ainsi, la somme sn des n premiers termes de la série de Taylor 
coïncide avec la fonction donnée au point considéré et elle a en ce 
point des dérivées jusqu’au ra-ième ordre coïncidant avec les dérivées 
de la fonction considérée. Un polynôme de Lagrange du 7i-ième 
degré (voir § 9, chap. VII, t. I) coïncide avec la fonction considérée 
en n -f- 1 points.

Voyons quel est le caractère de l’approximation d’une fonction 
périodique /  (a;) par des polynômes trigonométriques de la forme

où a0f au &i, a2, b2l an, bn sont les coefficients de Fourier, c’est-
à-dire que l ’on approche avec la somme de n premiers termes de la 
série de Fourier de cette fonction. Faisons quelques remarques 
préliminaires.

Supposons que l ’on ait une fonction y = f  (x) sur le segment 
[a, b] et que l ’on veuille évaluer l ’erreur commise lorsqu’on rempla
ce cette fonction par une autre fonction <p (x). On peut considérer, 
par exemple, que l ’erreur est représentée par l ’expression 
max | /  (a:) — q> (x) | sur le segment [a, b], ce qu’on appelle encore 
Vécart maximum entre /  (x) et q) (æ). Mais il est parfois plus naturel 
de considérer Y écart quadratique moyen ô dont le carré est, par défi-

oo

sn (x) == ~  +  2  ak cos +  bh sin kx ,
fc=i

nition,
b

ô2= 7 F - ) - Î
a
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Expliquons sur la figure 387 la différence entre l’écart quadra
tique moyen et l ’écart maximum.

Supposons la fonction /  (x) représentée par le trait plein et les 
approximations <pt (x) et <p2 (x) par les pointillés. L’écart maximum 
de la courbe y == q>i (x) est plus petit que l’écart maximum de la 
courbe y — q>2 (x), mais l ’écart quadratique moyen de la première

courbe est plus grand que celui de la seconde, car la fonction y =  
=  <p2 (x) se distingue notablement de y — f  (x) seulement dans un 
petit intervalle et, par conséquent, caractérise mieux la fonction 
y =  f  (x) que la première.

Revenons à présent à notre problème.
Soit donnée une fonction f  (x) périodique de période 2n. Parmi tous 

les polynômes trigonométriques du n-iéme degré
n

~  +  2  cos k x -{- Ph sin kx)
ft=i

on demande de trouver, en choisissant convenablement les coefficients 
au et Pfc, le polynôme dont Vécart quadratique moyen, défini par 
V égalité

« n 2
ô£ =  —  f [ /  (x) — f  —  2  («* c°s fcp +• Pft sin fee)]

-wL ft=l

est minimum.
Le problème revient à trouver le minimum d’une fonction de 

2n +  1 variables a 0, ccif ; . anr Pi, P21 • • • > Pn-
Développons le carré de l ’expression entre crochets et intégrons 

terme à terme, on obtient :
n n

6n = -̂ - j  {/‘(x)-2/ ( x ) 2  (ahcosftx+pftsinftx)] +
-JT



§ 7] APPROXIMATION EM MOYENNE D ’UNE FONCTION DONNÉE 375

n  st

+  [-y -+  2  (akCoskx+$k sin fcc) J 2} <fo =  —  j  f  (x)dx— 
h = t  —n

st n  st

~ J k j  f ( x) dx— k  2  “ ft j  f  (x) cos k xd x —
-S t  f t= i  -S t
n  st st

— - - 2  j  f ( x ) s i n k x d x + - ^ -  j  dx +
h = i  - s t  .* - s t

n st n  st

2  “k j  cos 2Jcxdx +  -~- 2  Pft j  sin2 kx dx+
fc= i - J t  f t= i  - J t

n  st n  st

+  -7̂ - a ° 2  “ ft j  cos k x d x + -^ -a 0^  P* j  sin&cda:-)-
f t=  1 —St fc= 1 -S t

n  n  st

+  2  S  ahai |  C0S *x C0S Jx  ^  +
h— 1 j = i  —st

n  n  st

+  -^ " 2  2  aiîPj J coskxsinjxdx~{-
h—i j = i  - s t

n  n  st

+ — 2  2 'P*P-7' $ sinkxsïn jxdx.
h = l  j = i  - J t

h=£j

Remarquons que
Jt st

—■ j  /  (x) dx = a0; — j  /  (x) cos kx dx =  ;
-S t -S t

St

■ J f(x )s in kxd x  = bk
- s t

sont les coefficients de Fourier de la fonction f(x).
En outre, en vertu des formules (I) et (II) du § 1, on a, lorsque 

k = j,
st st

j  cos2 kxdx =  jc, j  sin2kxdx =  jt,
- j t  - n

st

pour A; et j  quelconques: J sinkxcosjxdx = 0
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et, lorsque
j t . . «

j  cos kx cos jx  dx = 0, j  sin kx sin jx  dx =  0 .
- J t  - J t

De sorte que
Jt n

ôn =  -^- j  / 2 (x)dx— — 2  (aha* -|- fabh}+
- J t

n

+ 4 + T  2  (“*+»>•
ft=i

Ajoutons et retranchons la quantité

T  2  »

ô" = ^ r  2  (“* + # ) +
— J t  h —  1

n

+ J  ( « o - « o f + y  2  ( K - f l i .P + tP t - i 'k ) 2!- (1)
fc=l

Les trois premiers termes de cette somme ne dépendent pas du 
choix des coefficients a 0, «i, . . a n, pl7 . . ., pn. Les autres 
termes

n
— (a0—a0)2+ Y  S  Kaft — aft)2 +  — 6ft)2l

ft=i
sont non négatifs. Leur somme est minimum (zéro) lorsque 

0&0 ^  &O7 & 1  ~  & i i  •* ^ 7 1  ^  P l ^  ^1» • • •» Pn 5=2 ^71”

Tel est le choix des coefficients a 0, a lt . . ., a n, Pi, . . ., pn pour 
lequel le polynôme trigonométrique

n.

• ^ 4 “ 2  (a ft cos ^  +  Pfc s in  &&)
h—i

s’écarte le moins de la fonction /  (x) en ce sens que l’écart quadra
tique moyen est minimum.

Nous venons de démontrer le théorème:
Parmi tous les polynômes trigonométriques d'ordre n, c'est le poly

nôme dont les coefficients sont les coefficients de Fourier de la fonction
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f  (x) qui donne la meilleure approximation quadratique moyenne de 
cette fonction.

L ’écart quadratique moyen minimum est

82n = —  î  (<* +  «)• (2)
-n fc=i

Comme ô£>0, on a, quel que soit n,
j t  n

±  J f  (* )* ;>  4 + 4  2  (< * + « )•
- J t  f c = l

Il s’ensuit que la série du second membre converge lorsque 
w- h x ) et l ’on peut écrire*

J t OO

- (  P (x )d x > ^-+ ^ (a % + b % ).  (3)
- J t  f t = i

Cette relation est Y inégalité de jBesset.
Bornons-nous simplement à indiquer que, pour toute fonction 

bornée monotone par tranches, l ’écart quadratique moyen obtenu 
lorsqu’on remplace cette fonction par une somme partielle de Fourier 
tend vers zéro quand n-~>- oo : ->• 0 quand n->  oo. Mais alors,
il résulte de la formule (2) l ’égalité

OO J t

4 + 2  ( °*+ ) = 4 -  J (*>dx» (3'>
k = i  - j t

dite égalité de Liapounov-Parseval. (Indiquons que cette égalité a 
été démontrée pour une classe de fonctions plus large que la classe 
envisagée ici.)

Il résulte de ce qui vient d’être démontré que, pour une fonction , 
satisfaisant à l’égalité de Liapounov (notamment pour toute fonction 
bornée monotone par tranches), la série dé Fourier correspondante 
donne un écart quadratique moyen nul.

R e m a r q u e .  Etablissons une propriété des coefficients de 
Fourier, qui nous servira dans la suite. Donnons préalablement une 
définition.

Une fonction /  {x) est dite continue par tranches sur le segment 
[a, 6], si ses points de discontinuité de première espèce sont en 
nombre fini sur ce segment (ou si elle est partout continue).

Montrons la proposition suivante.
Si la fonction f  (x) est continue par tranches sur le segment [—jt, ox], 

ses coefficients de Fourier tendent vers zéro lorsque h -> oo, c'est-à-dire 
que

lim an =  0 , lim bn =  0 .
71-+00 71->oo

(4)
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D é m o n s t r a t i o n .  Si la fonction f  Or) est continue par 
tranches sur le segment [—n, n], il en est de même de f2 (x). Mais

jt
alors j  / 2 (x) dx existe et est un nombre fini *). Il résulte alors de

—jt oo
l ’inégalité de Bessel (3) que la série 2  (an +  b2) converge, ce qui

71— i

entraîne que son terme général tend vers zéro : lim (a2 +  b2) =  0 ,
7 l - > 0 0

les égalités (4) sont démontrées. On a ainsi pour une fonction bornée 
continue par tranches les égalités

lim l f(x) cosnxdx — 0,
71—> 0 0  «J

lim j  /  w sin nx dx — 0 .

Si la fonction /  (x) est périodique et de période 2n, on peut reco
pier ces dernières égalités comme suit (avec a arbitraire) :

a+2jt a+2jt
lim \ /  (x) cos nx dx =  0 ; lim l /  (x) sin nxdx =  0 .
7 1 —> 0O  J 7 1 - > 0 0  J

Remarquons que ces égalités subsistent si l ’on intègre sur un seg
ment [a, b] quelconque, c’est-à-dire que les intégrales

b b
 ̂ /  (a:) cos nx dx et |  /  (x) sin nx dx

a a
tendent vers zéro lorsque n tend vers l ’infini, si /  (x) est une fonction 
bornée continue par tranches.

En effet, supposons, pour fixer les idées, que b — a <  2n, et con
sidérons la fonction auxiliaire (p (x) de période 2jï définie comme 
suit :

cp (x) = f  (x) pour a ^  x ^  6 ,
(p (a;) =  0 pour b <  x ^  a +  2k.

Alors,
6  a - j - 2 r t

^ f  (x) cos nxdx =  J y (x) cos nxdx,
a a
b  a - j - 2 j t

j  /  (z) sin nx dx =  j  <p (a:) sin nx dx.
________________________  a a

*) Cette intégrale est la somme des intégrales des différents morceaux 
de fonctions continues constituant la fonction /  (æ) sur le segment [-— Jt, ai].
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Comme <p (x) est une fonction bornée et continue par tranches, les 
intégrales des seconds membres tendent vers zéro lorsque n -*■ oo. 
Il s’ensuit que les intégrales des premiers membres tendent aussi 
vers zéro. La proposition est ainsi démontrée et l ’on a bien

b b
lim l /  (a;) cos nx dx =  0 ; lim l /  (a;) sin nx dx =  0 (5)
n-yoo J n—yoo Ja a

quels que soient a et b et la fonction /  (x) bornée et continue par 
tranches sur le segment [a, 6 ].

§ 8 . Intégrale de Dirichlet
Nous allons établir dans ce paragraphe une formule exprimant 

les sommes partielles d’une série de Fourier au moyen d’une inté
grale. Cette formule nous sera utile dans les paragraphes suivants.

Considérons une somme partielle de Fourier pour la fonction 
périodique f  (x) de période 2jt:

Sn (#) =  -Tjn +  2  C0S 1€X +  &A S*n kX) >
avec

Jt Jt

a& =  --- j* f(t) cos k td t, bh = —  j* f(t) sin kt dt.
- n - n

Substituons ces expressions dans celle de sn (æ), on obtient:
Jt

/ (* )# +
- j t

+  2  f  (t) cos k td t+ a-^ ^ -  J /(J)sintodf]
h—i  - J t  - J t

ou, en introduisant coskx  et sinfcc sous le signe somme (ce qui 
est légitime, car co skx  et sinfcr ne contiennent pas la variable 
d’intégration),

j t

Sn̂ = ^r î H t) dt+
- j t

n  Jt j t

+ 4 - 2  ü  f  (t) cos kx cos kt dt +  |  f  (t) sin kx sin kt dt J .
fc = î - J t  - j t

1
Mettons maintenant —  en facteur et remplaçons la somme des 
intégrales par l ’intégrale de la somme, on a

Jt n

f [/(0 cos*æcos^  +  / ( 0 sia ^ siû ^ ]}
- j t  fc= i

)
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OU
n n

Sn(®) =  -^- V f { t )  +  2  (cos ^  cos fcc+ sin Ut sin k x )  J d t  =  
-n s=i

j i  n

=  + j  fW  [ t  +  2  C(> sk ( t  — x ) ^ d t . (1) '
ft=i

Transformons l ’expression entre crochets. Posons
an (z) =  y  +  cos z +  cos 2z +  • • - +  cos nz ;

alors
2 On (z) COS 2 =  COS 2 +  2 COS 2  COS 2  +  2 COS 2  COS 2 2  +  . . .

. . .  +  2 cos 2 cos nz =  cos z +  (1 +  cos 22) +  (cos 2 +  cos 32) +  
+  (cos 22 +  cos 4z) +  . . . +  [cos (n — 1) 2 +  cos (n +  1) 2] =  

=  1 + 2  cos 2 +  2 cos 22 +  . . .
. . . +  2 cos (rc 1) z +  cos 7Z2 +  cos (n +  1 ) 2

ou

Or,

Donc,

2crn (2) cos 2 =  2crn (2) — cos nz  +  cos (n +  1) 2 ,
y„\ __ cos nz—cos (n+1) z 

Cn \Z) — 2 (1 — cos z) *

cos n z — cos (n +  1)2  =  2 sin (2^ +  1) sin y ,
z
T*

sin (2n +  l).-|-

1 —- cos 2 =  2 sin2-

On (z) =
2sinï

On peut donc recopier l ’égalité (1) sous la forme
t—  X

m *)=4 î / w
sin (2n +  l)

2 sin t —x • d t .

Comme la fonction sous le signe somme est périodique (de période 
2jt), rintégrale conserve la même valeur sur tout segment de lon
gueur 2jï. Il s ’ensuit que

Sn (X) -  —■ J^ "s in  (2re +  l) ^

2 sin t — x d t .
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Introduisons la nouvelle variable d’intégration a  en posant 
t — x —a, t = x-\- a.

On obtient alors la formule

* sin (2 re+ l)T
Sn (Æ) =  1T f /  (x +  a ) ----- — —  da.. (2)

-« 2sin
L ’intégrale du second membre est l 'intégrale de Dirichlet.

Posons dans cette formule f  (x) =  1 ; alors a0 =  2, ak =  0, bk =  
=  0 lorsque k >  0 ; donc, sn (x) =  1 quel que soit n , et l ’on obtient 
l ’identité

jt sin (2n +  l) y  

2 s i n f
da, ( 3 )

qui nous servira par la suite.

§ 9. Convergence d’une série de Fourier en un point donné
Supposons la fonction f  {x) continue par tranches sur le segment 

I—Jt, jt].
Multiplions les deux membres de l’identité (3) du paragraphe 

précédent par /  (x) et introduisons /  (x) sous le signe d’intégration, 
on obtient l’égalité

]  /<*)
- J t

sin(2n +  l) -5. 
------------- — da.

O ■ a2 sm-g-

Retranchons membre à membre cette égalité de l ’égalité (2) du 
paragraphe précédent, on obtient:

« s in (2 n + l)
Sn( x) — f { x )  =  — \ [f(x +  a) — f(x ) \---------- ~ d a .

-« 2 sin J
On voit que la convergence de la série de Fourier vers la valeur de la 
fonction /  (x) au point donné dépend de la convergence vers zéro 
de l’intégrale du second membre lorsque n~+ oo.

Décomposons cette dernière intégrale en deux:
a

cos T
[/ (x +  a) — /  (z)]-------- sin na da+

2 s i n f

i i r+  2*— J l f ( x + a )—f(x)]cosnada,

sn (x)—f(x) =  — j
- J t
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en utilisant la formule sin (2n -f-1) — =  sin na cos — -f cos na X

Xsin-^-. Décomposons la première intégrale du second membre
de cette dernière égalité en trois:

ô a 
1 £ cos y

Sn(x) — f ( x ) = —  y l f ( x  +  a) — f ( x ) )  a sinn<xda +
-Ô

-6

2 «
sm T

a cos—
+  1T ( (/(* + '« )—/(* )]— - ^ s i n nada+  

-n  2 sin
a

i ? cos g-
+  1T I tf ( x +  a) — f(x)]---------— sin nada +

6 2 sin y
Jt

I C  1+  —  \ [ f { x  +  a )  — f ( x ) \ ^ c , o s n a d a . ,

Posons d>! (a) =  . Comme /  (z) est bornée* et continue
par tranches, <Di(a) sera également une fonction périodique de a, 
bornée et continue par tranches. Il s’ensuit que la dernière intégrale 
du second membre tend vers zéro lorsque «->oo, car c’est 
le coefficient de Fourier de cette fonction. La fonction

a
COS -̂ r

^ 2  (a )  =  [ / ( *  +  a )  — /  ( * ) ] ------- 17
2 s^  'y

est bornée lorsque — — ô et on a

|<D2 (a ) |< [M + M ] — L j  .
2 s i n |

où M  est la borne supérieure de | f  (x) |. En outre, la fonction (a) 
est aussi continue par tranches. Par conséquent, en vertu des formu
les (5) du § 7, la deuxième et la troisième intégrale tendent vers 
zéro lorsque n —>■ oo.

On peut écrire, par conséquent,
lim [sn ( a / ( z ) ]  =
n - x »

.  a
1 S c°s y

=  lim — l [f(x +  a) — f (x)]--------sinnada.
“ î 6 2 sin-J

(1 )
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L’intégration dans l’expression du second membre est étendue 
au segment —ô ^  a ^  ô, donc l’intégrale dépend des valeurs de 
/  (a:) seulement dans l’intervalle compris entre x — ô et x +  ô. 
On déduit de cette dernière égalité l ’importante proposition : la con
vergence de la série de Fourier au point considéré x dépend seulement 
du comportement de la fonction dans un voisinage arbitrairement petit 
de ce point.
. Tel est le contenu du principe de localisation dans Vétude des séries 

de Fourier. Si deux fonctions f\ (a;) et / 2 (x) coïncident au voisinage 
d'un point x , leurs séries de Fourier convergent ou divergent en même 
temps en ce point.

§ 10. Quelques conditions suffisantes pour la convergence 
d’une série de Fourier

Nous avons démontré au paragraphe précédent que si une fonction 
/ (a;) est continue par tranches sur le segment [—3X, Jt], la conver
gence de sa série de Fourier au point considéré x 0 vers la valeur

f  (xQ) dépend seulement du comportement de la fonction dans un 
voisinage arbitrairement petit [x0 — ô, x 0 +  ô] de centre au point x 0.

Démontrons ensuite que si la fonction f  (a:) est, au voisinage de 
x0, telle que les limites suivantes existent et sont finies

lim  ̂(x° + g) ^  (x°) =  /c1, (1)
a->-0 a

lim =  (2)
a-H-o a

et si la fonction elle-même est continue au point x Q (fig. 388), la série 
de Fourier converge en ce point vers f  (x0) *).

*) Si les conditions (1) et (2) sont vérifiées, on dit que /  (x) a au point x 
une dérivée à droite et une dérivée à gauche. On a représenté sur la figure 388 
une fonction telle que /ci =  tg œj, k2 =  tg <p2t ¥= &2- Si /c± =  k2l c’est-à-dire 
si les dérivées à droite et à gauche sont égales, la fonction est dérivable au point 
donné.
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D é m o n s t r a t i o n .  Considérons la fonction <D2 (a) du para
graphe précédent :

a
cos - y

<£>2 (a) =  [/ (x0 +  a) — /  (ar0)] — —-  î
2 sinT

comme la fonction /  (a;) est continue par tranches sur le segment 
[—xc, Jt] et continue au point x 0, elle est, par conséquent, continue 
dans un certain voisinage [x0 — fi, x 0 -f- ô] du point x0. Donc la 
fonction <P2 (a) est continue en tous les points où a  =̂= 0 et | a  | ^  
^  6 . La fonction <P2 (a) n ’est pas définie pour a =  0.

Cherchons les limites lim <D2 (a) et lim ®2 (a) en utilisant les
oc-i-0-0 a->-0+0

conditions (1) et (2):

lim <D2 (a) =
oc->0-0

cos T
lim l f(x0 + a)—f(x0)]----—

a->°-0 2sin-^-z

= lim
a —v 0  — 0

f (x0 +  a) — f  (x0) 2
a

~Y
• COS -TT = lim /  (a?o+tt)—/  foo) ^  

c c - + 0 - 0  a

a

X lim —-—  lim cos -̂ - =  1*1=
oc—>0 — 0 gxn ^  oc—>0 — 0 

2

Par conséquent, si l ’on définit la fonction ® 2 (a) en posant 
<1>2 (0) =  k it elle sera continue sur le segment [—ô, 0 ] ét, par suite, 
bornée. On démontre d’une manière analogue que

lim <D2 (a) =  k2.
oc—vÔ-f-O

Donc la fonction ® 2 (a) est bornée et continue dans l ’intervalle 
[0, ô]. Ainsi, la fonction ® 2 (a) est bornée et continue par tranches 
sur le segment [—ô, ô]. Revenons à l’égalité (1) du § 9 (en désignant 
x par x 0) :

lim [sn (x0) — f ( xo)] =
n-H»

1 f 2=  lim — 1 [/ (ar0+ a ) —/  (æ0)]------ — sin n a  d a
n~*a> 2 sin y
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lim [s (x0) — /  (a:0)] =  lim f (a) sin «a d a .
n-+oo n-+ oo J— 0

Eu égard aux formules (5) du § 7, on conclut que la limite du 
second membre est nulle, et donc

lim [s* (x0) -~f (x0) ] =  0
71-VOO

ou
lim sn (x0) —f (x 0).
TI-+OQ

Le théorème est démontré.
La différence entre le théorème démontré au § 1 et le théorème 

ci-dessus consiste en ce qui suit : on demandait dans le théorème du 
§ 1 pour la convergence de la série de Fourier au point x 0 vers la 
valeur f  (x0) que x 0 fût un point de continuité sur le segment [—Jt, ax] 
et que la fonction fût monotone par tranches, alors qu’on demande 
ici que la fonction soit continue au point xQ, qu’aient lieu les condi
tions (1) et (2) et que la fonction soit continue par tranches et bornée 
dans l’intervalle [—n, jt]. Il est évident que ces conditions sont 
différentes.

R e m a r q u e  1. Si une fonction continue par tranches est 
dérivable au point x 0, il est évident que les conditions (1) et (2) ont 
lieu et l’on a kt =  /c2. Par conséquent, en un point de dérivabilité 
de la fonction /  (x), la série de Fourier converge vers la valeur de la 
fonction en ce point.

R e m a r q u e  2. 1°. La fonction considérée dans l’exemple 2 
du § 2 (fig. 376) vérifie les conditions (1) et (2) aux points 0, ± 2 ji, 
± 4 jt, . . . Elle est dérivable partout ailleurs. Donc la série de Fou
rier de cette fonction converge en chaque point vers la valeur de 
cette fonction.

2°. La fonction de l ’exemple 4, § 2 (fig. 379) vérifie les condi
tions (1) et (2) aux points =fcn, ±3jc, ± 5ut. Elle est dérivable par
tout, donc représentable par une série de Fourier en chaque point.

3°. La fonction de l ’exemple 1, § 2 (fig. 375) est discontinue aux 
points ±Jt, ± 3 ji, =fc5n:. Elle est dérivable partout ailleurs, donc 
la série de Fourier converge vers la valeur de cette fonction partout 
sauf aux points de discontinuité. Aux points de discontinuité, la 
somme de la série de Fourier est égale à la moyenne arithmétique 
des valeurs limites de la fonction à gauche et à droite : elle est nulle 
dans le cas considéré.
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§ 11. Analyse harmonique numérique
La théorie de la décomposition des fonctions en séries de Fourier 

est appelée analyse harmonique. Nous allons faire maintenant quel
ques remarques sur le calcul approché des coefficients de Fourier, 
c’est-à-dire sur l ’analyse harmonique numérique.

Comme on le sait, les coefficients de Fourier de la fonction /  (æ) 
de période 2ji sont définis par les formules

n 3t
a0 =  — £ f  (x) d x ; /  (x) cos kx dx ;

JC

b)t =  — £ /  {x) sin kx dx.
-TC

Dans beaucoup de cas rencontrés en pratique, la fonction /  (z) est 
donnée soit sous forme de tableau (lorsque la dépendance fonctionnel
le est obtenue expérimentalement), soit par une courbe tracée par 
un appareil. Le calcul des coefficients de Fourier se fait alors au 
moyen de méthodes d’intégration approchée (voir § 8 , chap. XI, 
1. 1).

Nous considérerons le segment — jc ^  x ^  jx de longueur 2jx. 
On peut toujours se ramener à ce cas en choisissant convenablement 
l ’unité sur l’axe Ox.

Partageons le segment [—jx, ox] en n parties égales par les points
Xq == — JX, X̂ j n == JX.

La longueur d’un segment partiel est alors

A* =  — .n
Désignons les valeurs de la fonction /  (x) aux points x 0, xu x2, . . .
. • m x n par

i/o, Vu » 2 , • * yn-
Nous prenons ces valeurs soit dans le tableau, soit sur la courbe de la 
fonction.

Utilisant, par exemple, la formule des rectangles (voir formule 
(1'), § 8 , chap. XI, t. I), on détermine les coefficients de Fourier :

n n n
2 % 2 -y_ 2 x

a0 •-= — 2  y*' a'*= t  2 yt cos kXi’ bh= t  2 yi sinkXi-
i— 1 i=i i= 1

Des schémas ont été élaborés, qui simplifient le calcul des coeffi
cients de Fourier *). Nous ne pouvons pas ici nous arrêter sur les

*) Voir, par exemple, V. Smirnov « Cours de mathématiques supérieures », 
t. II.
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détails, mais indiquons qu’il existe des appareils (dits analyseurs 
harmoniques) qui, d’après le graphique de la fonction donnée, per
mettent de calculer approximativement les coefficients de Fourier.

§ 12. Série de Fourier sous forme complexe

Soit la série de Fourier pour la fonction périodique f  (x) de 
période 2jx :

/  (x) =  -y- +  2  an cos nx +  sin nx. (1)
n— 1

Exprimons cos nx et sin nx au moyen des exponentielles en nous 
référant aux formules (3), § 5, chap. VII, t. 1:

eiVA.e-iy  . e i y _  e~W
cos y = — ----- , sin y = ----^ -----,

ce qui donne
einx_L. e-inx ê nx_ _ e~“̂ nx ginx_ e-i nx

cos nx = ----- £----- i sin nx = ----- ^ ----- =  — &------ -̂----- .

Substituons cos nx et sin no; dans la formule (1) et procédons 
aux transformations nécessaires :

, ,  N a0 , ^  einx +  e-inx ein x _ e-v,f(x) =  -g-+ 2} an---- ---------- lbn ------^---
71= 1

_  û 0 i X I  /  an ïbn „inx i an n~inx
\ 2 'r' 2

71= 1

Posons

(2)

fl0   „ û7l *&7l  „ û/x -j- ibn   ^
2  — 2 — 2 — ^ —71*

La formule (2) prend alors la forme :

/  (*) =  c0+  S  (cnein* +  c_ne-in5C).
7 1 = 1

La dernière égalité peut être mise sous une forme plus com
pacte :

/ (* )=  S  ^ in3C (4)
7 l =  —oo

qui est la forme complexe de la série de Fourier.
Exprimons les coefficients cn et c_n par des intégrales. D’après 

les formules (4), (5) et (6) du § 1 on peut écrire les formules (3) sous
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la forme:
jt  jt

cn=  2 -̂ [ J  /  {x)cosnxdx — i j  /  (x) sinrea;da;J =
- J t  - J t

Jt Jt

~  2îT 1 /  (a;) (cos nx — t sin nx) cfa; =  -^r  ̂ f  (a:) e~inx dx.
- n  - j t

Finalement
j t

cn= ~  J f (x)e- inxdx. (5')
- J t

De la même manière
jt

c-" = i î  /•■(*)«*"*<**• (5")
-  Jt

On peut grouper les formules (5') et (5") et Vexpression de c0 
dans une même formule

jt

°n ~  j*  ̂(̂ 0 e%nxdx (?z = 0, ±  1, dh 2, ziz 3, .. .). (6)
- j t

cn et c_n sont les coefficients complexes de Fourier de la fonction 
f(x).

Si la fonction f  (x) est périodique avec une période de 2Z, la série 
de Fourier de cette fonction est:

/(z) =  - ^ - + 2  0/71 cos - j -  %-\-bn sin ^  x (7)
n= 1

(cf. formule (3), § 5).
Il est évident que dans ce cas au lieu d’être exprimée par les 

formules (4) la forme complexe de la série de Fourier est exprimée 
par la formule

00 . rut
f{x )=  2  Cne% 1 *• (8)

7 1 = -O O

Les coefficients cn de la série sont tirés des formules
1 _ .  ru t

Cn = -2ï ^ H x ) e 1 1 Xdx (n — 0, ±  1, ± 2 , . . . ) .  (9)
-Z

Il est d’usage d’employer la terminologie suivante en électro
technique et en radiotechnique. Les expressions de la forme

i —  xe 1 sont appelées harmoniques, les nombres an= ^ j -  (w =  0 , ± 1 ,
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zb 2 , . . . ) ,  nombres d'onde de la fonction
oo

/ ( * ) =  2  fine**»*. (10)
7 l =  — OO

L’ensemble des nombres d’onde porte le nom de spectre. Si l ’on porte 
ces nombres sur un axe numérique, on obtient un ensemble de points 
distincts. Cet ensemble de points est dit discret, et le spectre corres
pondant un spectre discret. Les coefficients cn définis par les formu
les (9) portent le nom d'amplitude complexe. Notons que dans certains 
ouvrages d’électrotechnique et radiotechnique l ’ensemble des modu
les des amplitudes | cn \ porte également le nom de spectre de la 
fonction f  (x).

§ 13. Intégrale de Fourier

Soit f  (x) une fonction définie dans tout l ’intervalle (— oo, oo) 
et absolument intégrable dans cet intervalle, c’est-à-dire que l’inté
grale

oo

j \ f (x ) \d x  = Q (1)
— oo

existe.
Supposons en outre que f(x) admet un développement en série 

de Fourier dans quelque intervalle ( — Z, +Z):
oo

f(x) =  -^ - - \ -^ i ak cos —  x +  bhsin-^-x ,  (2)
h = i

où
l  l

ah =  T [ f( t ) c o s — -tdt, bh = - j  \  f( t)sm  —  tdt. (3)
- 1  — l

Portant dans la série (2) les valeurs des coefficients au et bk tirées 
des formules (3) on peut écrire :

l  oo Z

/ ( ;r) =  -^- j / (0 *  + J -  2 ( 1  f( t)cos^-td t^ j  c o s x +
- l  h =  1 -Z
oo l  l

+ T  II (J f ( t ) s m - ^ t d t ) s m - ^ x  = -^-j f( t)d t +
oo l

+  j -  2  f /(*) rcoS"^~ t cos ~j~ x -f- sin—y— t sin —y— x 1 dt
ft=i -i J



390 SÉRIES DE FOURIER [CH. XVII

OU
l oo l

= +  {  2  j /  (OCOS kn{t~*).dt. (4)
- l  h=i - l

Etudions le problème de la forme du développement (4) quand 
on passe à la limite pour Z->- oo.

Introduisons les notations suivantes :
jrt 2 jc /cjc , i jc » \ai =  — , a a =  - j -  , . . . .  a ft =  — , . . .  et Aah =  — . (5)

En les portant dans (4) nous aurons :
l oo l

/(a:) =  4 "  j  +  ( j  f(t)<x>sah(t — x)dt} Aah. (6)
- l  h=i  - I

Quand Z oo, le premier terme du second membre tend vers 
zéro. En effet

Pour chaque valeur fixée de Z l’expression ei ,re parenthèses est
une fonction de ah (voir formules (5)) prenant ses valeurs de y  à oo.
Remarquons sans le démontrer que si la fonction /  (a;) est monotone 
par tranches dans chaque intervalle fini, bornée dans l ’intervalle 
infini et satisfait à la condition (1), la formule (6) prendra, si Z 

+ o o , la forme
oo oo

) ( î  /  (t) cos a (t — x) dt ĵ da. (7)
0  — oo

L’expression de droite est dite intégrale de F ourler de la fonction 
f(x). L’égalité (7) a lieu pour tous les points où la fonction est 
continue. Aux points de discontinuité c’est l ’égalité

t - j  ( J f(t)cosa(t — x)dt} dx=  /(* +  °)+ /(* -° ) (7')
0  — oo

qui est vérifiée.
Transformons l ’intégrale du second membre de l’égalité (7) 

en développant cos a (t — x) :
cos a (t — a;) =  cos at cos ax +  sin at sin ax .

Portant cette expression dans la formule (7) et sortant cos ax et 
sin ax de sous le signe somme dans les intégrales où l ’intégration



§ 13] INTÉGRALE DE FOURIER 391

est réalisée en la variable t, nous obtenons
oo oo

/ ( * ) = -  H J  f  (t) cos a t dt j cos ax da+
0  — oo

oo oo

j   ̂ j  /  (t) sin a t dt) sin ax da. (8)
0  — oo

Chacune des intégrales en t, situées entre parenthèses, existe, car 
la fonction /  (£) est absolument intégrable dans l’intervalle (—oo, oo), 
de sorte que les fonctions /  (£) cos a t et f  (t) sin at sont aussi abso
lument intégrables.

Considérons les cas particuliers de la formule (8).
1. Supposons que f  (x) soit paire. Dans ce cas f  (t) cos a t est 

une fonction paire et /  (£) sin at une fonction impaire, de sorte 
que nous obtenons :

oo oo

j  /  (t) cos atdt — 2 j  f  (£) cos at dt,
— oo 0

oo

j  /  (t) sin at dt =  0 .
— oo

Dans ce cas la formule (8 ) se met sous la forme
oo oo

/  (a;) =  A  j  ( j  /  (t) cos at dt j cos ax da. (9)
o o

2. Supposons que f(x) soit impaire. En analysant la nature des 
intégrales de la formule (8 ) nous aurons dans ce cas:

OO OO

f  (z) =  A  j  ( f /  (0  siû ut sin ax (10)
o o

Si la fonction /  (x) n’est définie que dans l’intervalle (0, oo), 
on peut la représenter pour x >  0 aussi bien par la formule (9) 
que par la formule (10). Dans le premier cas nous la définissons 
complémentairement pour l’intervalle (—oo, 0) en posant que la 
fonction doit être paire et dans le second qu’elle doit être impaire.

Soulignons encore une fois qu’aux points présentant des disconti
nuités il convient de remplacer /  (z) dans les premiers membres des 
égalités (9) et (10) par l ’expression

/(z - |-0 )  +  /(a; — 0)
2



Revenons à la formule (8 ). Les intégrales entre parenthèses sont 
des fonctions de a. Introduisons les notations :

oo
A{a) = — j  f(t) cos atdt,

— oo 
oo

B (a) =  ~  j  /  (i) sin a t dt.
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On peut alors écrire la formule (8 ) sous la forme :
00

f(x) = \ \A (et) cos cx,x -f- B (ce) sin ax] dix. (11)
0

On dit que la formule (11) donne le développement de la fonction 
/  (z) en harmoniques de fréquence a variant d’une manière continue 
de 0 à oo. La loi de la distribution des amplitudes et des phases 
initiales en fonction de la fréquence a est exprimée par les fonctions 
A (a) et B (a).

Revenons à la formule (9). Posons
oo

F ( a ) ^ y r ^-  j f(t)cosatdt. (12)
a

La formule (9) prend alors la forme
y—  00/ (x) = y  ~k j ^ (°0 cos ax (13)

0

La fonction F (a) est appelée la transformée-cosinus de F ourler 
de la fonction / (x).

Si dans l’égalité (12) F (a) est la fonction donnée et /  (2) la fonc
tion cherchée, elle sera alors une équation intégrale pour la fonction 
/  (t). La formule (13) donne la solution de cette équation.

Sur la base de la formule (10) on peut écrire les égalités sui
vantes :

00
CD (a) =  J /  (t) sin a  t dt, (14)

o
oo

f (x) = j / ”—- j  Œ (a) sin ax da. (15)
o

La fonction O (a) est appelée transformée-sinus de Fourier de la 
fonction f  (x).
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E x e m p l e .  Soit
/  (x) =  e~fix  ( P  >  0 ,  x  ^  0 ) .

On détermine d’après la formule (12) la transformée-cosinus de Fourier:
_____ oo

F '(a)= Y \  J e~*' cosat dt= V i r - w h ?  *
0

D’après la formule (14) on détermine la transformée-sinus de Fourier :
_ _  oo 

ü

A l ’aide des formules (13) et (15) on obtient les relations réciproques :

2 f a s in a x  , „ax n. 

o

§ 14. Forme complexe de l'intégrale de Fourier

Dans l ’intégrale de Fourier (formule (7), § 13) la fonction de a , 
se trouvant entre parenthèses, est paire et par conséquent elle est 
également déterminée pour les valeurs négatives de a . En vertu de ce 
que nous venons de dire, on peut recopier la formule (7) sous la forme :

oo oo

f ^  = 'è r  î  ( J  /(*)cosa(<—' * )* )  da. (1)

Considérons ensuite l ’expression suivante identiquement nulle
M oo

j  ( j  f  (t) sin a (t — x)dt^ da =  0 .
— M — oo

Le premier membre est identiquement égal à zéro, car la fonction 
de a  entre parenthèses est une fonction impaire et l’intégrale d ’une 
fonction impaire prise dans les limites de —M  à + M  est égale 
à zéro. Il est évident que

lim
M—► oo

M

J
— M

( î
— o

f(t) s in a ( t - x )  dt^ da =  0
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OU

I ( i  f ( t ) s in a ( t—x)dt^da = 0. (2)
— oo —oo

R em arq u e . On. notera ici le fait suivant. L’intégrale con
vergente dans les limites infinies est définie comme suit :

o o  C o o

j  (a) da =  j  cp (a) da +  j  cp (a) da =
— oo — oo c

c M
=  lim l <p (a) da +  lim l cp (a) da

oo «J M-k» J C)
- M

à condition que chacune des limites du second membre existe (voir 
§ 7, ch. XI, t. I). Or nous avons écrit dans l ’égalité (2):

oo M
f cp(a)da= lim f (p(a)da. (**)
V M-* OO _- M

Il se peut donc que la limite (**) existe alors que les limites du 
second membre de l’égalité (*) n ’existent pas. L’expression du 
second membre de l ’égalité (**) est appelée la valeur principale de 
Vintégrale. Ainsi nous considérons dans l ’égalité (2) la valeur prin
cipale de l ’intégrale impropre (extérieure). C’est dans ce sens que 
l ’on doit comprendre les intégrales que nous rencontrerons dans ce 
paragraphe.

Multiplions les membres de l ’égalité (2) par — et ajoutons-les 
aux parties correspondantes de l ’égalité (1), nous obtenons alors :

OO OO

= J [ j  f(t)(cosa(t — x )—isin a(£ —

ou
OO OO

/ := -àr J [ J / W e“ia(1' a) * ] da- (3)
C’est là précisément la forme complexe de Vintégrale de Fourier, 

Recopions la formule (3) sous la forme:
OO OO

/(*)= ]  [ 4 r  j f(t)e-<**dt]é**da (4)
—  OO — OO
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OU
oo

f(x) — [ C (a) eiax da * (5)

avec
oo

C (* )  =  -&■ J f ( t ) e - i a î dt- (6)
— oo

La formule (5) rappelle la formule (10) du § 12; a  est également 
appelé nombre d'onde, seulement qu’il prend ici toutes les valeurs 
comprises entre — oo et oo. Le spectre des nombres d’onde est appelé 
spectre continu. On pourrait poursuivre l’analogie des formules (5) 
et (10). Si dans la formule (10) du § 12 au nombre d’onde ocn corres
pond une amplitude complexe cn, on dit. que dans la formule (5) 
aux nombres d’onde compris dans l’intervalle (a1? +  Aa) corres
pond une amplitude complexe C (ai). La fonction C (a) est dite 
densité spectrale ou encore fonction spectrale. (Le terme densité est 
employé ici dans le même sens qu’au § 8 , chap. XIV, où il a été 
question de densité de distribution dans un domaine bidimensionnel.)

L’égalité (4) peut être mise sous forme de deux équations:
00

1 f W e~ia‘ dt' (?)V — oo

oo

/(ar) =  - ^ -  j  F*{a)4**da. (8 )
■ ; — oo

La fonction F* (a) définie par la formule (7) est appelée la trans
formée de Fourier pour la fonction f  (x). La fonction /  (x) définie 
par la formule (8) est appelée la transformée inverse de Fourier pour 
la fonction F* (a) (les transformations diffèrent par le signe de i). 
La fonction F* (a) diffère de la fonction C (a) par le facteur cons-

Les transformations (7) et (8) entraînent les transformations (12), 
(14), (13) et (15) du § 13 (au facteur constant y  près). Les trans
formations (12) et (14) s’obtiennent par substitution dans (7) de 

e-iat — cos ai — i sin at, F* (a) -- F (a) — i® (a)

et égalisation des parties réelles et imaginaires. De la même façon 
on obtient les transformations (13) et (15) à partir de la transfor
mation (8).
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Notons que dans le chap. XIX « Calcul opérationnel et appli
cations » nous aurons recours à des transformations analogues à 
celles de Fourier.

§ 15. Série de Fourier suivant un système orthogonal de fonction

D é f i n i t i o n  1. On dit que le système infini de fonctions 
«Pi {x), <P2 (x), . . ., (x), . . .  (1)

est orthogonal sur le segment [a, 6] si quel que soit n ^  k on a
b
j  q>n (x) <pft(a:)dx =  0 . (2)
a

On suppose en outre que
b
j  [yn(.x)]2d x ^  0 .
a

E x e m p l e  1.  Le  s y s tè m è  d e  fo n c t io n s
1, co s x , s in  x , c o s  2x\ s in  2x , . . . ,  c o s  nx , s in  nx , . . .  (3)

e st  o r th o g o n a l su r  le  se g m e n t [— Jt, jt]. C eci, d é c o u le  d es é q u a t io n s  (I) e t  (II)  
d u  § 1.

E x e m p l e  2 . L e sy s tè m e  d e  fo n c t io n s

. Jt . Jt n Jt . n Jt
1 ,  c o s - y - x ,  s m - y - r r ,  c o s 2 —  x, s i nz  —  Xj . . . ,

Jt . Jt /
co s  n r y  x,  s m  n — a;,. . . (o  )L L

e st  o r th o g o n a l su r  l e  se g m e n t [ — Z, l]. U n e  s im p le  v é r if ic a t io n  p erm et d e  s ’e n  
assurer.

E x e m p l e  3 . L e sy s tè m e  d e  fo n c t io n s

1, c o s  x,  c o s  2x , c o s  3æ, . . . ,  c o s  nx , . . .  (4)

e s t  o r th o g o n a l su r le  se g m e n t [0 , Jt].

E x e m p l e  4 . L e  s y s tè m e  d e fo n c t io n s

s in  x , s in  2# , . . . ,  s in  nx1 . . . (5)

e st  o r th o g o n a l su r  l e  se g m e n t [0 , jt].

On indiquera plus bas d’autres systèmes de fonctions orthogo
nales.

Soit une fonction /  (x) définie sur le segment [a, b] telle qu’elle 
puisse être représentée par une série de fonctions du système ortho
gonal (1), convergente vers la fonction en question sur [a, 6 ];

oo

/'(*)— S  cn<P7i (x).
7 1 = 0

(6)
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Déterminons les coefficients cn> Supposons que la série obtenue 
après multiplication de la série (6) par une fonction (pA (æ) quel
conque soit intégrable par membre.

Multiplions les deux membres de Tégalité (6) par cpk (x) et inté
grons de a à &. En tenant compte de I1 égalité (2) nous obtenons

b b

j  f  (x) (Çk (x) dx =  ch j  (p| (x) dx,
a a

d'où il vient
b

J  /  ( x )  c p fc  { x )  d x

Ck = ± - b------------------------------------------ (7)
l  c p |  ( x )  d x

Les coefficients ck calculés au moyen des formules (7) sont appelés 
coefficients de Fourier de la fonction /  (z) suivant le système de fonc
tions orthogonales (1) ; la série (6), série de Fourier suivant ce même 
système.

D é f i n i t i o n  2. On dit que le système orthogonal de fonctions 
<Pl (x), <p2 (*), • • <Pn (x), . . .

est complet si pour toute fonction /  (z) dont l ’intégrale du carré 
est telle que

b

j  / 2 ( æ) dx <  o o

a
on a l ’égalité

lim
tt-voo

b n

|  [ / (* )— 2  C*<P* (x)^f dx = 0,
a 1=0

(8)

En nous basant sur les définitions du § 7 on peut interpréter 
l ’égalité (8) de la manière suivante. L’écart quadratique moyen

n

entre la somme 2  (x) et la fonction /  (x) tend vers 0 quand
1=0

71 — OO .
Si l’égalité (8) a lieu, on dit que la série de Fourier (6) converge 

en moyenne vers la fonction /  (x).
Il est évident que la convergence en moyenne n’implique pas 

la convergence en chaque point du segment [a, b].
Notons sans le démontrer que les systèmes trigonométriques 

mentionnés dans les exemples 1 à 4 sont complets sur les segments 
respectifs.
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Dans les applications on a très souvent recours au système de 
fonctions de Bessel

Jn Jn (k2x), ( Ki X) ,  . . .  (9)
qui ont été étudiées dans le § 23 du chap. XVI • ^1» • • •» K  . . .
sont les racines de la fonction de Bessel, c’est-à-dire des nombres 
vérifiant la relation

Jn Q̂ i) = 0  (î =  1 , 2 , . . . ) .

Indiquons sans le démontrer que le système de fonctions

VxJntyiX), V ^ J n M ,  V lcJ n (XiX), . . . (10)

est orthogonal sur le segment [0 , 1] :
i
j  xJni^hX) Jn{hjX)dx = 0 *) (A ^ ;) . (11)
0

Dans les applications on utilise également les systèmes de polynômes 
orthogonaux de Le Gendre que Ton définit ainsi:

P . w - l ,  ( » - 1 . 2 , . . . ) .

Ils vérifient les équations
(x2 — 1) y" +  2xy' — n (n +  1) y = 0 .

On se sert aussi d’autres systèmes de polynômes orthogonaux»

§ 16. Notion d’espace fonctionnel linéaire. Analogie 
entre le développement de fonctions en séries de 

Fourier et la décomposition des vecteurs

En géométrie analytique un vecteur est défini comme suit dans 
un espace tridimensionnel :

A. =  Axi  +  Ayj  -f- Ajfc%
où i, j , U constituent un repère orthonormé. Dans la suite nous 
les désignerons par e2, e3.

*) Si les fonctions <pfe (z), <py (x) vérifient la relation 
b
j  p (x) <pft (x) <pj (x) dx =  0 (/ =£ k),
a

on dit que les fonctions qp̂ (z) sont orthogonales avec un poids p (x). Par consé
quent, les fonctions Jn '(Xix) (pour k ^  j) sont orthogonales avec un poids x.



§ 16] NOTION D ’ESPACE FONCTIONNEL LINÉAIRE 399

De la même manière on peut définir un vecteur dans un espace 
à n dimensions

n
A  =  S  Aid.

i=i
On appellera espace euclidien à n dimensions et on le notera par 

En l ’ensemble des vecteurs de la forme A . Les vecteurs A  consti
tueront les éléments ou points de l’espace euclidien à n dimensions *). 
Indiquons les propriétés de l’espace £ n.

Soient deux vecteurs appartenant à l’espace En :
n n

A ^ ^ A i e i  et
2=1 2=1

Si C± et C2 sont des nombres réels, par analogie avec l’espace tri
dimensionnel

CiA +  C2B  (1)
est un vecteur appartenant également à l ’espace En.

On appelle produit scalaire des vecteurs A  et B  l’expression

{ A B ) = Y i AiBi. (2)
2=1

Les vecteurs eu e2, en appartenant à l ’espace E n, on peut
leur appliquer la formule (2 ).

On obtient donc
lorsque i^=j (e2ej) =  0 , (2 ')

et lorsque i — j (eiei) = l.
Les vecteurs dont le produit scalaire est nul sont dits orthogonaux. 

De sorte que les vecteurs eu e2l . . en sont orthogonaux.
De même que dans un espace tridimensionnel il est aisé d’établir 

les propriétés suivantes du produit scalaire:
(A B ) = (B A),  1
(A +  B ,C )  = (AC) +  (BC), } (3)
( IA , B) = %(AB). j

La longueur, ou module, du vecteur A  est définie comme dans 
un espace tridimensionnel

\A \  = V U T ) ~ y 2 A l  (4)
2=1

*) On étudie également des vecteurs dans un espace à un nombre infini 
de dimensions.



400 SÉRIES DE FOURIER [GH. XVII

Le module de la différence de deux vecteurs est naturellement 
défini ainsi :

En particulier,

\ A - B \ = y ^ ( A t - B i r ,
i= i

\ A ± - A \ ~ y  S  (4 , - Ai f  =  0.
7 i=l

(5)

h'angle (p formé par deux vecteurs est défini par la formule:
M-B)COS Cp:

\ A \ - \ B \  • (6)

Considérons l ’ensemble des fonctions bornées monotones par 
tranches sur le segment [<z, b] *). Désignons cet ensemble par la 
lettre O et appelons-le espace de fonctions O. On appellera éléments 
ou points de l ’espace O les fonctions appartenant à cet espace. On 
peut définir sur les fonctions de l’espace O des opérations analogues 
à celles établies pour les vecteurs de l’espace En.

Si Ci et C2 sont des nombres réels quelconques, f t (x) et f 2 (a:) 
des éléments de l ’espace 0>, alors

Cdi (*) +  C J2 (x) (7)
est un élément de cet espace.

Si /  (x) et (p (x) sont deux fonctions de l’espace O, on appelle 
alors produit scalaire des fonctions f  (x) et qp (x) l ’expression

b
if, <P) =  j /  (*)-<P (x) dx. (8)

Cette expression est analogue à l’expression (2). Il est aisé de 
vérifier que le produit scalaire (8) possède des propriétés identiques 
aux propriétés (3) établies pour les vecteurs

if, <p) =  (<p> f), i
ifi +  h ,  <p) =  ifi ,  <p) +  i f 2 , qp). f  ( 9 )

ikf, qp) =  X if, qp). J
Par analogie au module du vecteur (formule (4)) on définit ce 

qu’on appelle la norme de l’élément /  (z) de l’espace O :

I I / 1 1 = V U  / ) = [/ (x)]2da:. ( 10)

*) Cette classe de fonctions a déjà fait l ’objet d’une étude dans le théorème 
du § 1. On aurait pu certes examiner une classe plus vaste de fonctions, à la
quelle s’appliqueraient toutes les assertions du § 1.
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Par analogie à la formule (5) nous appellerons distance entre 
les éléments f(x) et q>(x) de l ’espace CD l ’expression

II/ — < P ll= |/ ] [/(*) — y{x ) fd x .  (11)
a

L’expression (11) de la distance entre les éléments de l ’espace O 
est appelée métrique de cet espace. Elle coïncide au facteur Y  b — a 
près avec l ’écart quadratique moyen §, défini au § 7.

Il est évident que si /  (a:) =qp (a:), autrement dit que /  (a;) et 
(p (x) coïncident en tous les points du segment [a, b], alors || /  —- <p || =  
=  0. Si, par contre, || /  — qp || =  0, alors /  (x) =  qp (x) en tous les 
points du segment [a, 6] sauf pour un nombre fini de points *). 
Dans ce cas on dit également des éléments de l ’espace <P qu’ils sont 
identiques.

On appelle espace fonctionnel linéaire à métrique quadratique 
un espace de fonctions bornées monotones par tranches muni des 
opérations (7), (8 ) et de la métrique définie par la relation (11). 
On appelle points de l’espace, ou vecteurs, les éléments de l ’espace O. 

Considérons la suite de fonctions
«Pi (*)> q>2 (x), • • <Pa (x), . . . (12)

appartenant à l ’espace O.
On dit que la suite de fonctions (12) est orthogonale sur le segment 

[a, 61 .si pour des valeurs arbitraires de i, j (i j) on a
b

(<Pi> «P/) =  j  <P< (x) (fj (x) dx =  0. (13)
a

De l’égalité (1) du § 1 il vient que, par exemple, le système de 
fonctions

1 , cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3a:, sin 3a:, . . .
est orthogonal sur le segment [—jt, jt].

Montrons à présent que le développement d’une fonction en série 
de Fourier suivant des fonctions orthogonales est analogue à la 
décomposition d’un vecteur suivant des vecteurs orthogonaux. Soit 
le vecteur

A  =  +  ^ 2^2+  • - ■ +* . . .  +  Anen. (14)
On suppose que les vecteurs eu e2l . . . ,  en sont orthogonaux, c’est- 
à-dire que si i ^ f ,

(eiej)= 0. (15)
Déterminons la projection A k en multipliant scalairement les 

deux membres de l’égalité (14) par le vecteur D’après les pro-
*) Voire pour un nombre infini d’entre eux où /  (x) =£ <p (x).
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priétés (2) et (3) nous obtenons :

(Aeh) ~ Ai (eieu) -(- A2 (e2eu) +  • • • ~f~ Ah (^a^a) +  • • • -\-An (eneu).

De la relation (15) il vient

(Aeh) = Ah (^a^a),
d’où

A-‘~ i s S j  f* - 1 ' 2 .......... ">• (16)

Supposons que la fonction f  (x) admette un développement 
suivant.un système de fonctions orthogonales:

/  (x) =  S  ak(ph (x).
h—1

(17)

En multipliant scalairement les deux membres de l ’égalité (17) 
par (pA (a;) et compte tenu de (9) et (13) nous avons *)

d’où il vient
(/, Ta) =  a k (Ta, <Pa),

a,h — (/» Ta)
J 7 (x) T (x) dx

(TA, TA)
î  [TA (*)]2 dx.

(18)

Si

La formule (18) est analogue à la formule (16). Posons
n

Sn — 2  aATA (#),A=i
$n ~  Il /  sn II (n =  1 , 2 , . . . ) .

(19)

(20)

lim ôn == 0 ,
n - >  oo

le système de fonctions orthogonales (12) est complet sur le segment 
la, 61.

La série de Fourier (17) converge en moyenne vers la fonction
/  («)•

*) Nous supposons que toutes les séries de ce paragraphe sont convergentes 
et que l ’intégration terme à terme est légitime.
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Exercices

1. Développer en série de Fourier dans l ’intervalle (—Jt, Jt) la fonction 
/  (x) =  x pour -  n <  i  <  0,
/  (x) =  2x pour 0 ^  x ^  Jt.

1 2 / cos x , cos Sx , cos 5x_ ,  1 2 / cos x
Rep- 32 52

+  s ( ^
sin 2x , sin Sx

2. Utiliser le développement en sinus de la fonction f  (x)  =  1 dans l ’inter-
1 1  1

valle (0, Jt) pour calculer la somme de la série 1 ---- g" ------ ^ -+  • • •
t j  r  Jt
R e p .  T .

3. Utiliser le développement en série de Fourier de la fonction /  (x) =  i 2 pour
calculer la somme de la série +  — - p - + . . .  Rép.

4. Développer en série de Fourier dans l ’intervalle ( — Jt, Jt) la fonction
, ,  . Jt2 x2 „ , cos 2 x  . cos Sx c o s  4 x  ,
/ ( *) = l 2 ---- r - Rep- C0S* ----- 22“ + “ 32-----------42— + • • •

5. Développer en série de Fourier dans l ’intervalle (—n, n) la fonction
(Jt +  Æ)f(x)-. pour — j t < x < 0 ,

2
/  (z) = — (Jt—x) pour 0 < x < j t .

1 1 Rép. sin x +  y  sin 2æ+ -g>sin 3 æ + . . .

6. Développer en série de Fourier dans F intervalle (—jt, jt) la fonction 
f  (x) =  x pour — jt <  x <  0, 
f (x) — 0 pour 0 <  x <  jt.

oo
2

“ p- x - x  Sm= 0

COS (2m +  1) x 
(2m +  l)2 ■ S ( - 1)'

n = l

n-1 sin 7zx

7. Développer en série de Fourier dans l ’intervalle (—J t, Jt) la fonction 
/  (a) =  1 pour — Jt <  x ^  0, 

f (x) =  — 2 pour 0 <  x ^  j t .

“ p- - T - i  2
n = 0

sin (2/t +  l) Æ
2Ü+Ï -

8. Développer la fonction /  (x) =  x2 dans l ’intervalle (0, jt) en série de sinus.
oo

RéP. ±  2  { — + J r K - D " - 1] }  **sin j i x .

71=1
9. Développer la fonction y =  cos2x dans l ’intervalle (0, jt) en série de sinus. 

A 4 f  s im  3 sin Sx 5 sin Sx "|
ReP‘ ” l T L 2 ^ r + , 22- 3 2 +  -22^
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10. Développer la fonction y — sin x dans l'intervalle (0, jt) en série de cosinus.
„„ 4 r i  . cos2i , eos4 i , 1
Rep’ it [_2 +  1—22 +  i _ 4 2

11. Développer en série de Fourier la fonction y =  ex dans l ’intervalle (— Z, Z).
nnx

Rép. el-e-l
21

( — l)n cos - Z
7 1 = 1

Z2 + 7 l 2Jl2

00 ( — l)71”1 nsin -

7 7 = 1

Z
Z2 +  ti2ji2

12. Développer la fonction j(x) — 2x dans l ’intervalle (0, 1) en série de sinus.
oo

4 x i  , JW1 nnx
Rép. i  2

7 1 = 1
13. Développer la fonction f(x) =  x dans l ’intervalle (0, Z) en série de sinus.

_  . nnx
oo s in—=—

I -  2  <-!>"«— ;-----
7 1 = 1

14. Développer la fonction
, ,  > _  /  x pour 0 < x < l ,  
' W   ̂ 2 — x pour 1 <  x <  2

dans l ’intervalle (0, 2): a) en série de sinus; b) en série de cosinus.

8
. (2n4-l) nx

sin----- 2-----
Rép- a) jj-2 2  * 1)n (2re-fl)2 ’

7 1 = 0

OO

1 4 cos (2/i + 1 ) jx.t
2j (2/z-fl)2

7 1 = 0



Chapitre XVIII

ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE

§ i. Principaux types d’équations de la physique 
mathématique

On appelle équations fondamentales de la physique mathématique 
(dans le cas d’une fonction de deux variables indépendantes) les 
équations différentielles aux dérivées partielles du second ordre 
suivantes.

I. E q u a t i o n  d e s  o n d e s :
d2u _ 2 d2u

~ W ~ a ~d&' (1)

Nous sommes conduits à considérer cette équation dans l ’étude 
des processus de vibrations transversales d’une corde, des vibrations 
longitudinales d’une tige, des oscillations du courant électrique 
dans un conducteur, des vibrations de torsion d’un arbre, des oscil
lations des gaz, etc. C’est l ’équation du type hyperbolique la plus 
simple.

II. E q u a t i o n  
d e  F o u r i e r :

d e  l a  c h a l e u r  o u  é q u a t i o n

du _ 2 d2u
dt ^ dx2

Nous sommes conduits à l ’étude de cette équation, une fois 
mis en présence de problèmes posés par les processus de diffusion 
de la chaleur, de filtration de liquides ou de gaz dans un milieu 
poreux (par exemple la filtration du pétrole et des gaz dans les 
grès sous couverture), de certains problèmes de la théorie des pro
babilités, etc. C’est l ’équation du type parabolique la plus simple.

*

III. E q u a t i o n  d e  L a p i  a c e :
d2u d2u 
dx2 ' dy2 (3)

Nous sommes conduits à l ’étude de cette équation, lorsque nous 
abordons les problèmes posés par les champs électriques et magné
tiques, l ’état stationnaire de chaleur, l ’hydrodynamique, la diffu
sion, etc. C’est l ’équation du type elliptique la plus simple.
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Dans les équations (1), (2) et (3) la fonction à déterminer u dépend 
de deux variables. On peut également étudier les équations corres
pondantes au cas où la fonction à déterminer comporte un plus 
grand nombre de variables. Par exemple, l ’équation des ondes 
dans le cas de trois variables indépendantes est de la forme:

l ’équation de la chaleur dans le cas de trois variables indépen
dantes est de la forme :

l ’équation 
forme :

de Laplace à trois variables indépendantes est de la

d2u d2u d2 u
dx2 dy2 dz2 (3')

§ 2. Etablissement de l ’équation pour des cordes Vibrantes.
Formulation du problème aux limites. Etablissement de 

l ’équation pour des oscillations électriques dans un conducteur

En physique mathématique on entend par corde un f i l ‘flexible 
et élastique. Les tensions apparaissant dans la corde à un instant 
quelconque de temps sont dirigées suivant la tangente à son profil. 
Soit Z la longueur de la corde qui, à l ’instant initial, est dirigée 
suivant le segment de l’axe Ox de 0 à Z. Supposons que les extrémités 
de la corde soient fixées aux points x =  0 et x =  Z. Si l’on écarte 
la corde de sa position initiale et puis qu’on la lâche ou si, sans 
écarter la corde, on imprime à ses points, à l ’instant initial, une 
certaine vitesse ou encore si l ’on écarte la corde en imprimant en 
même temps une certaine vitesse à ses points, les points de la corde 
seront alors animés d’un certain mouvement et on dira que la corde 
vibre. Le problème consiste à déterminer la forme de la corde pour 
tout instant arbitraire du temps et à déterminer la loi du mouvement 
de chacun de ses points en fonction du temps.

Nous ne considérons que les petits écarts des points de la corde 
par rapport à leur position initiale. On peut donc admettre que le 
mouvement des points de la corde s’effectue perpendiculairement 
à l ’axe Ox et dans un même plan. Dans cette hypothèse le mouve
ment vibratoire de la corde est décrit par une seule fonction u (,x , -t) 
qui donne le déplacement d’un point de la corde d’abscisse x à 
l ’instant t (fig. 389).
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Comme nous ne considérons que des petits écarts de la corde 
dans le plan (æ, u),  nous pouvons supposer que la longueur de l’élé

ment M iM 2 de la corde est égale à sa projection sur l’axe Ox, c’est-
à-dire *) que M iM 2 = x2 — x i- Nous supposerons aussi que la 
tension est la même pour tous les points de la corde ; désignons-la 
par T:

Fig. 389 Fig. 390

Considérons l ’élément MM' de la corde (fig. 390). Aux extré
mités de cet élément agissent les forces T suivant la tangente à la 
corde. Supposons que les tangentes forment avec l’axe Ox les angles 
<p et (p +  Acp. La projection sur l ’axe Ou des forces agissant sur 
l’élément MM' sera égale à T sin (<p -f A(p) — T sin (p. Comme 
l ’angle (p est petit, on peut poser tg (p æ  sin <p, et nous aurons:

T sin (<p +  A<p) T sin (p ; 

»  T tg (q> +  Acp) -  T tg cp =  T [  du (* + **’
y  di u{x +  BAj, t) 

dx2 T d2u{x , t) 
dx̂ Ax ,

du (,x, t) "1
dx J

O< 0  <  1

(nous avons appliqué ici le théorème de Lagrange à l’expression 
entre crochets).

Pour obtenir l ’équation du mouvement, il faut égaler à la force 
d’inertie les forces extérieures appliquées à l ’élément. Soit p la 
densité linéaire de la corde. La masse de l’élément de la corde sera
o Ax. L’accélération de l ’élément est ~  . Par conséquent, nous
aurons en vertu du principe de d’Alembert:

*) Cette hypothèse équivaut à négliger la quantité w£ par rapport à 1 
En effet,

X2 X 2 X2

“j / l  +  u£ dx =  J  ^  1 u'x —  . . .  j  dx «
X i  X i  X i

f  dx =  # 2  — Xi.m lm 2= (
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Simplifiant par Ax et 
(lu mouvement

T
posant ^ a? nous obtenons l’équation

d*u _  2 d2u
H W ~ a HW' ( 1 )

Nous avons obtenu l’expression dite équation des ondes qui est
l’équation des cordes vibrantes. Pour déterminer complètement
le mouvement de la corde la seule équation (1) ne suffit pas. La 
fonction à déterminer u (x, t) doit encore satisfaire aux conditions 
aux frontières indiquant ce qui se produit aux extrémités de la corde 
(x =  0 et x =  Z) et aux conditions initiales décrivant l ’état de la 
corde à l ’instant initial (t = 0). Par conditions aux limites on entend 
l ’ensemble des conditions aux frontières et des conditions initiales.

Supposons par exemple que, comme nous l ’avons admis, les 
extrémités de la corde pour x =  0 et x =  l soient immobiles. x\lors 
pour tout t doivent être vérifiées les égalités :

a (0, Z) =  0, (2')
u (Z, t) == 0. (2")

Ces égalités constituent les conditions aux frontières pour notre 
problème.

A i’instant initial t =  0 la corde possède la forme que nous lui 
avons donnée. Supposons que cette formé soit définie par la fonc
tion /  (a:). On doit ainsi avoir

u (x , 0) =  u |,=o =  f  (x). (3')
On doit en outre fixer la vitesse à l’instant initial en chaque point 
de la corde, qui est déterminée par la fonction <p (x). Ainsi on doit 
avoir

du
Ht <=o=<p (*)• (3")

Les conditions (3') et (3") sont les conditions initiales.
R e m a r q u e .  Eli particulier on peut avoir /  (x) =  0 et cp (x) =  

=  0. Si ces conditions sont réalisées, la corde est au repos et, par 
conséquent, u {x, t) = 0 .

Comme nous l ’avons indiqué plus haut, nous sommes conduits 
à l ’équation (1) par les problèmes posés dans le cas des oscillations 
électriques dans les conducteurs. Examinons ce cas. Le courant 
électrique dans un conducteur est caractérisé par l ’intensité i (x, t) 
et la tension v (x, Z), qui dépendent de la coordonnée x du point du 
conducteur et du temps t. Considérant un élément de conducteur 
Ax, nous pouvons écrire que la chute de tension dans l’élément Ax
est égale à v (x, t) v (x +  Ax, Z) æ  Ax. Cette chute de
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tension est constituée par la tension ohmique égale à iR Ax et la

où R  et L sont respectivement la résistance et l ’inductance, cal
culées pour l ’unité de longueur du conducteur. Le signe moins 
indique que le sens du courant est opposé à l ’accroissement de v. 
Divisant par Ax, nous obtenons l’équation

La différence des intensités du courant entrant et sortant de 
l ’élément Ax au cours du temps À* sera

et pour la fuite par la surface latérale du conducteur due à l ’imper
fection de l ’isolation, égale à Av Ax At (A désigne ici le coefficient 
de fuite). En égalant ces expressions et en divisant par Ax At nous 
obtenons l’équation

On convient d’appeler les équations (5) et (6) équations du télé
graphe.

On peut tirer du système d’équations (5) et (6) une équation 
ne contenant que la fonction inconnue i {x, t) et une équation ne 
contenant que la fonction inconnue v (,x , t). Dérivons les termes de 
l’équation (6) par rapport à x , les termes de l’équation (5) par rapport 
à t et multiplions-les par C. En retranchant l’une de l’autre nous 
obtenons :

(4)

(5)

i (x , /) — i (x +  Ax, t)æ  — Ax At.

Elle est dépensée pour la charge de l ’élément égale à C A æ ~  At

(6)

Remplaçant dans cette dernière équation par son expression 
tirée de l’équation (5) nous obtenons:

ou
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D’une manière analogue on obtient une équation déterminant 
v (x , t) :

i ^ = C L ^ r + ( C R+ AL) i r + ARv- (8)

Si l’on peut négliger la fuite de courant par l’isolation (A =  0) 
et la résistance (R =  0), les équations (7) et (8) se ramènent à des 
équations des ondes :

2 dH __ d2i 2 d2y __
' ~dx2' ~~dt2~* a

où l ’on a désigné a2 =  . Les conditions aux frontières et ini
tiales sont formulées pour le problème en tenant compte des condi
tions physiques.

§ 3. Résolution de l ’équation des cordes vibrantes par la méthode 
de séparation des variables (méthode de Fourier)

La méthode de séparation des variables (ou méthode de Fourier) 
que nous allons considérer est typique pour la résolution de nombreux 
problèmes de physique mathématique. Soit à trouver la solution 
de l’équation

d2u __ 2 d2u
’W z=a ~dx£' (1)

satisfaisant aux conditions aux limites :
u (0 , t) =  0 , 
u(l, i) =  0 , 

u(x, 0) =  /(x),
du
dt t= 0 ?(*)•

(2)
(3)
(4)

(5)

Nous chercherons une solution particulière (non identiquement 
nulle) de l’équation (1) satisfaisant aux conditions aux frontières (2) 
et (3) sous forme de produit de deux fonctions X (x) et T (t) dont 
la première ne dépend que de x et la seconde que de t :

u (,x, t ) = X  (x) T (t). (6)

Effectuant cette substitution dans l’équation (1) nous obtenons: 
X  (x) T " (̂ ) =  a2X" (x) T (t) et divisant les termes de l ’égalité 
par a2X T

T" X"
a2T X * (7)
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Le premier membre de cette égalité est une fonction qui ne 
dépend pas de x, et le second une fonction qui ne dépend pas de t. 
L ’égalité (7) ne peut avoir lieu que dans le cas où le premier comme 
le second membre ne dépendent ni de x ni de t, autrement dit sont 
égaux à.un nombre constant. Désignons-le par —X, où X >  0 (nous 
considérerons plus loin le cas X <  0). Donc,

Nous obtenons de ces égalités deux équations :
X" +  XX =  0, (8)

r  +  a V - 0. (9)
Les solutions générales de ces équations sont (cf. ch. XIII, § 21) : 

X (x) = A cos y  X x +  B sin Y X  x, (10)
T {t) = Ccosay% t + D s m a Y X t ,  (11)

où A, B, C, D sont des constantes arbitraires.
Portant les expressions de X  (x) et de T (t) dans l ’égalité (6) 

nous obtenons :
u (,x , t) =  (A cos J/àæ  +  I? s m Y ^ x ) ( C  cos a Y  'X t +  D sin a Y X  z).

Choisissons maintenant les constantes A et B  de sorte que soient 
vérifiées les conditions (2) et (3). Comme T (t) = 0  (dans le cas con
traire nous aurions u (,x , t) = 0 ,  ce qui contredit notre hypothèse), 
la fonction X  (x) doit vérifier les conditions (2) et (3), c’est-à-dire 
que l ’on doit avoir X  (0) == 0, X  (Z) =  0. Portant les valeurs x =  0 
et x = l dans l’égalité (10) nous obtenons en vertu de (2) et (3) :

0 =  A i  + 5 * 0 ,
0 =  A cos "J/OtZ +  B sin ]/XZ.

La première équation nous donne A =  0 et la seconde :

B sin YX l  =  0-
B 0, car dans le cas contraire nous aurions X  = 0  et u = 0 ,  ce 
qui contredit l ’hypothèse. Par conséquent, on doit avoir

d ’où
sin ] / àZ =. 0,

(« =  1 , 2 , . . . ) (12)

(nous ne prenons pas la valeur n =- 0 , car dans ce cas nous aurions 
X  = 0  et u = 0 ) .  Nous obtenons ainsi:

-rr r ,  • 71JCX = B sin -y- x . (13)
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Les valeurs trouvées de X sont appelées valeurs propres pour le pro
blème aux limites donné. Les fonctions X (x) correspondantes sont 
appelées fonctions propres.

R e m a r q u e .  Si nous avions pris au lieu de —X l ’expression 
+ X =  k2, l ’équation (8) serait de la forme

X "  -  k2X  =  0.
La solution générale de cette équation est :

X  =  Aehx +  Be~hx.
Une solution non nulle dans le cas d’une équation de cette forme 
né peut vérifier les conditions aux frontières (2) et (3).

Connaissant Y ^ nous pouvons en utilisant l ’égalité (11) écrire: 

T (*) =  C co s-^ * + Z > sin — -t (n =  1 ,2 , . . . ) .  (14)

Pour chaque valeur de n , et par conséquent pour chaque X, portons 
les expressions (13) et (14) dans l ’égalité (6), nous obtenons la solution 
de l’équation (1) vérifiant les conditions aux frontières (2) et (3). 
Désignons cette solution par un (,x, t) :

un (x, t) =  sin ~  x ^Cn cos-^^^ +  Dn sin - ^ ^ ^  . (15)

Pour chaque valeur dé n nous pouvons choisir les constantes C et D 
et c’est pourquoi nous écrivons Cn et Dn (la constante B  est incluse 
dans Cn et Dn). Comme l ’équation (1) est linéaire et homogène, 
la somme des solutions est aussi une Solution et c’est pourquoi la 
fonction représentée par la série

oo

u(x, t)=  2  Unix, t)
7 1 =  i

OU
oo

u (x, t) =  (^n c o s 1 +  Dn sin t j sin~  x (16)
7 1 = 1

est aussi une solution de l ’équation différentielle (1) qui vérifie les 
conditions aux frontières (2) et (3). Il est évident que la série (16) 
ne sera la solution de l ’équation (1) que dans le cas où les coeffi
cients Cn et Dn sont tels que cette série converge et que convergent les 
séries obtenues après dérivation terme à terme par rapport à x et à t .

La solution (16) doit encore satisfaire aux conditions initiales
(4) et (5). Nous robtiéndrons par un choix adéquat des constantes 
Cn et Dn. Posant dans l ’égalité (16) t =  0, nous obtenons (cf. la
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condition (4)) :

f (x )=  y,C„ sin —  .r. (17)
71— 1

Si la fonction /  (x) est telle qu’on peut la développer en série de 
Fourier (cf. § 1, ch. XVII) dans l'intervalle (0 . Z). la coudilion (17) 
sera vérifiée si l ’on pose

L
=  - j  j  /  (.r) sin —  .r rlr. (18)

I I

Puis en dérivant les termes de l’égalité (10) par rapport à / et posant 
t =  0 nous obtenons en vertu de la comlilion (ô) l’égalité

CO

/ \ n a/iît . arccp (.r) =  2j Dn —  Pin —  .»•.
7 1= 1

Déterminons les coefficients de Fourier de cette série:

~  ann 2 (* , N . nst -,Dn - y -  =  y  \ cp (X) Slll -y- .r dx
0

ou

D * = î V (*)sin -T- ;C Ær- (19)
Ü

Nous avons ainsi démontré que la série (IG) dont les coefficients 
Cn et Dn sont déterminés par les formules (18) et (19) représente, 
si elle est doublement dérivable terme à terme, la fonction u (x, t) 
qui est la solution de l’équation (1) et vérifie les conditions aux 
frontières et initiales (2)-(5).

R e m a r q u e .  Résolvant le problème considéré pour l’équation 
des ondes par une autre méthode on peut démontrer que la série (16) 
est également la solution dans le cas où elle n’est pas dérivable terme 
à terme. La fonction / (x) doit alors être deux fois dérivable et (p (z) 
une fois dérivable.

§ 4. Equation de la propagation de la chaleur dans une barre. 
Enoncé du problème aux limites

Considérons une barre homogène de longueur Z. Nous supposerons 
que les pertes sont éliminées par isolation thermique de la surface 
latérale de la barre et qu’en chaque point de sa section transversale
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la température est identique. Etudions le processus de propagation 
de la chaleur dans la barre.

Disposons Taxe Ox de sorte que Tune des extrémités de la barre 
coïncide avec le point x =  0 et l’autre avec le point x =  Z (fig. 391). 
Soit u (x, t) la température dans la section de la barre d’abscisse 
x  à l ’instant t . On a établi expérimentalement que la vitesse de pro
pagation de la chaleur, c’est-à-dire la quantité de chaleur pénétrant

0 x 1 x2 i

Fig. 391

par la section d’abscisse x au cours d ’un intervalle de temps unité, 
est donnée par la formule

( i )

où S désigne l’aire de la section de la barre considérée, k le coef
ficient de conduction thermique *).

Considérons l’élément de la barre, compris entre les sections 
d’abscisses x± et x2 (x2 — x  ̂ =  Aæ). La quantité de chaleur passant 
par la section d’abscisse x± au cours du temps At sera

AÇi = S A t,
X = X \

de même pour la section d’abscisse x2 :
(2)

A =  — k du
dx X = X 2

SAt. (3)

L’apport de chaleur A — AQ2 dans l ’élément de la barre au 
cours du temps A t sera égal à

-  A ft =  [  -  * L  S M  ] -  [  -  h § -  S  Ai]
= X l

fc— -AxS A tdx2 (4)

(nous avons appliqué le théorème de Lagrange à la différence
du I du
dx j dx j . Cet apport de chaleur au cours du temps A t

*) La vitesse de propagation de la chaleur, ou la vitesse du flux de chaleur, 
est donnée par:

AQq =  Mm 
Af—>-0 A t

où AÇ désigne la quantité de chaleur passant par la section S au cours du temps 
Af.
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est dépensé pour élever la température de l’élément de la barre 
de la quantité Au :

ou
AQi — AQ2 = cp Ax S Au

AQt -  AQ2.æ cpAxS -ZL AZ, (5)

où c désigne la capacité calorifique de la substance de la barre, p la 
densité de la substance de la barre (p Ax S  est la masse de l’élément 
de la barre).

En égalant les expressions (4) et (5) de la même quantité de 
chaleur AQX — AQ2 nous obtenons :

k -g -  A xS A t = cpkxS  g  A t

ou
du   le d2u
dt cp dx2

Désignant —  =  a2, nous obtenons en définitive:
du 9 d2u
w r a (6)

C’est là l ’équation de la propagation de la chaleur (équation de la 
chaleur) dans une barre homogène.

Pour que la solution de l ’équation (6) soit entièrement déter
minée, la fonction u (x, t) doit vérifier les conditions aux limites, 
correspondant aux conditions physiques du problème. Les conditions 
aux limites pour la solution de l’équation (6) peuvent être diverses. 
Les conditions correspondant au premier problème aux limites pour 
0 ^  t ^  T sont les suivantes:

u (x, 0) =  <p (x), (7)
u (0 , t) = (t), (8)
u (Z, t) = (Z). (9)

Du point de vue physique la condition (7) (condition initiale)
correspond à ce que pour t =  0 la température dans les différentes 
sections de la barre est donnée égale à (p (x). Les conditions (8 ) et 
(9) (conditions aux frontières) correspondent au fait qu’aux extrémités 
de la barre pour x =  0 et x =  l on maintient une température égale 
respectivement à % (t) et oJ)2 (Z).

On démontre au § 6 que l ’équation (6) a une solution unique dans 
le domaine O ^ x ^ ^ O ^ t ^ T  vérifiant les conditions (7), (8), (9).
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§ 5. Propagation de la chaleur dans l’espace

Considérons le processus de propagation de la chaleur dans T espa
ce à trois dimensions. Soit u (,x , y, z, £) la température au point 
de coordonnées (a;, y, z) à l ’instant t. On a établi empiriquement 
que la vitesse de passage de la chaleur par la surface As, c’est-à-dire 
la quantité de chaleur débitée durant l ’unité de temps, est déterminée 
par la formule (analogue à la formule (1) du paragraphe précédent)

A(? = - A:-£ -As’ W
où k désigne le coefficient de conduction thermique du milieu consi
déré que nous supposons homogène etisotrope, n ie  vecteur unité orien
té suivant la normale à la surface A s dans le sena de la propagation 
de la chaleur. En vertu du § 14, ch. VIII, t. I nous pouvons écrire :

du du . d u  0 , du
¥  =  1 F  cos “ + C0S P +  â T  C0S 7 ’

où cos a, cos P, cos y sont les cosinus directeurs du vecteur n , ou 
encore

UU 1l ï r  =  »tgradu.

Portant l ’expression dans la formule (1) nous obtenons:

A Q =  —kn  grad u A s.
La quantité de chaleur, passant au cours du temps At par la 

surface As, sera égale à :
AQ At =  —kn  grad u A t As.

Revenons au problème que nous avons posé au début de ce para- 
graphe. Dans le milieu considéré isolons un petit volume F limité 
par la surface S .

La quantité de chaleur s’écoulant par la surface S sera

Q = ■ At j  j  kn  grad u ds, (2)

où n  est le vecteur unité orienté suivant la normale extérieure à la 
surface S.
On voit que la formule (2) donne la quantité de chaleur péné
trant dans le volume F (ou quittant le volume F) au cours du temps 
Àt. La quantité de chaleur pénétrant dans le volume F sert à réchauf
fer la substance de ce volume.

Considérons un volume élémentaire Ai;. Supposons qu’au cours 
du laps de temps A2 sa température soit élevée de Au. Il est évident
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que la quantité de chaleur dépensée pour élever la température de 
l ’élément Av sera égale à

c Ayp Au æ  cAvp At,

où c est la capacité calorifique de la matière et p la densité. La quan
tité globale de chaleur dépensée à réchauffement dans le volume 
F au cours du temps At sera

^  j j î 'p - ï -* ’-
Mais c’est la quantité de chaleur débitée dans le volume F au 

cours du temps A £, elle est déterminée par la formule (2). Nous 
avons ainsi l ’égalité

kn  grad u ds =

Divisant par A t nous obtenons :

= J î  j  <*-£•*>• (3)

L’intégrale de surface du premier membre de cette équation 
peut être transformée d’après la formule d ’Ostrogradsky (cf. § 8 , 
ch. XV) en posant F  =  k grad u :

j  j  (k grad u )n d s=  \  ̂ j div (Ægrad u) dv.

Remplaçant l ’intégrale double du premier membre de l ’égalité (3) 
par une intégrale triple nous obtenons :

— j j  j div (k grad u) dv =  j j j cp ̂  dv

[ \ [ [ div (k grad u) +  cp —  J dv =  0 . (4)
v v

Appliquant le théorème de la moyenne à l ’intégrale triple du 
premier membre (cf. § 12, ch. XIV), nous obtenons:

[div (7c grad u) +  cp4 t-] =  0 , (5)L w Jac=aci, i/=i/1, z=zi ' '

où P (.Xf, ÿl7 zt) est un point du volume F.
Comme nous pouvons considérer un volume arbitraire F dans 

l ’espace à trois dimensions, où s’effectue la propagation de la chaleur,
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et comme nous supposons que la fonction sous le signe d’intégration 
dans l ’égalité (4) est continue, l ’égalité (5) sera vérifiée en chaque 
point de l ’espace. Ainsi

cp -||- =  — div (k  grad u) . (6)

Mais

fcgrad » - * 4 H + * T F '  +  * T Îr *

div (k grad u) =  —  ( k  - g - )  + ■ £  ( k  - - )  + ■ £  ( k  $ L )

(cf. § 8, ch. XV). Portant dans l ’équation (6) noüs aurons:

- « p t S— <7>
Si k  est une constante, alors

div {k grad u) =  k  div (grad u) =  k  ( - £ r + - § r +  U )  . 

et Féquation (6) donne dans ce cas
d u __j I d2u . d2u . â2u \

~ cP ~ d t~ K )
kou, en posant---- —= a 2,C P

du « /  d2u . d2u . d2u \  /ov
■W = a <8>

Sous une forme condensée l ’équation (8) s’écrit:

£ = a * A u ,

d2 2̂
où A =  -^ 2“+ * ^ 2" +  -^ r  est l ’opérateur de Laplace.

L’équation (8) est Véquation  de la  p ro p a g a t io n  de la  chaleur dans  
Vespace à  trois d im ensions . Pour trouver sa solution unique satisfaisant 
aii problème posé il faut se donner les conditions aux limites.

Supposons que nous ayons un corps £2 dont la surface est a. On 
considère dans ce corps le processus de propagation de la chaleur. 
A l ’instant initial la température du corps est donnée. Cela cor- 
respond à ce que l ’on connaît les valeurs de la solution pour t  =  0r 
autrement dit les conditions in i t ia le s  :

u  (x, y ,  z ,  0) =  ç  (*, y ,  z ) . (9)
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En outre on doit connaître la température en tout point M  de la 
surface a du corps en tout instant t , les conditions aux  f ro n tiè re s:

u  (M, t) p (M , t ) .  (10)

(D’autres conditions aux frontières sont possibles.)
Si la fonction recherchée u  (x , y ,  z , t) ne dépend pas de z, cela 

correspond à ce que la température ne dépend pas de z, nous obtenons 
l ’équation

dite équation  de la  p ro p a g a t io n  de la  chaleur dans  le p l a n . Si l ’on 
considère la propagation de la chaleur dans un domaine plan D  
de frontière C, les conditions aux limites de même que (9) et (10) 
sont alors :

u  (x, y ,  0) =  <p (X , y ) ,  

u  (M , t) =  i|) ( M ,  i),
où qp et ij) sont des fonctions données, M  un point de la frontière C .

Si la fonction u  ne dépend ni de z ni de ÿ, nous obtenons l ’équa
tion ~  dit & équation de la  p ro p a g a t io n  de la  chaleur dans

une barre .

§ 6. Résolution du premier problème aux limites pour 
l ’équation de la chaleur par la méthode des différences finies

De même que pour le cas des équations différentielles ordinaires, 
lors de la résolution des équations aux dérivées partielles par la 
méthode des différences finies, les dérivées sont remplacées par 
les différences correspondantes (cf. fig. 392) :

du(X) t) ^  +  t) — u(z,  t)
d i  ^  : h 1

d2u(x , t) ^  1 p u(x-\-h, J) — u(x, t) u(x t t) — u( x—k, t)
^  T  L h h

OU
d2u{xt t )  ^  u(x^h^t)  — 2u(xt Z) +  u (£— h, t)

dôfr *** : P  ~ ’

d’une manière analogue
du{x, Z) ^  u (x, / +  Z) — u(x , t) 

dt ^  l ~ ‘

(1)

(2) 

(3)
Le premier problème aux limites pour l ’équation de la chaleur 

(cf*. § 4) s ’énonce de la manière suivante. On demande de trouver
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la solution de l ’équation
du =  />2 d*u
dt dx* ’

vérifiant les conditions aux limites :
u  (x , 0) =  qp (x), 0 ^  x  ^  L ,

u ( 0 ,  Z) =  ^  ( Z) ,  0  <  Z <  2",
w  (Z, ï) =  i | ) 2 (Z ), 0  <  Z <  r ,

c’est-à-dire de trouver la solution u (x, t) dans le rectangle délimité 
par les droites Z =  0, x  =  0, x  == L, Z =  T  si l ’on connaît les valeurs

tk
t \

(4)

(5)
(6) 

(7)

>fat+0

(x-h,t) fat) fa+fi,t)

ï
T
]

(IM1) t
]

(H,K) m  ''(MM,
T

A
x

Fig. 392 Fig. 393

de la fonction recherchée sur trois de ses côtés : Z =  0, x  =  0, x  =  L  
(fig. 393). Couvrons ce rectangle d’une grille formée par des droites

x  =  ih, Z =  1 , 2 , . . . ,
Z =  k l ,  k  =  1, 2, . . -,

et déterminons les valeurs approchées des solutions aux nœuds de 
cette grille, c’est-à-dire aux points d’intersection de ces droites. 
Introduisons les notations: u (ih, kl) = u i th . Ecrivons au lieu 
de l ’équation (4) l ’équation correspondante en différences finies 
pour le point (ih, k l) .  Conformément aux formules (3) et (2) nous 
obtenons :

ui, h+i — ui, h _ ui+U h — k~hui-U h / q\
l p  • \P)

Définissons ut , fc+1 :

Ut, ft+1 =  (  1  —  - ^ r  )  Ui, ft +  a 2 - p -  ( « i+ 1 .  h +  W j-1, h) • ( 9 )

Il découle de la formule (9) que si l ’on connaît les trois valeurs 
dans la M eme série: u u h , on peut déterminer la
valeur u i%k+ x dans la (& +  l)-ième série. Nous connaissons toutes 
les valeurs sur la droite Z =  0 (cf. formule (5)). D ’après la formule
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(9) nous déterminons les valeurs sur tous les points intérieurs du 
segment Z =  Z. Les valeurs aux extrémités de ce segment nous sont 
connues en vertu des formules (6) et (7). Ainsi nous déterminons 
rangée par rangée les valeurs de la solution recherchée pour tous 
les nœuds de la grille.

Il est démontré que Ton peut obtenir d’après la formule (9) une 
valeur approchée de la solution non pas pour une valeur arbitraire

h2du rapport des pas h et Z, mais seulement dans le cas où Z
La formule (9) se simplifie particulière
ment si le pas Z suivant l ’axe Z est 
choisi de sorte que

ou

ÜMV

(M M  ( M M

Fig. 394

Dans ce cas l ’équation (9) prend la forme :
1

A+i== y  (Ui+i’ h Ui~U h)• (10)

Cette formule est particulièrement commode pour les calculs (fig. 394). 
On détermine par la méthode indiquée la solution aux nœuds de 
la grille. La valeur de la solution entre les nœuds de la grille peut 
être obtenue, par exemple, par extrapolation, en menant un plan 
par tous les trois points de l ’espace (x, Z, u). Désignons par uh {x, Z) 
la solution ainsi obtenue à l ’aide de la formule (10) après extra
polation. On démontre que

lim uh Cx, Z) =  u (x, Z),
/i-+Û

où u (,x , Z) est la solution de notre problème. Il est également dé
montré *) que

| uh (,x , Z) — u (x, t) | <  Mh2, 
où M  est une constante indépendante de h.

§ 7. Propagation de la chaleur dans une barre infinie
Supposons que soit fixée à l ’instant initial la température 

de diverses sections d’une barre infinie. On demande de déterminer 
la distribution de la température dans la barre aux instants suivants.

*) Un exposé plus détaillé de la question est donné dans l ’ouvrage de 
L. Collatz « Numerische Behandlung von Differentialgleichungen ». Brl. Sprin
ger. 1951.
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(On est conduit au problème de la propagation de la chaleur dans 
une barre infinie dans le cas de l ’étude des problèmes physiques, 
la longueur de la barre étant si grande que la température de ses 
points intérieurs aux moments considérés ne dépend que très peu des 
conditions aux extrémités de la barre.)

Si la barre coïncide avec l ’axe Ox, le problème mathématiquement 
s’énonce de la manière suivante. Trouver la solution de l ’équation

du, _ 2 d2u
~W~~a ~dx£ ( 1 )

dans le domaine — oo <; a; <  oo, t >  0, vérifiant la condition 
initiale

u (x, 0) =  (p (x). (2)
Appliquons, pour trouver la solution, la méthode de séparation 

des variables (cf. § 3), c’est-à-dire que nous allons rechercher une 
solution particulière de l ’équation (1) sous forme de produit de deux 
fonctions :

u (x, t) =  X (x) T (*;). (3)
Portant dans l ’équation (1) nous aurons : X (x) T ' (£) =  a2X  " (x) T  (t) 
ou

T' __ X" 
a^T ~  X (4 )

Chacun de ces rapports ne peut dépendre respectivement ni de x 
ni de £, et c’est pourquoi nous les égalons à une constante *) —Àa. 
Nous obtenons de (4) deux équations:

r  +  aW T  =  0, (5)
X" +  X2X  =  0. (6)

En les résolvant nous trouvons:
T  =  Ce"*2™,

X  =  A cos Kx +  B sin Kx.
Portant dans (3), nous obtenons:

ux (x, t) =  e ~aZK2t [A (X) cos Xx +  B  (X) sin Xx\ (7)
(la constante C est incluse dans A  (X) e t  B  (X)).

Pour chaque valeur de X nous obtenons une solution de la forme 
(7). Les constantes arbitraires A  et B  ont pour chaque valeur de 
X des valeurs définies. C’est pourquoi on peut estimer que A  et B  
sont des fonctions de X. La somme des solutions de la forme (7) est

*) Comme, d’après 1g sens du problème, T (£) doit être bornée quel que
f f

soit ty si 9  (z) est bornée,-ÿ^doit être négatif. C’est pourquoi nous écrivons — X2.
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aussi une solution (du fait de la linéarité de l ’équation (1)) :

2  e~a2x2* [A  (Ji) cos Xx +  B  (À) sin Xx\.
x

Intégrant l ’expression (7) par rapport au paramètre X entre les 
limites 0 et <x> nous obtenons également une solution

oo

u (x, t) =  j  e“a2**2< [A  (X) cos Xx + B  (À) sin Xx] dX , (8)
o

si A  (À) et B  (X,) sont tels que cette intégrale, sa dérivée par rapport 
à t  et sa dérivée seconde par rapport à x  existent et s ’obtiennent 
en dérivant l ’intégrale par rapport .à t  et à x .  Choisissons A  ( )̂ et 
B  (X) de sorte que la solution u (x y t) satisfait à la condition (2). 
Posant dans l ’égalité (8) /  =  0, nous obtenons en vertu de la con
dition (2) ;

u  (ir, 0) =  cp {x) =   ̂ [A  (X) cos Xx -f- B  (À) sin Xx] dX . (9)
b

Supposons que la fonction <p (x) est telle qu’elle peut être repré
sentée par une intégrale de Fourier (cf. § 13, ch. XVII) :

oo  oo

<p (2 ) =  -i- j  ( j  (p (a) cos X ( a — x ) d a ^  dX

ou
00 00

K ( J  qp (a) cos Xa d a  j cos Xx 4-
Ü —00 

00
+   ̂ j  qp (a) sin X a d a  j sin XxJ dX . ( 10)

Comparant les seconds membres de (9) et (10) nous obtenons :
00

A  {X) =  — l qp (a) cos Xa da,

00
B  (%) =  —  j  q> (a) sin Xa d a .

— 00

(11)
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Portant les valeurs trouvées de et B  (X) dans la formule (8) 
nous obtenons :

oo oo
<p (a) cos Xa d a j  cos Xx +

0 —oo

H-00 ,
+  ( j  cp (a) sin Xa da^  sin ÀxJ dX =

OO 00
=  -L j  e - a n u  tp (a) (cos Xa cos Xx+sin Xa sin Xx) daj dX —

0 —oo

oo oo

=  -L j   ̂ j  q> (a) cos X (a — x) d a }  dX
0 —oo

et en inversant l ’ordre d’intégration, nous avons en définitive :
oo oo

u (x, t) =  A  C | (p (a) ( j  e-a2*2i cos X (a — x) dA.) j  d a .  (12)
- o o  ' 0

C’est la solution du problème que nous avions posé.
Transformons la formule (12). Calculons l ’intégrale figurant 

entre parenthèses :
00 00
f e - a W t  cos X ( a  — x ) d X =  * ( e-*2cosPzdz. (13)
Jo o

Cette transformation de l ’intégrale a été effectuée à l ’aide des subs
titutions :

a X ] / l = z ,  J y j = p .  (14)
Introduisons la notation

/ f (P )  =  j  e - 2acospzdz.
0

Dérivant *) nous obtenons :
oo

/C '(P )=  — f e~z2zsm^zdz. 
o

Intégrant par parties nous trouvons :
oo

K '  (P) =  j  [e~ *  sin pz]~ — j  e ~ *  cos pz d z

(15)

*) On démontre aisément que Ton peut dériver.
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OU

(P) =--§■* (P).
Intégrant cette équation différentielle nous obtenons :

2̂
_  K ( $ )  =  C e ~ ~ '  (16)

Déterminons la constante C. Il vient de (15) :
°° / —

K ( 0 ) =  j  e ~ * d z = ¥ ^ -
0

(cf. § 5, ch. XIV). Par conséquent, dans l ’égalité (16) on doit avoir

Ainsi,

K ( P )  =  ^ e ~ ^ -  (17)

Portons la valeur (17) de l ’intégrale (15) dans (13) :

1 e-° 2̂ <cosX (a— x ) d % =  * - Y*. e 4 .
J a V t  1

Remplaçant P par son expression (14), nous obtenons en défini
tive la valeur de l ’intégrale (13) :

“  , y-- (a-*)2
j  cos K ( a -  x)  d k  =  ] /  - -  e~ . (18)
0

Portant cette expression de l ’intégrale dans la solution (12) nous 
aurons en définitive :

~  (0C-X)2

u ( x ,  t ) =  2 a V n t  J <P̂ C iaH da" (19)
* — oo

Cette formule, appelée in tégra le  de P o isson , est la solution du 
problème posé sur la propagation de la chaleur dans une barre infinie.

R e m a r q u e .  On peut démontrer que la fonction u (x , t) 
définie par l ’intégrale (19) est la solution de l ’équation (1) et satis
fait à la condition (2) si la fonction <p (rc) est bornée dans l ’intervalle 
infini (—oo, oo).
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Etablissons le sens physique de la formule (19). Considérons la 
fonction

{0 pour — oo <C.x < . xq, 
q>(z) pour x Q̂ x ^ . x 0 +  A x , (20)

0 pour x 0 +  A x  <  x  <  oo.

Alors la fonction
~  ( g —x)2

u* (x , t) =  — - 7=* \ q>* (a) e 4a2* d a  (21)
2d [/ Ttt J 

— oo

est la solution de l ’équation (1) prenant pour t  =  0  la valeur 
<p* (x). En vertu de (20) on peut écrire :

xo+Ax ( t t - X ) 2

u * (x ’ *)= = W s T  J <p(a)e’  4°a< d a 'XQ
Appliquant le théorème de la moyenne à cette dernière intégrale 
nous obtenons :

/t\ a (E-*)2
U* ( x , t )  =  ' ï ^ k e~ ^  ’ * o < î < X o + A x -  (22)

La formule (22) donne la valeur de la température en un point 
de la barre à chaque instant si pour t  =  0 la température de la barre 
est partout u* =  0, exception faite du segment [x 0, x 0 +  As] où 
elle est égale à <p (x). C’est précisément la somme des températures 
de la forme (22) qui donne la solution (19). Notons que si p est la 
densité linéaire de la barre, c la capacité calorifique de la substance, 
la quantité de chaleur dans l ’élément [æ0, x 0 +  Aæ] pour t =  0 sera

AQ æ  qp (£) Ax  pc. (23)

Considérons ensuite la fonction

1 _  e  4a2*
2a ~[/nt

En la comparant au second membre de la formule (22) en tenant 
compte de (23) on dit qu’elle donne la température en tout point 
de la barre à un instant arbitraire t si pour t  =  0 dans la section Ê 
(cas limite lorsque À:r->-0) se trouvait une source instantanée de 
chaleur d’une quantité de chaleur Q =  cp.

(24)
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§ 8, Problèmes conduisant à l ’étude des solutions del’ équation 
de Laplace. Enoncé des problèmes aux limites

Dans ce paragraphe nous considérerons certains problèmes con
duisant à la résolution de V équation  de L a p la ce

ôau . ôau . d2u p
JO* +  ~  U ( 1 )

Comme nous 
l ’équation (1)

l ’avons déjà mentionné, le premier membre de

d2u , d2u , d2u
dx2 ~  dy2 dz2 =  Au,

où A est appelé opérateur de L a p la c e . Les fonctions u  vérifiant l ’équa
tion de Laplace sont appelées fonctions harm oniques .

I. D i s t r i b u t i o n  s t a t i o n n a i r e  d e  l a  t e m p é 
r a t u r e  d a n s  u n  c o r p s  h o m o g è n e .  Soit un corps 
homogène Q limité par une surface o. Nous avôns montré au § 5 que 
la température en divers points du corps vérifie l ’équation:

d u __ 2 ( é^u . ô2u . d2u \
1 t ~ a \ '

Si le processus est stationnaire, autrement dit si la température 
ne dépend pas du temps, mais uniquement des coordonnées des

dupoints du corps, alors — =  0 et, par conséquent, la température 
vérifie l ’équation de Laplace

d2u . d2u , d2u 
l x ^ ~ ^ “dÿ2 'r ^dz^ ( i )

Pour que la température du corps soit déterminée univoquement 
à partir de cette équation il faut connaître la température sur la 
surface tf. On formule donc de la manière suivante le problème aux 
limites pour l ’équation (1).

Trouver une fonction u ( x , y ,  z) vérifiant l ’équation (1) à l ’in
térieur du volume £2 et prenant en chaque point M  de la surface 
g  des valeurs données :

u \a =  i|>(M).  (2)
Ce problème est appelé prob lèm e de D ir ic h le t  ou p rem ier  p r o 

blème a u x  lim ites  pour l ’équation (1).
Si sur la surface du corps la température n ’est pas connue, mais 

si l ’on connaît le flux de chaleur en chaque point de la surface qui
est proportionnel à (cf. § 5), on aura sur la surface a  au lieu de
la condition aux limites (2) la condition

î H - ’t-w - (3)



428 ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE [CH. XVIII

Le problème de la recherche de la solution de l ’équation (1) 
vérifiant la condition aux limites (3) est appelé problème de N eu m an n  
ou deuxième problèm e au x  l im ite s .

Si Ton considéré la distribution de la température sur le domaine 
plan D , limité par le contour C, la fonction u dépendra de deux 
variables x  et y  et vérifiera T équation

d2u d2u ^  
~d& + ^ 2 " “"U (4)

que l ’on appelle équation de Laplace pour le plan. Les conditions 
aux limites (2) ou (3) doivent être vérifiées sur le contour C.

II. F l u x  p o t e n t i e l  d’ u n  l i q u i d e  o u  d’ u n  
g a z. E q u a t i o n d e  c o n t i n u i t é .  Supposons qu’à l ’inté
rieur du volume Q, limité par la surface a (en particulier, Q peut être 
illim ité), se produit l ’écoulement d’un liquide. Soit p la densité du 
liquide. Désignons la vitesse du liquide par

v  =  v xi  +  V y j  +  v zk ,  (5)

où v xi v y, v z sont les projections du vecteur v sur les axes de coor
données. Isolons dans le corps Q un petit volume od, limité par 
la surface S .  Par chaque élément As de la surface S  au cours du 
temps A t  passe une quantité de liquide

A Q =  p v n  As A t,

où n  est le vecteur unité orienté suivant la normale extérieure à la 
surface S . La quantité totale de liquide Q pénétrant dans le volume 
(o (ou s’écoulant du volume co) s’exprime par l ’intégrale

Q =  At j  j  p v n d s  (6)

(cf. §§ 5 et 6, ch. XV). La quantité de liquide dans le volume co 
à l ’instant t  est

j j j  p * , .
CO

Au cours du temps A t  la quantité de liquide variera, par' suite de 
la variation de la densité, d’une quantité

(7)
CO co

Supposant que le volume co ne recèle pas de sources, nous concluons 
que cette variation est due à un afflux de liquide dont la quantité 
est déterminée par l ’égalité (6). Egalant les seconds membres des
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égalités (6) et (7) et simplifiant par A t,  nous obtenons:

H '-* -  H * *  (8)S o)

Transformons l ’intégrale double du premier membre d’après la 
formule d’Ostrogradsky (§ 8, ch. XV). L’égalité (8) devient «alors :

j j j div(p»)*>_ J Jj •£*>
CO ©

OU

î î î  div(p»))eto»0.
û)

Le volume co étant pris arbitrairement et la fonction sous le 
signe d’intégration étant continue, nous avons:

■ |^-div(pw ) =  0 (9)
OU

<9')

C’est Véquation de con tin u ité  de Vécoulement d 'u n  f lu id e  compres
s ib le .

R e m a r q u e .  Dans certains problèmes, par exemple lors de 
l ’étude de l ’écoulement du pétrole ou des gaz à travers un terrain 
poreux vers le forage, on peut prendre

v =  — ---gradp,

où p  est la pression, k  le coefficient de perméabilité et
dp
dt 9

X =  const. Portant dans l ’équation de continuité (9) nous aurons: 

% +  div (k  grad p )  =  Ü

ou

Si k  est constant, cette équation prend la forme :
dp _ k f d2p . d2p . d2p \

~~ % \ l W + lïÿ2 ^ l ï z 2 } '  

et nous retrouvons l ’équation de la chaleur.

( i i )
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Revenons à l ’équation (9). Si le fluide est incompressible, p =  
=  const, — 0 et l ’équation (9) s ’écrit :

div v  =  0. (12)

Si le mouvement est potentiel, c’est-à-dire si le vecteur v  est le 
gradient d’une certaine fonction <p:

v  =  grad (p,

l ’équation (12) prend la forme:

ou
div (grad <p) =  0

t?s<p ■ 92«P__n
dx2 ' dy* ' dz2 (13)

autrement dit la fonction potentielle de la vitesse qp doit vérifier 
Téquation de Laplace.

Dans de nombreux problèmes, comme, par exemple, dans les 
problèmes de filtration, on peut adopter

v  =  —k t grad p ,

où p  est la pression, k x une constante ; nous obtenons alors l ’équation 
de Laplace pour déterminer la pression

&p  . , d*p _  n
dx2 “1“ dy* dz* (13')

Les conditions aux limites de l ’équation (13) ou (13') sont les 
suivantes.

1. On donne sur la surface a  les valeurs de la fonction cherchée 
p  qui est la pression (condition (2)). C’est le problème de Dirichlet.

2. On donne sur la surface a les valeurs de la dérivée normale on
autrement dit le flux traversant la surface (condition (3)). C’est 
le problème de Neumann.

3. On donne sur une portion de la surface u les valeurs de la 
fonction recherchée p  (la pression) et sür une portion de la surface
les valeurs de la dérivée normale •— (le flux à travers la surface).
C’est le problème de Dirichlet-Neumann.

Si le mouvement parallèle est plan, c’est-à-dire si la fonction (p 
(ou p ) ne dépend pas de z, on obtient T  équation de Laplace dans le 
domaine à deux dimensions D  de frontière C :

d2<P ■ d2(P ft 
dx2 T  dyz (14)

Les conditions aux limites du type (2), problème de Dirichlet, ou 
du type (3), problème de Neumann, sont données sur le contour C.
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III. P o t  e n  t i e l d ’ u n  c o u r a n t  é l e c t r i q u e  s t a 
t i o n n a i r e .  Supposons que dans un milieu homogène remplissant 
un certain volume V  passe un courant électrique dont la densité en 
chaque point est donnée par le vecteur J  (x , y , z) =  J xi  - f  J yj  +  
+  J J c .  Supposons que la densité de courant ne dépend pas du 
temps t. Supposons encore que le volume V  considéré ne contient 
pas de source de courant. Par conséquent, le flux du vecteur J  à 
travers, la surface fermée S  située à l ’intérieur du volume V  est nul ;

J n  ds =  0,

où n  est le vecteur unité dirigé suivant la normale extérieure à 
la surface.

Sur la base de la formule d’Ostrogradsky nous pouvons conclure 
que

div J  ** 0. (15)

La loi d’Ohm généralisée permet de déterminer dans le milieu 
conducteur considéré la force électrique E  :

ou
J
KE  =  '

J  =  X E j

(16).

où K est la conductibilité du milieu que nous estimerons constante.
Il découle des équations générales du champ électromagnétique 

que si le processus est stationnaire, le champ vectoriel E  est irro
tationnel, c ’est-à-dire que rot E  = 0 . Alors, de même que dans le 
cas de l ’étude du champ des vitesses d’un liquide, le champ vectoriel 
est un champ potentiel (cf. § 9, ch. XV). Il existe une fonction <p 
telle que

E  =  grad (p. (17)

En vertu de (16) nous obtenons :

J  =  % grad <p. (18)
Il vient de (15) et (18):

ou
% div (grad qp) *= 0

d2(P - | d2qp , d2(P — 0

dx2 “» dy* ^  dz2 (19)

Nous obtenons l ’équation de Laplace.
Résolvant cette équation pour les conditions aux limites corres

pondantes, nous trouvons la fonction (p et d’après les formules (18) 
et (17) nous trouvons le courant J  et la force électrique E .
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§ 9. E quation  de Laplace en  coordonnées cylindriques. 
R ésolution  du problème de D irich let pour iin  anneau avec  

des valeurs constantes de la  fonction recherchée sur les 
circonférences intérieure e t extérieure

Soit u  (.x , y , z) une fonction harmonique de trois variables. 
Alors par définition

d2u . d2u . d2u 
dx2 *"■" dy2 dz2 ( i )

Introduisons les coordonnées cylindriques (r, q>, z) : 
x ; ==s r  cos q), y  =  r sin q>, z  =  z,

d ’où

r = V x 2 + y 2,  q> =  arc tg , z =  z. (2)

Remplaçant les variables indépendantes x ,  y ,  z  par r, q), et z  
nous obtenons une fonction u* :

u  (x, y ,  z) =  u*  (r, <p, z).

Trouvons l ’équation que doit satisfaire u* (r, q>, z) en tant que 
fonction des variables r, q) et z. Nous avons:

d*u
dx2

du __ du* dr 
dx dr dx

du* dcp 
dtp dx '

d2u* ( J r \ 2 , d u ^ d 2̂  , ^ d2u* 
dr2 \ dx ) dr dx2 dr dcp

d2u* ( dcp \ 2 du* d2cp
"* dcp2 \ dx } dtp dx2

d’une manière analogue

dr
dx

dcp
dx

d2u d2u* / dr Y 2 Qu* d2r . 0 d2u* dr dcp .
dy2 dr2 \  dy ) dr dy2 drdcp dy dy '

. d2u* I dcp \ 2 du* d2q?
' dcp2 \  du ) ' dcp dy2 *

en outre
d2u _  d2u* 
dz2 dz2

( 3 )

( 4 )

( 5 )

Nous trouvons les expressions pour
dr dr d2r d2r dcp
dx dy ’ dx2 * dy2 1 dx

dcp d2cp d2cp 
dy * dx2 1 dy2

à partir des égalités (2). En faisant la somme des seconds membres 
des égalités (3), (4) et (5) et en égalant le résultat à zéro (car la somme 
des premiers membres de ces égalités est nulle en vertu de (1))T
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nous obtenons :
d2u* . 1 du* . 1 d2u* . d2u* ^ .p •
dr2 '~~7"~âr ' 7 2 dy2 “* dz2~ =  U* W

C’est l 'équation de L ap la ce  en coordonnées cy lin driqu es .
Si la fonction u  ne dépend pas de z  et dépend de x  et y , la fonc

tion u* qui ne dépend que de r et qp vérifie l ’équation
d2U* 1 du* 1 d2u* n
dr2 +  r dr +  r2 d(p2 U (7)

où r et (p sont les coordonnées polaires dans le plan.
Trouvons maintenant la solution de l ’équation de Laplace dans 

le domaine D  (anneau) limité par les circonférences K± : x 2 +  y 2, =  R \  
et K  2 : x 2 +  y 2 =  R \  prenant les valeurs aux frontières suivantes:

U \ki  =  UU (8)

u  |k2 =  u 2, (9)
où u t et u 2 sont des constantes.

Nous résoudrons le problème en coordonnées polaires. Il est 
évidemment logique de rechercher une solution ne dépendant pas 
de (p.

L’équation (7) prend alors la forme:
d2u . 1 d u __«
dr2 ~‘"7r  dr

Intégrant cette équation nous trouvons :
u  =  C ± Log r +  C2. (10)

Déterminons C x et C 2 des conditions (8) et (9):
Ui =  Ci Log R i  -f- C2, 
u 2 =  Ci Log R 2 -f- C 2.

Nous en tirons
n  _  “ 2 — ̂ 1 n ____  x Logi?i _ u 1Logi?2—M2Log/?i
W ------------ B i L 2 --- 1̂ U-l) 5 “ ------------------- n~ :

Log B
Ri Los w L0̂

Portant les valeurs trouvées de Ci 
nous obtenons en définitive :

et C 2 dans la formule (10)

Log
U =  Ui- Ri

r  R 2

L°® ~BÏ

(u2 — « 0  =
u2 Log ~ ^ -+  “1 Log

r

Log
*1

( 11)

R e m a r q u e .  En fait nous avons résolu le problème suivant : 
trouver une fonction u  satisfaisant à l ’équation de Laplace dans le
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domaine limité par les surfaces (en coordonnées cylindriques): 
r =  R i ,  r  =  R  2, z =  0, z =  H ,

et vérifiant les conditions aux frontières suivantes:

du
dz = o  —z=0. ’ dz

U |r=I?2 — W2»

=  0z=H

(problème de Dirichlet-Neumann). Il est évident que la solution 
cherchée ne dépend ni de z  ni de <p et est donnée par la formule (11).

§ 10. Résolution du problème de Dirichlet pour le cercle

Soient dans le plan O xy  un cercle de rayon R ,  de centre à T ori
gine des coordonnées et une fonction /  (<p) donnée sur sa circon
férence (<p est l ’angle polaire). On demande de trouver une fonction 
u (r, cp) continue dans le cercle (y compris sur la frontière), vérifiant 
à l ’intérieur du cercle l ’équation de Laplace

d2ü  . d2u _
2“ ~ u ( 1 )

et prenant sur la circonférence les valeurs données

U |r=B =  f  (<p). (2)

Nous résoudrons le problème en coordonnées polaires. L ’équation 
(1) s’écrit alors :

d2u 1 du  . 1 d*u _“0
9r2 1 r  dr 1 r®

-2 92u 1 r du
â2u _ 0.r  dr2 1 r  dr 1 d<p*

Nous chercherons la solution par la méthode de séparation des 
variables en posant

u  =  <ï> (q>) R  (r). (3)
Portant dans l ’équation (!') nous obtenons :

ou
r2<D (<p) R "  (r) +  r<D (<p) R '  (r) +  <D" (q>) R  (r) =» 0

( D " ( q > ) _  r*R" ( r ) + r R ' ( r )  2
®(q>) “  R( r )  ~  K - (4)

Comme le premier membre de cette équation ne dépend pas de r, 
et lé second membre de <p, ils sont par conséquent égaux à un nombre 
constant que nous désignerons par —k 2- Ainsi l ’égalité (4) donne
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deux équations:
$''((p) +  A2ct>(<P) = 0 ,  (5)

r2R "  (r) +  r R '  (r) -  k 2R  (r) =  0. (5')

La solution générale de l ’équation (5) sera
O =  A  cos k(p +  B  sin kq>. (6)

Nous chercherons la solution de l ’équation (5') sous la forme R  (r) =  
=  rm. Portant R  (r) =  rm dans (5') nous obtenons :

r2m  (m  — 1) rm“2 +  r/?irm“1 — k 2rm =  0
ou

m 2 — k 2 =  0.

Nous pouvons écrire deux solutions particulières linéairement 
indépendantes r h et r ~h. La solution générale de l ’équation (5') sera

R  =  C rh +  D r~ h. H)

Portons les expressions (6) et (7) dans (3) :

u h =  ( A k cos k (p +  B h sîn fe(p) (Chrh +  D hr~h). (8)

La fonction (8) sera la solution de l ’équation (1') pour toute valeur 
de k  différente de zéro. Si k  =  0, les équations (5) et (5') s’écrivent:

0>" =  0, r R "  (r) +  R '  (r) =  0,

et par conséquent
u 0 =  ( A q +  J50cp) (C q +  D 0 Log r). (8')

La solution doit être une fonction périodique de cp, car pour une 
même valeur r correspondant à <p et (p +  2 n  nous devons avoir la 
même solution; il s’agit en effet chaque fois d’un même point du 
cercle. C’est pourquoi il est évident que dans la formule (8') il faut 
que B q =  0. Nous cherchons la solution continue et finie dans le 
cercle. Par conséquent, au centre du cercle, pour r  =  0, la solution 
doit être finie, et par suite il faut que dans la formule (8') D 0 =  0 
et dans la formule (8) D h =  0.

Ainsi le second membre de (8') se ramène au produit A  QC Q que 
nous désignerons par A 0/2. Donc

Nous chercherons la solution de notre problème sous forme d’une 
somme des Solutions de la forme (8), car la somme des solutions est 
une solution. La somme doit être une fonction périodique de cp. 
Il en sera ainsi si chaque terme de la somme est une fonction pério
dique de (p. Pour cela k  doit prendre des valeurs entières. (Notons
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que si nous avions égalé les membres de l ’égalité (4) au nombre 
+Zc2, nous n ’aurions pas obtenu une solution périodique.) Nous 
pouvons nous borner aux valeurs positives

k  *--- l j  2) • • *9 Tty • m

puisque, les constantes A ,  B ,  C\ D  étant arbitraires, les valeurs 
négatives de k  ne donnent pas de nouvelles solutions particulières. 

Ainsi
oo

u (r ,  <p) =  -4r +  2  cos ncp+ B n sin nqi) rn (9)
n =  1

(la constante Cn est incluse dans A n et B n). Choisissons maintenant 
les constantes arbitraires A n et B n de sorte que soient vérifiées les 
conditions aux limites (2).

Portant dans l ’égalité (9) r  =  R  nous obtenons en vertu de là 
condition (2) :

oo

/  (<p) =  4^ +  2  (^n cos mp +  Bn  sin rc<p) R n . (10)
n = l

Pour qu’ait lieu l ’égalité (10), il faut que la fonction /  ((p) admette 
un développement en série de Fourier dans l ’intervalle (—rc, n)  
et que A nR n et B nR n soient ses coefficients de Fourier. Par consé
quent, A n et B n sont déterminés d’après les formules:

JC

An =  l é ^  j
-n
n

i  /  ( o sin n t d t -

(H )

Ainsi la série (9) avec les coefficients déterminés d’après les 
formules (11) sera la solution de notre problème si elle peut être 
deux fois dérivée terme à terme par rapport à r et à (p (mais cela 
n ’a pas été démontré). Transformons la formule (9). Remplaçant A n 
et B n par leurs expressions (11) et effectuant certaines transforma
tions trigonométriques nous obtenons :

JC oo JC

“ (r. «pH-ST î  /(* )# + 7 T  2  î  /(0 c o s n (* — (p)dt (-£-)" =
-je n =  1 -je

JC oo

=  ~£n j  / W [ 4 +  2 2  ( 4 f ) n c°sra(*-<p)]<ft.
-J C  7 1 =  i

( 12)
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Transformons l ’expression figurant entre crochets *) :
oo oo

1 + 2 S  ( x ) ncosra(i“ ^  =  1 +  2  e - i"(1- ^ ]  =
7 1 = 1

= 1 +  2  [ ( x ei(i' <p)) n + ( i ' e' i<1"q,)) n] =

n— 1

n = l

=  i  +
_L «*(*-<p)
R e R e

l ___ L  i ____ L  - (p)
i? 72

i - W ü 2— r2
. „ r .. . , /  r \2  ü 2—2Rrcos(t— <p)4-r2
1—2 Æ"Cos(f-<p) +  ^ -g -| v

(13)

Remplaçant l ’expression figurant entre crochets dans la formule (12) 
par l ’expression (13) nous obtenons :

(P ) = i -  J / W - r î:r
Æ2—r2

2ri? cos (J — (p) +  r2 (14)

La formule (14) est appelée in tégrale  de Poisson. On démontre 
en analysant cette formule que si la fonction /  (qp) est continue, 
la fonction u  (r, qp) définie par l ’intégrale (14) vérifie l ’équation (1'), 
et lorsque r R ,  nous aurons u (r, qp) /  (qp), autrement dit u (r, qp) 
est la solution du problème de Dirichlet que nous avons posé pour 
le cercle.

§ 11 . Résolution du problème de Dirichlet par la méthode 
des différences finies

Soit dans le plan O xy  un domaine limité par le contour C. 
Soit donnée sur le contour C une fonction continue /. On demande 
de trouver la solution approchée de l ’équation de Laplace

d2u . d2u
( i )

*) Durant la démonstration nous déterminons la somme d’une progression 
géométrique infinie, dont la raison est un nombre complexe de module inférieur 
à l ’unité. Cette formule de la somme d’une progression géométrique peut être 
établie de la même façon que pour les nombres réels. Il faut toutefois tenir compte 
de la définition de la limite d’une fonction complexe de la variable réelle. 
La variable indépendante est ici n (cf. § 4, ch. VII, t. I).
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vérifiant la condition aux limites

* le =  /• (2)
Traçons deux familles de droites :

x  =  ih  et y  =  k h , (3)

où h est un nombre donné, i et k  prenant successivement les valeurs 
entières. Nous dirons que le domaine D  est recouvert par une gr i l le  
(quadrillage). Les points d’intersection des différentes droites seront 
dits n œ u ds  de la g r i l l e .

Nous désignerons la valeur approchée de la fonction cherchée 
au point x  =  ih, y  =  kh  par ù u k , c ’est-à-dire u (ih , kh) =  u i th .

Fig. 395 Fig. 396

Nous assimilons le domaine D  au domaine de la grille J5* constitué 
de l ’ensemble des carrés contenus entièrement dans le domaine D 1 
ainsi que de quelques carrés coupant la frontière C (on peut ne pas 
en tenir compte). On assimile le contour C au contour C* constitué 
de segments de droite du type (3). En chaque nœud situé sur le 
contour C* donnons la valeur /* égale à la valeur de la fonction /  
correspondant au point le plus proche du contour C (fig. 395).

Nous ne considérons les valeurs de la fonction cherchée que 
pour les nœuds de la grille. Comme nous l ’avons déjà indiqué au 
§ 6, lors de la résolution par la méthode approchée les dérivées sont 
remplacées par les différences finies:

d2u
dx2. x—ih, y=hh
d2ü
dy2 x—iht y=hh

u i + 1, h  2mi t -k 4* Wj_i, h
h2

ui , ft+1 2mj t fe-hM-ft ft_j
II2
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L’équation différentielle (1) est remplacée par Véquation au x  
différences f in ie s  (après simplification par h2) :

h — 2i//f h 4“ u i - u  h 4" Ui\ h-f-1 — 2m/, k +  M/, k - i  =  0 
ou (fig. 396)

I
u i, h = “4“(m/+ 1, 4" W/f /,+ l +Z//-lt T  u i, h - l)- (4)

Pour chaque nœud de la grille situé à P intérieur du domaine D * 
(et non situé sur la frontière de C*) composons l ’équation (4). Si 
le point (x  =  ih ,  ̂ =  fcfe) est voisin du point du contour C*, dans 
le second membre de l ’égalité (4) nous aurons les valeurs de /* . 
Nous obtenons ainsi un système non homogène de N  équations 
à N  inconnues (A' est le nombre de nœuds de la grille, situés à l ’inté
rieur du domaine D * ) .

Démontrons que le système (4) possède une solution qui est uni
que. C’est un système de N  équations linéaires à N  inconnues. Il 
possède une solution unique dans le cas où le déterminant du système 
est différent de zéro. Le déterminant du système est différent de zéro 
si le système homogène n’a qu’une solution triviale (nulle). Le systè
me sera homogène si /* = 0  pour les nœuds de la grille situés sur le 
contour C *. Nous démontrerons que dans ce cas toutes les valeurs 
U î,k  pour tous les nœuds intérieurs de la grille sont nulles. Suppo
sons qu’à l ’intérieur du domaine il existe des u it h différents de zéro. 
Pour fixer les idées supposons que la plus grande de ces valeurs 
est positive. Désignons-la par

En vertu de la formule (4);nous écrirons :

U i ,  h =  - J -  (U i + i , U -f U i ,  k + i  -f h  -f U i ,  (4')

Cette égalité n ’est vérifiée que dans le cas où toutes les valeurs u 
du second membre sont égales à la plus grande valeur u uh. Nous 
avons ainsi cinq points pour lesquels la valeur de la fonction cher
chée est U i j t . Si aucun de ces points n’est sur la frontière, nous dé
montrerons en prenant l ’un d’entre eux et en écrivant pour lui l ’éga
lité (4) qu’en d’autres points la valeur de la fonction inconnue sera 
aussi égale à Poursuivant ainsi nous parviendrons à la frontière 
et démontrerons que pour un point de la frontière la valeur de la 
fonction est égale à U j J t . Mais cela contredit le fait qu’aux points 
de la frontière /* = 0 .

Supposant maintenant qu’à l ’intérieur du domaine nous avons 
une valeur négative minimale nous démontrerons de la même façon 
que sur la frontière la valeur de la fonction est négative, ce qui 
contredit aussi la condition posée. K

Ainsi le système (4) possède une'solution qui est unique.
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L e s  v a l e u r s  d e  u ith d é t e r m i n é e s  à p a r t i r  
d u  s y s t è m e  (4) c o n s t i t u e n t  l e s  v a l e u r s  a p 
p r o c h é e s  d e  l a  s o l u t i o n  d u  p r o b l è m e  d e  
D i r i c h l e t  f o r m u l é  p l u s  h a u t .  Il est établi que si 
la solution du problème de Dirichlet, pour un domaine donné D  
et une fonction donnée /, existe (désignons-la par u (x, y)) et si u i tk 
est la solution du système (4), nous aurons alors la relation

I U (x, y)  — u Uk | <  A h 2, (5)
où A  est une constante indépendante de h.

R e m a r q u e .  Il est parfois possible, bien que cela ne soit pas 
démontré rigoureusement, d’utiliser le procédé suivant pour évaluer 
l ’erreur commise par la solution approchée. Soit la solution 
approchée pour un pas égal à 2h, la solution approchée pour
un pas égal à h , E h (x, y) l ’erreur de la solution u($ .  Alors nous 
avons l ’égalité approchée

E A x ,  V ) ^ \ i n W - u n )

aux nœuds communs des grilles. Ainsi pour déterminer l ’erreur 
de la solution approchée pour un pas h , il faut trouver la solution 
pour un pas 2h. Le tiers de la différence de ces solutions approchées 
est précisément l ’estimation de l ’erreur de la solution pour le pas h . 
Cette remarque peut concerner également la résolution de l ’équation 
de la chaleur par la méthode des différences finies.

Exercices

1. Etablir l ’équation des vibrations de torsion d’une barre homogène cylin
drique.

I n d i c a t i o n .  Le moment de torsion dans la section de la barre
d’abscisse x est donné par la formule M  =  GI — , où 0 (z, t) est l ’angle
de torsion de la section d’abscisse x à l ’instant t , G le module de glissement, 
/  le moment d’inertie polaire de la section transversale de la barre.

£20 5̂ 0 QJ
Rép. -7r-  ̂=  a2 -m r • où a2 =  —̂ ,  k est le moment d’inertie de l ’unité dt2 dx2 k
de longueur de la barre.

020 020
2. Trouver la solution de l ’équation -770-  =  fl2 -a- T ,  vérifiant les conditionsot* ox*

0 (0, o=o. 0(Z, 0  =  0, 0(*. 0) =  < p ( x ) , ^ - ^  =  0, où 

•P (x) = —f -  P°ur 0 < x < —- ,

—^ p  +  20o pour - L  <  x <  l.<P (*) =
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Donner une interprétation mécanique du problème. Rép. 0 (x, t) =

80o ^  ( ~ l ) h (2 fc+ l)«*  „„„ (2Ac+1) nat
“  Jl2 2 l  (2*+ 1)2 I I '

ft= 0
3. Etablir l ’équation des vibrations longitudinales d’une barre cylindrique 

homogène.
I n d i c a t i o n .  Si u (x, t) désigne le déplacement de la section 

du cylindre d’abscisse x à l ’instant t , la contrainte de traction T de la
section x est donnée par la formule T =  ES » où E est le module d’élas-0 r;
t ici té du matériau, S l ’aire de la section tunsversale de la barre.

Rép. d2u
dZ2

d2u
dx2 où a2 = E p la densili! du matériau de la barre.

4. Une barre homogène de longueur 21 sous l'action des forces appliquées 
à ses extrémités s’est raccourcie de 2k. A l instant t — 0 on la libère de 
l ’action des forces extérieures qui lui étaien appliquées. Déterminer le 
déplacement u (x, t) de la section de la barre d’abscisse x à l ’instant t 
(le milieu de l ’axe de la barre est situé au point d’abscisse x =  0).

Rép. u(x, =
fc=0

(2k +  l)2sin (2/c-t-l) jts (2k-{-i)nat 
21 C0S 21

5. Une barre de longueur Z est fixée par l’une de ses extrémités et sur l ’autre 
agit une force d’extension P. Trouver les vibrations longitudinales de la 
barre si pour t =  0 la force P n’agit pas.

6.

, 8 PI ( — l)n • (2rc-f-l)jix (2rc +  l)îtaZ . , . .. 0
Rep- Ë S ^  2  (2ïi +1)2 s in ------21 C0S ----- 21----- (V0U 16 probleme 3

71=0

pour le sens de E et S).
Trouver la solution de l ’équation !r = a 2 satisfaisant aux conditionsotù oxù

u (0, Z) =  0, u (Z, Z) =  AsinG)Z, u (x, 0) =  0, ^ - — -^==0.Ot
Donner une interprétation mécanique du problème.

A sin —- x sin cdZ

Rép. u(x , /) = --------~ --------
sin —  Z a

, 2A(ùa ^
4 T  2j

7 1 = 1
0 / nn a\2 sin nttat . rntx 

— sm —

I n d i c a t i o n .  Chercher la solution sous forme de somme de deux 
solutions :

. . 0)A sin — x sin (ùt
i ' au = o - \ - w , ou w  = ----------------------. co . sm —  Z a
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est la solution vérifiant les conditions : 

v (0, Z) =  0, v (l, Z)==0, //(a^O) — —w (a:, 0), dv (Xj 0) dw(x,  0) •
dt dt

 ̂On suppose que sin l =+ 0. j

7. Trouver la solution de réquation —r =  a2 4 -ir  vérifiant les conditions:dt dx2

u (0, /) =  0, u (l, J) =  0, t >  0, u (x, 0) =
* pour 0 < . r < y  , 

l —x pour -4 x <  Z.

oo (27l+i)2jt2a2f
Ü '  ,  . .  4 /  V I  ( - l ) n  1 2  . ( 2 / 1 + 1 )  J l X

Rep. »(*. 0 — rfT S  (2» +  i jg * Sm------1 --------•
n = 0

I n d i c a t i o n .  Résoudre le problème par la méthode de séparation des 
variables.

8. Trouver la solution de l ’équation4 - - =  a2 vérifiant les conditions:dt dx2

u (0, t) =  u( l , Z) =  0, u (a:, 0) = x (Z — x) 
Z2

Rép. U (*, 0  =  2  (2« +  ij3 e
1 - . (271+ i )2ii2q2( . (2«^-l) nx

*2 sin -
n = 0

9. Trouver la solution de l ’équation 4 ^  =  a2 4r-ir vérifiant les conditions:dt dx2

0 = 0 , ‘) =  «0. “ (*. 0) =  (p(a:).

Donner le sens physique du problème, 

n - , , ’V   ̂ — a2A,̂ < (2/1 +  1) Jl
Rep. u(x , 0 =  “0 +  211 cos-------2Z------

71=0

OÙ =  j cp(.r) ,
(2/i +  l )  nx j  ( — l ) n 4uo 

TL (2II - |-  1)21 • dx

I n d i c a t i o n .  Rechercher la solution sous la forme u =  u0-\-v (x, t).

10. Trouver la solution de l ’équation 4-- =  a2 4-^- vérifiant les conditions:dt dx2

u(0, <) =  0. jc=;=  — ^ « 1 ^ .  «*(*. 0) =  ?(*)•

Donner le sens physique du problème.

00 n2 I U2 <4Q2i2
T , ,  , ^ + l in -----Ï2—  . Un*
Rep. «(*, « ) = 2 j  An p (p +  i) +  (1. « sm — ’

71=1
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l
cp(x)sin — dx, p =  Hl , fii, |i2l sont les racines

positives de l ’équation t g p ,= -------.

I n d i c a t i o n .  A l ’extrémité x =  l de la barre se produit un échange 
de chaleur avec le milieu ambiant, dont la température est nulle.

11. Trouver (d’après la formule (10) du § 6 en posant h =  0,2) la solution
approchée de l ’équation =  2 * ^  vérifiant les conditions:

u (x, 0) =  x ( y  —Æ) , u(0, t) — 0, u ( l , t )  =  ~ ,  0 < < < 4 Z .

12. Trouver la solution de l ’équation de Laplace ^  ~ ^  dans U.ban-
de 0 < æ < c ,  0 <!y <  00, vérifiant les conditions :

Lt (0, Z/) =  0, u(a, z/) =  0, w(æ, 0) =  A 1̂ — —-j , u (x ,oo) =  0.

où A
• - - H

00 7ÏTC
_ r , 2*4 Yl 1 ---TTy • n7lX
Rep. u(x, <) =  —  2 j  ~ e s m— •

71=1
I n d i c a t i o n .  Chercher la solution par la méthode de séparation 

des variables.
13. Trouver la solution de l ’équation de Laplace = 0  dans le rec

tangle 0 ^  x <  a, 0 ^  y ^  &, vérifiant les conditions: 
u (x, 0) =  0, u (x , b) — 0, u (0, y) =  A y (b — y), u (a, y) =  0.

„  (2 n + l) Ji(a—1) (2re + 1 ) ny
8Ab* ^  5 Sm 6

Rép. u(*.  (2n+ï)~3----
71=0

(2)i +  l) na 
b

14. Trouver la solution de l ’équation d2w , d2u =  0 à l ’intérieur de l ’anneaudx2 dy2
limité par les circonférences x2 +  y2 =  i?J, x2-[-y2 =  i?g, vérifiant les condi
tions :

du
~dr r=R1 ^  Ri ’

u\ =  u2. 
lr=I?2

Donner une interprétation hydrodynamique du problème.
I n d i c a t i o n .  Résoudre le problème en coordonnées polaires.

Rép. u =  u2~ Q  T_  *2
2h t  L e  r

15. Démontrer que la fonction u (x , y) =  sin x est la solution de l ’équation

'dx2 Jÿ2 ~   ̂ dans carra 0 ^   ̂ <  1, 0 < z / < l ,  vérifiant les condi
tions: u (0, y) =  0, u (1, y) =  sin 1, u (x, 0) =  sin x, u (x, 1) =  
=  e"1 sin x.

16. Dans les problèmes 12-15, pour des conditions aux limites données, résoudre 
l ’équation de Laplace par la méthode des différences finies dans le cas 
de h =  0,25. Comparer la solution approchée avec la solution exacte.



Chapitre XIX

CALCUL OPÉRATIONNEL ET APPLICATIONS

À l ’heure actuelle le calcul opérationnel (ou symbolique) est 
l ’un des domaines importants de l ’analyse mathématique. En phy
sique, en mécanique, en électrotechniquê et dans d’àutres branchés 
de la science on utilise les méthodes du calcul opérationnel pour 
la résolution de différents problèmes. Le calcul opérationnel a trouvé 
une application particulièrement large dans la technologie moderne 
de T automation et des télécommunications. Dans ce chapitre (sur 
la base du matériel des chapitres précédents) seront précisément 
exposées les notions fondamentales du calcul opérationnel ainsi 
que les méthodes de son application à la résolution des équations 
différentielles ordinaires.

§ 1. Original et image

Soit donnée une fonction de la variable réelle t  définie pour 
t ^ O  (parfois nous estimerons que la fonction /  (2) est définie dans 
un intervalle infini —oo <  t  <  oo, mais f  ( t) =  0 quand t  <  0). 
Nous supposerons que la fonction /  (£) est continue par tranches, 
c’est-à-dire telle que, dans chaque intervalle fini, elle possède un 
nombre fini de discontinuités de l ère espèce (cf. § 9, ch. II, t. I). 
Pour assurer l ’existence de certaines intégrales dans l ’intervalle 
infini 0 ^  t  <  oo nous imposerons à la fonction /  (t) des restrictions 
complémentaires. Nous supposerons précisément qu’il existe des 
nombres positifs constants M  et s 0 tels , que

| /  (*) | <  M e 8*1 (1)

pour toute valeur de t  prise dans l ’intervalle 0 ^  t <  oo.
Considérons le produit de la fonction /  (t) par la fonction com

plexe e~pt de la variable réelle *) t, où p  =  a  +  ib  (a >  0) est un 
nombre complexe :

e~ *f  (t). (2)

.*) Au sujet des fonctions complexes de la variable réelle cf. § 4, ch. VII
t. I.
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La fonction (2) est aussi une fonction complexe de la variable réelle t  : 
e -* lf  (t) =  éT(a+ib>7 (t) =  e~atf  (t) e~ibt =

=  e~atf  (*) cos bt — ie~aif  (t) sin bt.

Considérons ensuite l ’intégrale impropre
oo oo oo
j  e~ptf  ( t ) d t  =  j  e~atf  (t) cos bt d t  — i j  e~alf ( t )  sin b td t .  (3)
0 0 0

Montrons que si la fonction f  (t) vérifie la condition (1) et a >  s0, 
alors les intégrales du second membre de l ’égalité (3) existent et 
la convergence des ces intégrales est absolue. Estimons d’abord la 
première de ces intégrales :

oo oo

I j  é~atf  (t) cos bt d t  | f  | e ~ aif( t)  cos bt | d t  <  
o o

<  M
oo oo

j  e~atesoi d t  =  M  j  e - ^ - ^ d t  
o o

M
a — sQm

On estime de même la seconde intégrale. Ainsi, l ’intégrale
oo

j  e~plf ( t ) d t  existe. Elle définit une certaine fonction de p, que 
o
nous désignerons *) par F  (p ) :

F ( P ) =  j  e~plf  (t) d t. (4)
0

La fonction F  {p) est appelée transformée de L ap lace  ou im age L  
ou simplement im age  de f ( t ) .  La fonction f  (t) est appelée o r ig in a l  
ou fonction o b je t . Le fait que F  (p) est l ’image de la fonction /  (J) 
est noté de manière suivante :

F ( p ) - ï f ( t ) ,  (5)
ou

(p) ,  (6)
soit encore
________________  L  { f  ( t ) }  — F  (p). (7) **)

*) La fonction F (p) pour p =£ 0 est une fonction de la variable complexe 
(cfM par exemple, l ’ouvrage de V. Smirnov « Cours de mathématiques supérieu
res », t. III, partie 2. Editions de Moscou, 1972). La transformation est analogue 
à celle de Fourier examinée au § 14, ch. XVII.

**) On utilise aussi, d’autres symboles de correspondances. C’est ainsi 
qu’au lieu de la notation *1“  on emploie aussi le symbole 1 et on écrit dans le 
cas de la formule (6) f (t) ] F (p) (N.d.T.).
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Comme nous le verrons par la suite, le sens de l ’introduction des 
images réside dans le fait qu’elles permettent de simplifier la résolu
tion de nombreux problèmes, en particulier, de ramener la résolution 
des équations différentielles ordinaires à certaines opérations algé
briques simples permettant de trouver la fonction image. Connaissant 
l ’image on peut trouver l ’original soit au moyen des tables préala
blement composées « original-image » (dictionnaire d’images), soit 
par les méthodes que nous exposerons plus bas. Des questions se 
posent alors naturellement.

Soit donnée une certaine fonction F  {p).  Existe-t-il une fonction 
f  (t) dont F  (p) est l ’image? Si elle existe, est-elle unique? Les deux 
questions reçoivent une réponse positive si F  (p) et /  (£) satisfont 
à certaines conditions. En particulier l ’unicité de l ’image est établie 
par le théorème suivant que nous énoncerons sans démonstration :

T h é o r è m e  d’ u n i c i t é. S i  deux fonctions continues  cp (t) 
e t t y  (t) possèdent une même im age L  F (p ), ces fonctions sont identique
m en t  égales .

Ce théorème sera d’une grande utilité pour tout ce qui suivra. 
En effet, si lors de la résolution d’un problème pratique nous avons 
pu déterminer l ’image de la fonction cherchée, et si ensuite nous 
avons trouvé l ’original d’après son image, nous pouvons conclure 
en vertu du théorème formulé que la fonction trouvée est la solution 
du problème posé et qu’il n ’existe pas d’autres solutions.

§ 2. Image des fonctions 0o(£), s*n £? cos t

I. La fonction /  (*) ainsi définie
f  (t) =  1 pour t  ^  0,
f  (t) =  0 pour t <  0

est appelée fonction  u n i té  de H eauiside  et notée cr0 (f). Le graphique

4
' Suit)

1

0 7

Fig. 397

de cette fonction est représenté sur la fig. 397. Trouvons l ’image L  
de la fonction de Heaviside:

L {o0( 0 } =  j  e pl dt  =
o

-vt
p 9p
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Ainsi, * *)

ou, plus exactement,

ffo ( * ) - * - - .

Dans certains traités de calcul opérationnel on appelle image 
de la fonction /  (t) l ’expression

oo
F * ( P )  =  P { e~plf ( t )  dt .

0

Dans ce cas on a: o0(2 )< -l et, par conséquent, C < r C , plus 
exactement C g0 (2) C.

II. Soit /  (t) =  sin t ; alors

r , . .s f .o i . (— p sin t — cos t)L {sin J}=  J e plsm t d t  = ---------------- -— --
o

Ainsi,

III. Soit /  (/) =  cos t ; alors

1
P2+ 1 '

( 9 )

oo

t {cos £} — j

Ainsi,

e pt cos t  d t  :

cos t *

e~vt (sin t —pcost )  
P2 +  l

P2-  ̂1 *

P2 +  l

( 10)

§ 3. Image des fonctions à échelle modifiée de la variable 
indépendante. Image des fonctions sin a t , cos a t

Considérons l ’image de la fonction /  (at), où a >  0 :
oo

L { f ( a t ) } =  J e~plf ( a t )  dt .
0

oo

*) Pour calculer T intégrale J e-^dt  on aurait pu la représenter comme
o

la somme des intégrales de fonctions réelles ; nous aurions obtenu le même 
résultat. Cette remarque se rapporte également aux intégrales suivantes.
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Effectuons un changement de variable dans la seconde intégrale, 
posant z  — a t \  par conséquent, dz  =  a d t \  nous obtenons alors:

l  { / („ !>} - ± - r  (-£■ ).

Ainsi, s i

F ( p ) ^ n t ) ,
alors

(H )

E x e m p l e  1. Nous obtenons immédiatement de la formule (9) en vertu 
de (11):

sin ai
1 1
a 1

ou

sin at p2_|_a2 (12)

E x e m p l e  2. Nous obtenons de la formule (10) en vertu de (11) :

cos at

ou

cos at P
p2 -{-a2

(13)

§ 4. Propriété de linéarité de l ’image

T h é o r è m e .  L 'im a g e  de la somme de p lu s ieu rs  fonctions , 
m u lt ip l ié e s  p a r  des constantes , est égale à  la  somme des im ages de ces 
fonctions m u l t ip l ié e s  p a r  les constantes correspondantes , a u tre m e n t  
d i t  si

/ ( £ ) =  2  Cif i i f )i — i
(14)



THÉORÈME DU DÉPLACEMENT 449§ 5]

(Ci sont des constantes) et

alors.
F ( P ) - H ® ,  P,(p) +  ft(t),

n
F ( P ) =  2  C iF , (p).

i = l
(14')

D é m o n s t r a t i o n .  Multiplions tous les termes de l ’éga
lité (14) par e~pt et intégrons en t entre les limites 0 et oo (sortant 
les facteurs C t de sous le signe d’intégration), nous obtenons l ’éga
lité (14')*

E x e m p l e  1. Trouver l ’image de la fonction
f (t) =  3 sin 4* 2 cos 5ê.

S o l u t i o n .  En vertu des formules (12), (13) et (14') nous obtenons :
L -f / (t \ \ _____ 3 ̂ _____ o -P______ _________  ̂P

1/1 "  p2+16 *  p2+ 2 5 ~  pa +  16 p2 _[_ 25 *

E x e m p l e  2. Trouver l ’original dont l ’image est donnée par l ’expres
sion

F 'p> p2_|_4 +  2̂ +  9 •
S o l u t i o n .  Représentons F (p) de la manière suivante :

5 2 p
=  T  />2+(2)2 +  20 p2+(3)2 •

Par conséquent, en vertu des formules (12), (13) et (14') nous obtenons :
5

f (t) =  ~  sin 2t +  20 cos 3*.

Il découle du théorème d’unicité du § 1 que c’est Punique original qui corres
pond à la fonction donnée F (p).

§ 5. Théorème du déplacement

T h é o r è m e .  S i  F  (p) est V im age de la fonction f  (t), alors  
F  (p +  a) est Vintage de la fonction  e~atf  (;t), autrement dit 

si F ( p ) - > f ( t ) ,  

alors F  (p  +  a) -> e~ aif  (t).

(Nous supposons ici que Re (p +  a) >  s0.)
D é m o n s t r a t i o n .  Trouvons l ’image de la fonction e~aif ( t ) :

oo oo

j  e-pt-a'/(f)d<= j  e_(î’+“)'/ (0 dt.
0 0

Ainsi,
L  {e~aif  ( t )}  =  F  (p +  a ) .
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Le théorème démontré élargit notablement la classe des images 
pour lesquelles l’original peut aisément être retrouvé.

§ 6. Image des fonctions c"ai, sh otf, ch at, c*ai sin a£,
e~at cos a t

Il découle immédiatement de la formule (8)f en vertu de la 
formule (15), que

1 ■ o-at (16)p + a  ■
D’une manière analogue

p —a (16')

Retranchant des termes de la relation (16') les termes correspon
dants de la relation (16) et divisant les différences obtenues par 2, 
nous obtenons :

i  b = 3 — T p r )  T  -  «-“*>

sb a t.
ou

a
p2— a 2

De même, en faisant la somme de (16) et de (16'), on a:

Il découle de la formule (12) en vertu des formules (15) :

at.

De la formule (13) en vertu des formules (15) il découle:

_—p~'~ g —-  -> e~at cos at.
(p+ « ) 2+ “2

E x e m p l e  1. Trouver l ’original si l ’image est donnée par la formule
7

F {P* ~ p 2  +  1 0 p + 4 1 ‘

S o l u t i o n .  Transformons F (p) de façon à lui donner la forme de 
l ’expression du premier membre de la relation (19) :

7  7  7  4

(17)

(18)

(19)

(20)

A i n s i ,
p 2 + i 0 p + 4 1  ( p  +  5 ) 2  +  1 6  4  ( p + 5 ) 2 +  4 2

7  4F(p) = 4  ( P  +  5 ) 2 + 4 »
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Par conséquent, en vertu de la formule (19), nous aurons :

,  7
F (p ) —»■ e~*t s i n  4/ .

E x e m p l e  2. Trouver l ’original si l ’image est donnée par la formule

F(P) =
P +  3

p2+2p +  l<r

S o l u t i o n .  Transformons la fonction F (p) :

P +  3 _ (p +  l) +  2 _ p +  1 . 2
p2 +  2p +  10 ”  ( p +  1)2 +  9 "" (77 +  1)2 +  32 +  (77-4-1)2 +  32 “

P + 1  , 2 3
(p +1)2 +  32 1 3 (p +1)2+32 ’

en vertu des formules (19) et (20) nous trouvons l ’original
• , 2F (p) cos 3f +  -g-e-*sin 3*.

§ 7. Dérivation de l'image

T h é o r è m e .  Si F (p) -> / (2), alors

(21)

D é m o n s t r a t i o n .  Démontrons tout d’abord que si f  (t) 
vérifie la condition (1), alors l’intégrale

00
J e-p , ( - t ) n f ( t ) d t  (22)
0

existe.
Par hypothèse | f  (t) | <  Mes0*, p =  a +  ib, a >  s0; en outre 

nous avons a >  0 et sQ >  0. Il est évident qu’il existe un nombre 
e >  0 vérifiant l ’inégalité a >  s0 t  e. De même qu’au § 1 on 
démontre l’existence de l’intégrale

00
\  «-<«-*>* )/(*)(#.
Ü

Estimons ensuite l ’intégrale (22) :
00 00
J \e~vltnf( t) \d t=  j \e-(°-*»e-*Hnf(t)\dt.
0 0
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La fonction e“e*£n étant bornée et plus petite en valeur absolue 
qu’un certain nombre N  pour tout t >  0, on peut écrire :
oo oo
j \e-pitnf ( t ) \ d t < N  J 
0 0

oo

e-lv-*»f{t)\dt = N  \ e ~ l« -W \f{ t ) \d t< o o .
o

Nous avons ainsi démontré l’existence de l ’intégrale (22). Or, cette 
intégrale peut être considérée comme la dérivée du rc-ième ordre 
par rapport au paramètre *) p de l’intégrale

oo

J e~p‘f  (t) dt.
0

Ainsi de la formule

F ( p ) = ^ e - plf(t)dt
0

nous tirons la formule
oo oo

\ e - pl{ - t T i { t ) d t  =  ^ \ e - ptnt )dt .
o b

Ces deux égalités nous donnent
oo

( - l ) n^ - F ( p ) =  J *-**"/(<),
0

c’est-à-dire la formule (21).
Utilisons la formule (22) pour trouver l ’image de la fonction 

puissance. Ecrivons la formule (8 ) :

i ^ l .
P

Nous obtenons de cette formule en vertu de la formule (21):

D’une manière analogue

*) Nous avons établi au préabable la formule de dérivation de l ’intégrale
définie par rapport à un paramètre «réel (cf. § 10, ch. XI, t. I). Ici le paramètre p 
est un nombre complexe, mais la formule de dérivation reste valable.
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Pour un n quelconque nous obtenons :
71 !
Dn+1 >*n. (23)

E x e m p l e  1, Nous tirons de la formule (cf. (12))
CO

^   ̂ e~Pi Ŝ n at 
0

en dérivant les premier et second membres par rapport au paramètre p :
2 pa

(/>2 +  *2)2
t sin at. (24)

( 21) :

E x e m p l e  2. Nous obtenons de la formule (13) en vertu de la formule

(21) :

— frS+0*)2 - r  t c o s a t - ^

E x e m p l e  3. Nous obtenons de la formule (16) on vertu de la formule

(p  +  a )2 te - a t (26)

§ 8 . Image des dérivées
T h é o r è m e .  Si F (p) -4- /  (t), alors

p F ( p ) - f  (0) -v f  (t). (27)

D é m o n s t r a t i o n .  En vertu de la définition de l’image 
d’une fonction nous pouvons écrire :

oo

L { f( t )}  = ]e -^ f ' ( t )d t .  (28)
0

Nous supposerons que toutes les dérivées f  (t), . . . , / (7l) (0»
que nous rencontrerons, satisfont à la condition (1) et, par consé
quent, que l'intégrale (28) et les intégrales analogues pour les 
dérivées successives existent. Effectuant l'intégration par parties 
de l'intégrale du second membre de l’égalité (28) nous trouvons:

oo oo

L {/' (0 ) =  j  e~ptr  (t) dt »  e-*'f (t) |r  +  P_f e~plf(t) àt.
0 0

Or d’après la condition (1)
oo

lim e-plf(t) =  0 et f e~ptf (t) dt =  F (p).
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C’est pourquoi
L {/' m  = - f  (0) +  pF (p).

Le théorème est démontré.
Considérons ensuite l ’image des dérivées d’ordre quelconque. 

Portant dans la formule (27) l’expression pF {p) — /  (0) au lieu de 
F {p) et remplaçant /  (2) par f( t)  nous obtenons:

p lpF  (p) — /  (0)] — /' (0)-+ /"(* )
ou, en ouvrant les parenthèses,

p V ( p ) - p / ( 0 ) - f ( 0 ) 4 / '  (*). (29)
L’image de la dérivée d’ordre n sera

pnF (P) -  b 71- 1/ (o) +  Pn- y  (0) +  . . .
. . .  +  p r ~ 2) (0) +  r - »  (0)] >  r  « .  (3o>

R e m a r q u e .  Les formules (27), (29) et (30) se simplifient, 
si /  (0) =  / ' (0) =  . . . =  / (n~1) (0) =  0. Dans ce cas nous obtenons :

* ( p ) - r / W .
PF { p ) + r  d),

PnF (p) - f  Pn) W

§ 9. Dictionnaire d’images
Pour faciliter l ’utilisation des images obtenues nous les groupons 

dans un tableau ci-contre.
R e m a r q u e .  Si nous prenons pour image de la fonction /  (£)

oo

F*(p) = p \ e - P lf(t) dt,
0

il convient dans les formules 1 à 13 du tableau de multiplier les 
expressions de la première colonne par p. Quant aux formules 14 
et 15 elles seront de la forme : comme F* (p) = pF (p), en remplaçant 
dans le premier membre de la formule 14 F (p) par l ’expression
F* ^  et en multipliant par p nous obtenons :

Portant dans le premier membre de la formule 15



T a b l e a u  1

oo
n°s F (P) =  l  e~vif (t)dt fU)

0

1 J _ 1
P

2 a sin a£p2_|_ a2

3 P cos at

4 1 e~atP + a

5 a sh atp2 —Ct2

6 P ch atp2—a2

7 a
(p+a)2+ a 2 e~al sin at

8 P +  a €—a>t cos at
(P +  a )2 +  a2

Q Tl! tny pn+1

10 2pa
(p2+ a 2)2

t sin at

11 p2 +  a2 
(P2 +  «2)2

t cos at

12 1 ie~at(p +  a )2

13 1
(p2 +  a2)2

1 (sin at — at cos at)

14 < ^  dpn tnf(t)

15 FiiP)Fz(p)
l

§ fl ( t ) /2 (i —T)t?T
0

Remarque 
la  su ite . Les formules 13 e t  15 du tableau seront étab lies par
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et multipliant par p , nous obtenons :

15'.

§ 10. Equation auxiliaire d’une équation différentielle donnée

Soit donnée une équation différentielle linéaire du 7i-ième ordre 
à coefficients constants a0, au • • •? «n-î» an :

d ^ X  |  ^ 3 »  |  |  d x  |  /  j \  x  /  j \  / Q d \

a°liïn^~ai tfjn-l'4 • • * 4 a*-l (0 * (31)
On demande de trouver la solution de cette équation x == x (t) 

pour t >• 0 , vérifiant les conditions initiales :
* (0) =  *0, x9 (0) =  x'0, . . . ,  x*-v (0) =  x(on^K (32)

Le problème avait déjà été résolu de la maniéré suivante-: nous 
cherchons d’abord la solution générale de l ’équation (31) contenant 
n constantes arbitraires; ensuite nous déterminons les constantes 
dé manière que les conditions initiales (32) soient vérifiées.

Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolu
tion de ce problème, la méthode du calcul opérationnel. Nous cher
cherons l ’image L de la solution x (t) de l’équation (31) vérifiant 
les conditions (32). Désignons cette image L par x (p); ainsi, 
x (p) 4*- x (i).

Supposons que l ’image de la solution de l ’équation (31), ainsi 
que de ses dérivées jusqu’à l’ordre n inclus existe (une fois la solution 
trouvée, nous pouvons vérifier la validité de cette supposition). 
Multiplions les deux membres de l’égalité (31) par e^pt, où p = 
=  a ib et intégrons en t entre les limités 0 et oo :

a° f e~pl • £ •  â t+ a* J  e ~ p l  • • •
0 0

(33)

Dans le premier membre de l’égalité nous avons l ’image L de la 
fonction x (£) et de ses dérivées, dans le second membre l ’image L 
de la fonction f  (t) que nous désignerons par F (p). Par conséquent, 
l ’égalité (33) peut être mise sous la forme :

aoL 4 - à4L +  • • • 4 * {x (0 ) = L {/ (/)}.
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Remplaçant dans cette égalité les images de la fonction et de ses 
dérivées par les expressions (27), (29), (30) nous obtenons:

«0 \pnx (p) -  [ p ^ x o+ pn- %  +  pn-%  +  . . .  +  à*™]} +
+  «1 {pn_1x (p) — [pn~3x o +  Pn~3x'0 +  • • • +  < n“2)]} +

+  cin-1 {px (p) — Xo} +  anx (p) =  F (p). (34)

L’équation (34) est appelée équation auxiliaire ou équation image. 
Dans cette équation l’inconnue est l’image ï  (p), que nous détermi
nons à partir de cette équation. Transformons cette équation en 
laissant dans le premier membre les termes contenant x (p) :

x (p) [aQpn +  a^p71-1 +  • . . . +  û^-iP +  an] =
= a0 [pn-1x0 +  pn-2x'0+  .. . +  z(0n' 1>] +
+  *i [Pn~2x0 +  pn-*x0 +  . . .  +  x‘0n~2)] +

+  an„2 [px0+'x'Q] H- iX0 + F (p). - (34')

Le coefficient de x (p) dans le premier membre de Légalité (34') 
est un polynôme en p d’ordre n que l ’on peut obtenir si dans lé 
premier membre de l ’équation (31) on remplace les dérivées par les 
puissances correspondantes de p. Désignons-le par <pn (p) :

<Pn (P ) =  «0P” +  «1P U^  + - . . . +  «n-lP +  «n- (35)
Le second membre de l’équation (34') est ainsi composé :

le coefficient a^-i est multiplié par æ0î
le coefficient an„2 est multiplié par px0 +

le coefficient at est multiplié par pn"2x0 +  pn"3x ' +  . . .  + ^ n“ 2)7
le coefficient a0 est multiplié par p^ X q +  pn~2Xo +  • • •

On fait la somme de tous ces produits. Ajoutons encore l ’image du 
second membre de l’équation différentielle F (p). Tous les termes 
du second membre de l ’égalité (34'), F (p) excepté, constituent, 
après groupement des termes semblables, un polynôme en p de degré 
n — 1 dont les coefficients sont connus. Désignons-le par 
L’équation (34') peut être écrite ainsi :

~x (p) <pn (p) =  tyn-l (p) +  F (p)-
Nous déterminons ~x (p) à partir de cette équation :

| P(P) 
fPn (P) fpn (P) '

(36)
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Il s’ensuit que x (p) ainsi déterminé est l ’image de la solution 
x (t) de l ’équation (31), vérifiant les conditions initiales (32). Si 
maintenant nous trouvons la fonction x* (i) dont l ’image est la 
fonction x (p), définie par l’égalité (36), il découlera alors du théorè
me d’unicité formulé au § 1 que x* (£) est la solution, de l ’équa
tion (31) vérifiant les conditions (32), autrement dit

x* (*) =s x (t).
Si nous voulons trouver la solution de l’équation (31) pour les 

conditions initiales nulles : x 0 =  a;' =  x\ =  . . . =  x[n^  == 0 , alors 
dans l’égalité (36) nous aurons tyn-i (p) =  0 et elle sera de la forme

<Pn (P)
OU

■ (3«'>
E x e m p l e  1. Trouver la solution de Péquation

vérifiant les conditions initiales: a: =  0 pour f =  0.
S o l u t i o n .  Formons l ’équation auxiliaire

—  1 —  1
* ( / > ) ( p + i ) = o + —  ou x { P ) = —pq n y j -

Décomposons la fraction du second membre en éléments simples, nous obte
nons :

1 1
*cp)“ — •7 + r -

Utilisant les formules 1 et 4 du tableau 1 nous trouvons la solution :
x (t) =  1 — e~i.

E x e m p l e  2. Trouver la solution de l ’équation
d*x 
dt2 9z = 1,

vérifiant les conditions initiales: x0 =  xj =  0 pour * =  0.
S o lu  t i on.  Ecrivons* l ’équation auxiliaire (34')

-  1 - 1  
* w  (p2+ 9) = ~  ou 1 =p ( P2+9f-

Décomposant cette fraction en éléments simples, nous obtenons :
1 1
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En vertu des formules 1 et 3 du tableau 1 nous trouvons la solution :
1 1 * —g c°s3*+-g .

E x e m p l e  3. Trouver la solution de Téquation
d*x 
dt2 - 3 * 1 + 2 *  =  /,

vérifiant les conditions initiales: :r0 =  :rj =  0 pour f =  0. 

S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation auxiliaire (34')

**(P) tP2 +  3p+2)
ou

- I l  1
p* (p2 +  3p +  2) p2 (p+1) (p +  2) *

Décomposant cette fraction en éléments simples par la méthode des coeffi
cients indéterminés, nous obtenons :

-  1 1 3  1 1  1
X \P)~  2 p2 4 p + p +  l  4 (p+ 2) *

D’après les formules 9, 1 et 4 du tableau 1 nous trouvons la solution :

E x e m p l e  4. Trouver la solution de l ’équation 
d2x dx c . .
i r + 2 -5r+5a:=sln *•

vérifiant les conditions initiales: x0 =  1, Xq — 2 pour t =  0.
S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation auxiliaire (34')

* (P) (F2 +  2p +  5) =  p-1 +  2 +  2.1 +  L { sin t }
ou

*(p)(P2+2p+5) = p + 4 + ^ p j - ,

d’où nous trouvons x (p) :

z ( p )  =
P +  4

P2 +  2p +  5
1

(P2 + 1) ( P 2 +  2p +  5) ’
Décomposant la dernière fraction du second membre en éléments simples 
nous pouvons écrire :

ou
x(p) s

11
l ô p + A

P * + 2 p + 5

1 , 1 
' 10 p +  5 

P 2 + 1

r (p)=l i . _ £ ± i _ + _ 2 9 _ . ________
KP) 10 (p + 1)2 +  2 2 ^  10-2 (p +  l)2 +  22

1 p  , 1 1
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En vertu des formules 8, 7, 3 et 2 du tableau 1 nous trouvons la solution:

11 29 1 1
x{t)—-jô" cos ^̂  +  '20' e~i s*n ^ —ïô*cos *+"5*s'm *

ou en définitive :

(
11 29 \ 1 1j ç  cos 2t +  sin 2t j — ^  cos t +  sin t.

§ 11. Théorème de décomposition

Il découle de la formule (36) du précédent paragraphe que l ’image 
de la solution d’une équation différentielle linéaire se compose de 
deux termes : le premier est une fraction rationnelle régulière de p, 
le second une fraction dont le numérateur est l ’image du second 
membre F (p) de l’équation et le dénominateur le polynôme tpn (p). 
Si F (p) est une fraction rationnelle, le second terme sera aussi 
une fraction rationnelle. Il faut ainsi savoir trouver l’original dont 
l ’image est une fraction rationnelle régulière. Nous aborderons cette 
question dans le présent paragraphe. Supposons que l ’image L d’une 
certaine fonction est une fraction rationnelle régulière de p

<Pn(p)

Ôn demande dé trouver l ’original. Au § 7 du ch. X du tome I 
nous avons montré que chaque fraction rationnelle régulière peut 
être représentée sous forme de somrne d’éléments simples de 4 types :

I.

II.

A 
p — a ’ 

A
(p — o)h ’

III. +  *
P 2 +  f l l P  +  fl2

où les racines du dénominateur sont complexes,

c’est-à-dire —a2< 0 ,

TV Ap-\-B
(P2 +  «iP +  a 2)ft’ 

complexes.
où 2 , les racines du dénominateur sont

Trouvons l’original pour chacune des quatre fractions simples. 
Pour les fractions du type I nous obtenons eïi vertu de la formu
le 4 du tableau 1 :

..A.. .
p — a Âëal.
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Pour la fraction du type II en vertu des formules 9 et 4 du ta
bleau 1 , nous trouvons :

(p—°)h ( M l th~ V “ (37)

Considérons maintenant les fractions du type III. Effectuons les 
transformations suivantes :

A p + B  
P^+HP + H

A p + B

( p + ’t ) +

= A-
P + H

{ p + ' r Y + ( l f ‘ * - + )  (p+ t ) + ( V ‘ > - + )

+ (b - t )
( '+ * ) * + ( / * - 4 ) ‘

Désignant ici le premier et le second terme respectivement par 
M  et N, nous obtenons en vertu des formules 8 et 7 du tableau 1 :

M- A - y i  a \■ Ae 2 c o s ty  a2 — ÿ-,

Ainsi en définitive :

ai
2 sin t

->e

A p + B  . .
p2 +  aip +  a2 •

_______ B _  _______
i °î , 2 . a‘A cos if 1/ ^2 — t—I---- - sin t y  a» — +

y ^ - 4
(38)

Nous ne donnerons pas ici le cas des éléments simples du type IV 
pour ne pas nous lancer dans des calculs trop fastidieux. Pour quel
ques cas particuliers cette question sera analysée plus bas.

§ 12. Exemples de résolution des équations différentielles 
et des systèmes d'équations différentielles par la méthode 

du calcul opérationnel
E x e m p l e  1. Trouver la solution de l ’équation

d 2x--p--|-4r =  sin Sx, 

vérifiant les conditions initiales æ0 =  0, x 'q =  0  pour t =  0.
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S o l u t i o n .  Composons Téquation auxiliaire (34')

g- * {p) = V+frW *)

_  3_ £
- ,  5 I 5 1 3 , 3  2
J r w _  p2 +  9 '+' p2 +  4 5 '  p2 +  fJ • 10'  p2-f4 ’

d ’où nous tirons la solution
3 1x(t) =  —  sin 21— g- sin 3/.

E x e m p l e  2. Trouver la solution de l'équation
dïx
dt3 + x = 0,

vérifiant les conditions initiales: x0 =  1, .rj =  3t =  8 pour t =  0. 

S o 1 u t i o n. Composons l’équation auxiliaire (34')

*(p) (P:,+  1) = p 2-l +  p-3+ 8,
nous trouvons

. P2+ 3P + 8 _  Pz + 3 p - l - 8
X[P)-  p3 +  l -  0» +  l ) ( p * - p + l )  ' 

Décomposons la fraction rationnelle obtenue en éléments simples:
-3p-|-8 — p +  6 = 2- 1

(p - M) ( p2- p +  1) P + l  1 p2- p +  1 p + 1
V 3

. 11 2
1

P~ 2

V8 (> -* ) , + (JÉL)*
Utilisant le tableau 1, nous écrivons la solution :

T/3 11 . 1 /34 -0  1 /3  . 11 . 1 /3  \
x (/) =  2c  ̂-f- c  ̂— cos 2  ̂"4“ 2 / *

E x e m p l e  3. Trouver la solution de l ’équation
d*x
dt2 -x =  t cos 2t;

vérifiant les conditions initiales: z =  0, :rj =  0 pour 2 =  0.

S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équatiou auxiliaire (34')

x ( P) ( P2+ i ) =  p2 +  4 (p2 +  4)2 >

d'où

* (p )~
5 1 5 1 8 1
9 p2 +  l + 9 p2+4 +  3 (p2+4)« ’
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Par conséquent,
5 5 1 / 1  \x ( /)=  — g- sin / +  — sin 2 / + y  ( y s in  2*-“* cos 2*J •

Il est évident que la méthode du calcul opérationnel permet aussi de ré
soudre les systèmes d’équations différentielles linéaires. Montrons-le sur un 
exemple.

E x e m p l e  4. Trouver la solution du système d’équations

‘S '+ 4 ' î ' +3ÿ=o’
vérifiant les conditions initiales : x =  0, y =  0 pour / =  0.

S o l u t i o n .  Désignons x (/) «7 x (p), y (t) +7 y (p) et écrivons le système 
d’équations auxiliaires :

(3p+2) F  ( p ) + p ÿ  (p) =  - y ,

pF (p) +  (4p+ 3 ) F (P) =  0.
Résolvant ce système, nous trouvons : * 1

4p +  3 1  1 33
x ( p )  =

y (p)

P (P + l)  (Hp +  6) 2p 5(p +  l)
1

(H p + 6) (p+1)
_  1 ( 1
“ 5 Vp+p + 1  llp  +  6

10 (llp  +  6) 7 
11 \
P  +  6  i ’

D’après les images nous trouvons chaque fois l ’original, c ’est-à-dire les solu
tions cherchées du système :

1 1 3
*W*=ô— Ke~l~ 10

y W =  +«■ ' —e 11 )•
On résout d’une manière analogue les systèmes linéaires d’ordre supérieur.

§ 13. Théorème de convolution
Lors de la résolution des équations différentielles par la méthode 

du calcul opérationnel on se sert souvent du
T h é o r è m e  d e  c o n v o l u t i o n .  Si Ft (p) et F2 {p) 

sont les images des fonctions fi (t) et f 2 (i), c'est-à-dire si
F i ( p ) ^ f i ( t )  et F2 ( p ) ^ f 2 {t), 

alors Fi (p) F2 (p) est Vimage de la fonction
t

j  / i ( t ) / 2 (<—x)dT,
0
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autrement dit
L

Fi (p)F2(p) -> f h  ( t )  / 2 (t — t )  dx. (39)
0

D é m o n s t r a t i o n .  Trouvons l ’image de la fonction
t
\  h W U i l  — tfdx,
0

en partant de la définition de l ’image
t oo t

L  { |  fi ( t )  / 2 (* — x)dx} =  j  e~pl [  J /t ( x )  / 2 (it — x) d x ]  dt.
0 0

L’intégrale du second membre est une intégrale double, étendue au. 
domaine limité par les droites t  =  0, % =  t (fig. 398). Changeons 

l ’ordre d’intégration dans cette intégrale, 
nous obtenons alors :

t
F  { |  f i ( x ) f 2 ( t  — T )dx | =

OO oo

= î [/i(T) j e - * % ( t - x ) d t ] d x .

Effectuant le changement de variable t — t  =  z dans l’intégrale 
intérieure, nous obtenons:
oo oo oo
J e-pth  (t -  T) dt =  j  x)/2 (z) dz =  e~px J e~pzf 2 (2) dz=e~ pxF2 (p).
t  0 0

Par conséquent,
t 00

F { j  h  (t) / 2 (t —t) d t}  — j  U (t) e~pxF2 (p) dx =
0 0

OO
=  F2 (p) |  e~pxfi (x) dx =  F2 (p) Ft (p).

1

J ft (t) h  (t —x)dx<- Fi (p) F2 (p).

Ainsi,
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C’est la formule 15 du tableau 1.
t

R e m a r  q u e 1. L’expression | (t) f 2 (t — t) dx est appelée
b

convolution (ou produit de composition) des deux fonctions (/) 
et / 2 (t). L’opération du calcul correspondant est appelée transforma
tion de convolution de deux fonctions et on a alors

t t
/ i  W h  (t— t) dx =  J U (t — t )  f2 W dx.

0 0

La validité de cette dernière égalité peut être établie en effectuant 
le changement de variable t — x =  z dans l ’intégrale du second 
membre.

E x e m pi e . Trouver la solution de l ’équation
dïx
~W æ =  f (t),

vérifiant les conditions initiales : x0 =  :rj =  0 pour t =  0.
S o l u t i o n .  Ecrivons l ’équation auxiliaire (34')

*(p) (p2 +  1) =  F(p),
où F (p) est l ’image de la fonction f (t). Par conséquent, x ( p ) =  0 F {p)

P~ -H i
mais sin t et F (p) — / (t). Appliquant le théorème de convolution (39)

1
P 2 - l

e t  d é s i g n a n t  ^ - j — j  =  ^ 2  ( p ) »  F ( p )  =  ^ i  ( p ) i  n o u s  o b t e n o n s

i
: ( 0  =   ̂ /  ( t ) sin (t — t ) dx. (40)

R e m a r q u e  2. A l’aide du théorème de convolution on peut 
trouver aisément l’image de l ’intégrale d’une fonction donnée 
si l’on connaît l'image de cette fonction; autrement dit, si F {p) -j-> 

/  (/), alors
t

j F ( p ) +  J f{x)dx.
ü

(41)

En effet, si nous introduisons les notations

fi (0 =  / (0. h  (t) = 1 1 alors ^1 (p) =  F (p) 7 Pi (p) =  ~  •

Portant ces fonctions dans la formule (39) nous obtenons la for
mule (41).
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§14 . Equations différentielles des oscillations mécaniques. 
Equations différentielles de la théorie des circuits électriques

On sait de la mécanique que les oscillations d’un point matériel 
de masse m sont décrites par l ’équation *)

dïx , X d x  , k 1 ± , ^ f (42)
dt2 m dt — (01;

x désignant ici l ’écart du point d’une certaine position, k la rigidité 
du système élastique, par exemple du ressort, la force de résistance 
au mouvement est proportionnelle (avec un coefficient de propor

tionnalité À) au premier degré de la vites
se, fi (*) ©st la force extérieure ou de per
turbation.

La solution d’une équation du type (42) 
décrit également les petites oscillations 
d’autres systèmes mécaniques à un degré 
de liberté, par exemple les vibrations de 
torsion du volant sur un arbre flexible si x 
est l ’angle de rotation du volant, m le mo
ment d’inertie du volant, k la rigidité à la 
torsion de l’arbre et mfi (£) le moment des 
forces extérieures par rapport à l ’axe de ro- 

du type (42) décrivent non seulement les 
les phénomènes se déroulant

;=Æ.dti=

Fig. 399

tation. Les équations 
oscillations mécaniques, mais aussi 
dans lqs circuits électriques.

Soit un circuit électrique, composé d’une inductance L, d’une 
résistance R  et d’une capacité C, auquel est appliquée une force 
électromotrice E (fig. 399). Désignons par i le courant dans le circuit 
et par Q la charge du condensateur, alors comme on sait de l ’élec
trotechnique i et Q vérifient les équations suivantes :

£ i r + fli+■§■=•«•
dQ
dt =  l.

Nous obtenons de l ’équation (44) :
d*Q di
dt2 dt

(43)

(44)

(44')

Portant (44) et (44') dans l ’équation (43) nous obtenons pour Q 
une équation du type (42) :

d*Q
dt2 * T + - 5 - e - £ - (45)

*) Cf., par exemple, ch. XIII, § 26, où l ’on a établi une équation de ce 
genre lors de l’étude des oscillations d’un poids fixé à un ressort.
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Dérivant les deux membres de l'équation (43) et utilisant 
l'équation (44), nous obtenons l'équation déterminant le courant i :

T dH , D di 1 . dE //Px
L m + R ^ r + - c l = s r  (46>

Les équations (45) et (46) sont des équations du type (42).

§ 15. Résolution de l'équation différentielle des 
oscillations

Ecrivons l'équation des oscillations sous la forme

7 B -+ « .  £ +  ■ « . * - / « .  (47)

où le sens mécanique ou physique de la fonction recherchée x, des 
coefficients au a2 et de la fonction /  (t) est aisément établi en compa
rant cette équation avec les équations (42), (45), (46). Trouvons la 
solution de l’équation (47), vérifiant les conditions initiales : x =  x0j 
x9 == xo pour t =  0 .

Formons l ’équation auxiliaire pour l’équation (47):

x (P) (p2 +  ai P +  a2) =  X0p -j- x0 +  a 1̂ 0 -f F (p), (48)

où F(p) est l ’image de la fonction f(i). Nous tirons de l ’éga
lité (48);

~ ( n\ =  x0 (Pl +  ̂ o-t-fli^Q , F(p) ; 
\P) + r  p2-\-aiP + a2 (49)

Ainsi, pour la solution Q(l) de l ’équation (45), vérifiant les 
conditions initiales: Q = Q0, Q* =  Ç' pour / =  0, l ’image sera de 
la forme

q __ L (QoP+Qi) H-flQo _j_____F (p)
Lpï+Rp-r-^L Lp2 +  7?p4-- r̂

Le caractère de la solution dépend essentiellement des racines du 
trinôme p2 +  a^p +  a2: seront-elles complexes, réelles et distinctes 
ou réelles et égales. Considérons en détail le cas où les racines du
trinôme sont complexes, c’est-à-dire quand — a2 <  0. On
analysera d’une manière analogue les autres cas.

Comme l ’image de la somme de deux fonctions est égale à la 
somme de leurs images, en vertu de la formule (38) l’original pour 
la première fraction située dans le second membre de (49) sera de la



468 CALCUL OPÉRATIONNEL ET APPLICATIONS [CH. XIX

forme

Q̂P +  ̂ O +  fll̂ Q c 2
P2 +  ûiP +  fl2 X0 COS t

, "ô f

K  °2 t

(50)

Trouvons ensuite l ’original correspondant à la fraction

PZ +  alP +  a2

Nous utiliserons ici lé théorème de convolution en remarquant que

, , .-s— ■'  sin< 1 /  a2- F ( p )  +  fi t)Pa +  ûiP +  a 2 _ /  V  2 4  / w
p fl2 “ 4 “

Par conséquent, nous obtenons d’après la formule (39)

1

HP)
P2 +  ®lP+ a2

j  /  (t) e 2 (* T) sin (/ — t) a2 — dx. (51) 
o

Ainsi, nous obtenons de (49) en tenant compte cle (50) et (51) :

Si la force extérieure /  (J) = 0 , .  c ’est-à-dire si nous sommes en 
présence d’oscillations mécaniques ou électriques libres, la solution 
est donnée par lè premier terme du second membre de T express 
sion (52)v Si lès valeurs initiales sont milles : x 0 =  x'0 =  0* alors 
la solution est donnée par1 le second terme du second membre dé 
l ’égalité (52)■ Considérons ces cas plus en détail.
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§ 16. Etude des oscillations libres
Supposons que réquation (47) décrit des oscillations libres, 

c’est-à-dire que f  (t) = 0 .  Introduisons pour plus de commodité 
dans l’écriture des formules les notations: a± =  2n, a2 =  fc2, fcj =  
=  A;2 — n2. Alors l’équation (47) prendra la forme

£  +  2 » * + * * = .  0. (53)

La solution de cette équation x t vérifiant les conditions ini
tiales (x =  x 0j x ' =  x[ pour t =  0) est donnée par la formule (50) 
ou par le premier terme de la formule (52) :

x\ (t) = e~ni ^ocos7ci^+ x°■̂ ~ l sin Jctf j . (54)

Posons x 0 =  a, =  6 . Il est évident que pour tout a et b
1

on peut choisir M  et ô de sorte que l ’on ait a = M  sin o, b =  
=  M  cos ô, alors M 2 =  a2 -f- 62, tg ô =  a/b. Ecrivons la formule 
(54) sous la forme :

x\ =  e“n/ [M cos k±t sin ô +  M  sin kit cos ô], 

on peut alors en définitive écrire la solution ainsi :

x\ = Y  a2 '-f b2 e~ni sin (ktt + !ô). (55)
La solution (55), correspond aux oscillations amorties.

Si 2n =  ai =  0, c’est-à-dire si l ’on néglige le frottement interne, 
alors la solution sera de la forme

x\ =  Y  a2 +  b2 sin {kit +  ô).
Nous aurons dans ce cas des oscillations harmoniques. (Dans le 

ch. X III, § 27 sont donnés sur les fig. 276 et 278 les graphiques 
des oscillations harmoniques et amorties.)

§ 17. Etude des oscillations harmoniques amorties dans le 
cas d’une force extérieure périodique

Lors de l’étude des oscillations élastiques des systèmes méca
niques et particulièrement lors de l ’étude des oscillations électriques, 
on est amené à considérer divers types de forces extérieures /  (t). 
Etudions en détail le cas d’une force extérieure périodique. Suppo
sons que l ’équation (47) soit de la forme

d̂ X * n  djC * 7 o j * _2« - j f  -f k-x =  A sin (ùt. (56)
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Pour élucider la nature du mouvement il suffit de considérer le 
cas où Xq =  x'Q =  0. On pourrait obtenir la solution de l ’équation 
d’après la formule (52), mais il est plus commodé ici du point de 
vue méthodique d’obtenir la solution en effectuant tous les cal
culs intermédiaires.

Ecrivons l’équation de l ’image
* (p) (p2+  2np +  fc2) =  A -— p- . 

d’où nous obtenons :

x  ^  ( P 2 +  2 np +  k2) ( p 2  +  © 2 )  ( 5 7 )

Considérons le cas où 2 /z^ 0  (n2<lk2). Décomposons la frac
tion du second membre en fractions simples :

A(ù _  Np~\-B , Cp-\-D
(pZ+2np+kZ)  (p2+û)2) ~~p' +  lnp  +  l ë ^  p2 +  co2 (58)

Nous déterminons les constantes iV, J5, C, D par la méthode des 
coefficients indéterminés. Utilisant la formule (38) nous tirons 
de (57) l ’original

x ^  =  (&2— œ2)2 +  ,4rc2cD2 — co2) sin co£ — 2rc(o cos co£ -f-

+  é~nt [(2n2 — Zca -f co2) —  sin /c1̂ + 2mocosA;1̂ J j- ; (59)

ici de nouveau kt =  k2 — n2. C’est précisément la solution de 
l’équation (56), vérifiant les conditions initiales : x Q =  s ' =  0 
pour t =  0 .

Considérons le cas particulier 2n =  0. Dans un système méca
nique par exemple, cela correspond au cas où il n ’y a pas de résistance 
interne, pas d’amortisseurs. Pour un contour électrique cela cor
respond au cas où R  =  0, autrement dit que là résistance interne 
du circuit est nulle. L’équation (56) prend alors la forme

-^jr +  k2x = A sin cùt, (60)

et nous obtiendrons la solution de cette équation vérifiant les condi
tions £ 0 =  x' =  0 pour £= 0, si nous posons dans la formule (59) n =  0 :

• i

x ( t ) ~  ® s inkt+ ksinat] .  (61)

Nous avons ici la somme de deux oscillations harmoniques: 
les oscillations propres de fréquence k :

A  co . . .
^prW — k2-̂ ü& k sm ^
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et les oscillations forcées de fréquence (ù :

Æforc (0  — £2_ ù)2 s*n

Dans le cas où (o, le caractère des oscillations est représenté 
sur la fig. 400.

Revenons encore une fois à la formule (59). Si 2n >  0, ce qui 
a lieu pour les systèmes mécaniques et électriques considérés, le 
terme, contenant le facteur e~nt et représentant les oscillations 
propres amorties, décroît rapidement lorsque t  croît. Pour les t 
suffisamment grands, le caractère _ 
des oscillations est déterminé par le 
terme ne recelant pas le facteur e~nl, 
c’est-à-dire le terme

X{t): (k2-<ù2)*+4n2(ù2 
— 2n(ù cos cctf}.

Introduisons les notations : 
A (k2 --cû2 )

{(A:2 —co2) sin coi — 

(62)

i I |  * . 
r  I j ! I |  1 î

CA 1 i ! ! ! i | 1 1

(k2 —  0)2)2 4 « 20)2

A*2n(ù _
(k2 — 0)2)2 -|- 4/12Gl)2

= M  cos 6 ; 

M  sinô,
(63)

ou
M  = V  (fc2 — 0)2)2+ 4n20)2 

On peut écrire ainsi la solution (62) :

*(<) =  -

Fig. 400

sin (coi-f-ô). (64)

Il découle de la formule (64) que la fréquence k des oscillations 
forcées ne correspond pas à la. fréquence co de la force extérieure. 
Si la résistance interne caractérisée par le nombre n est faible et si 
la fréquence co est proche de la fréquence fc, l’amplitude des oscilla
tions peut être rendue arbitrairement grande, car le dénominateur 
peut être rendu aussi petit que l’on veut. Pour n =  0, co2 =  fc2, 
la solution ne s’exprime pas par la formule (64).

§ 18. Solution de l’équation des oscillations dans le cas 
de la résonance

Considérons le cas particulier a4 =  2n =  0 , c’est-à-dire quand 
la résistance est nulle, et là fréquence de la force extérieure coïncide 
avec la fréquence des oscillations propres k =  ce. Dans ce cas l’équa-
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tion prend la forme
+  k2x =  A sin kt. (65)

Nous cherchons une solution de cette équation vérifiant les 
conditions initiales: x0 =  0, x'Q =  0 pour t =  0. L’équation auxi
liaire sera

d ’où

X (?) =  Q,2.|.£2)2 * (.̂ ®)

Nous avons obtenu une fraction rationnelle régulière du type IV 
que nous n’avons pas étudiée sous sa forme générale. Pour trouver 
l ’original de l ’image (66) nous aurons recours à l’artifice suivant. 
Ecrivons l’identité (formule 2 , tableau 1)

DO

' (67)

Dérivons *) les deux membres de cette égalité par rapport à k :

p2+*2~  (p2_|_fc2)2 =  PltCOSktdt.
0

Utilisant l ’égalité (67), nous écrirons ainsi cette égalité :

-  jpqrp jï =  J e"P' [*cos k t~ T sin *•
0

Il en découle immédiatement :

( ï 4 ^ i ^ ( T sinto- ïcôs^)
(nous obtenons de cette formule la formule 13 du tableau 1). Ainsi 
la solution de l’équation (65) sera

x {t) = ~  sin kt — t cos kt ̂  (68)

Etudions le second terme de cette solution

x2 (t) == — — t cos kt ; (68 ')

*) I/intégrale du second membre peut être représentée sous la forme d’une 
somme de deux intégrales de la variable réelle dont chacune dépend , du para
mètre k.
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lorsque t croît, cette quantité n ’est pas bornée. L’amplitude des 
oscillations correspondant à la formule (68 ') augmente indéfini
ment lorsque t croît indéfiniment. Par conséquent, l ’amplitude des 
oscillations correspondant à la formule (68) augmente aussi indé
finiment. Ce phénomène qui a lieu quand la fréquence des oscilla
tions propres coïncide avec la fréquence de la force extérieure est 
appelé résonance (cf. également ch. XIII, § 28, fig. 280).

§ 19. Théorème du retard

Supposons que la fonction /  (t) soit identiquement nulle pour 
t <  0 (fig. 401, a). Alors la fonction /  (£ — tQ) sera identiquement 
nulle pour t <C t0 (fig. 401, fc). Démontrons le théorème du retard 
suivant.

Fig. 401

T h é o r è m e .  Si F (p) est Vimage de la jonction f  (t), alors 
e~pt° F (p) est Vimage de la jonction j  (t — t0), c'est-à-dire si j  (t) <r 

F (p), alors
j  (t — j 0) <- e~pt° F (p). (69)

D é m o n s t r a t i o n .  Par définition de l ’image nous avons :
oo

L { f ( t - t 0)}=  j  e-*tf ( t - t 0)dt =
0

*o 00
=  j  e~pif ( t — t0)dt~\~ j  e'plj ( t - t Q) dt.

o *0

La première intégrale du second membre de l ’égalité est nulle 
car j  {t — tQ) = 0  lorsque t <  20- Effectuons dans la seconde inté
grale un changement de variable en posant t — tQ = 2 :

L { f  ( t - t 0) } =  J e-p(*+<o)/(z)dz =  e-P'o
Ü

00

f e~pzf  (z) dz = e~ptoF (p). 
0
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Ainsi, /  (t
Exemple,  

side: a0 (0

— F  (p).
Nous avons établi au § 2 pour la fonction unité de Heavi- 

1 ’— . Il découle en vertu du théorème démontré que pour la

ô0{t~h)

0 h t

Fig. 402

fonction 0o(£—A) représentée sur la fig. 402 l ’image L 
c’est-a-dire

• 1o0 (t — h)* -- -- -- -- -- - e~vhm
• P

§ 20. La fonction delta et son image 

Considérons la fonction
{ 0 pour £ < 0 ,

4  Pour 0<*</& , (71)

0 pour h ^ t ,
représentée sur la fig. 403.

Si Ton assimile cette fonction à une. force agissant pendant 
un intervalle de temps de 0 à h, le reste du temps étant nul, il est
évident que T impulsion de cette force 
est égale à l ’unité.

D’après les formules (8) et (70) 
l ’image de cette fonction est

1 ( 1 __ L e~ph)
à [ p  1 p e ) ’

c’est-à-dire

(72)

En mécanique il est commode de considérer les forces agissant 
pendant un très bref intervalle de temps comme des forces d’une 
action instantanée mais d’une impulsion finie. C’est pourquoi on 
introduit la fonction ô (£) en tant que limite de la fonction a± (t, h)

sera —
P

(70)
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Jorsque ü -^ O :
ô’(2) =  lim ot (t , h) *). (73)

h—y 0
Cette fonction est appelée fonction unité ou fonction delta. 

Posons naturellement
oo

J ô («)#='  1. (74)
— oo

On écrit également
o

=  (75)
0

Notons que la fonction ô (a;) est utilisée non seulement en mé
canique; on la trouve dans de nombreuses branches des mathéma
tiques et notamment dans la résolution de nombreuses équations 
de la physique mathématique.

Considérons l ’action ô (£) si elle est assimilée à une force. Cher
chons la solution de l’équation

■ £-«(*>  (76)
dsvérifiant les conditions initiales s =  0, -^ -= 0  pour £ =  0. De 

l ’équation (76) et compte tenu de (75) il vient
t

v=  —  ̂ ^ 8 ( T ) d r  = l  (77)
0

quel que soit t, et en particulier pour t =  0. Par conséquent, en 
définissant ô (x) au moyen de l’égalité (73), on peut assimiler cette 
fonction à une force communiquant à un point matériel de masse 
égale à l ’unité, à l ’instant t . =  0 , une vitesse égale à l ’unité.

Définissons l’image L de la fonction ô (£) comme la limite de 
l ’image de la fonction Oj (t, h) lorsque 0 :

■k (x)} — T  * i ~ e~Ph
h-+ 0 P h 'P =  1

(pour établir cette limite on s’est servi de la règle de L’Hospital). 
Donc

ô (* )< -!. (78)
On définit ensuite la fonction ô (t — £0) que l ’on peut assimiler à 
une force communiquant pendant un temps très court, à l ’instant

*) Il ne faut pas perdre de vue que ô (t) n’est pas une fonction dans le sens 
habituel de ce terme. (Bien des auteurs physiciens l ’appellent fonction de 
Dirac.)
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t = tç, à une masse égale à l ’unité, une vitesse égale à l ’unité. 
Il est évident qu’en vertu du théorème du retard nous aurons :

(79)
Par analogie avec (75) on peut écrire :

*0
j  Ô ( t - t 0)dt  =  l.  (80)
«0

De l’interprétation mécanique que nous venons de donner il 
résulte que si la fonction delta se trouve dans le deuxième membre 
d’une équation elle peut en être éliminée par un changement adé
quat des conditions initiales.^ Illustrons ce que nous venons de 
dire par un exemple simple. Soit à résoudre l’équation différen
tielle

-g -= /(* )  +  ô(i) (81)

avec les conditions initiales : x 0 =  0, a;' =  Opour t == 0. L’équâtion 
auxiliaire est

p*~x [p) =  F (p) +  1, (82)
d’où

x (p )= l $ - + j r .

D’après les formules (9) et (15) du tableau il vient

x
t

(t) =  j  /(*) (t — x )d r +
0

t. (83)

Nous aurions abouti à ce même résultat si nous avions eu à ré
soudre l ’équation

d*x 
dt2 - U t )

avec les conditions initiales : x 0 =  0, x'0 =  1 pour t =  0. Dans 
ce cas l’équation auxiliaire aurait été :

p2x (P) -  1 =  F {p). (84)
Elle est équivalente à l ’équation auxiliaire (82) et sa solution coïn
cidera, par conséquent, avec la solution (83).

En conclusion nous allons noter une importante propriété de 
la fonction delta. D’après les égalités (74) et (75) nous pouvons 
écrire

0  pour — oo<;^ < 0 ,
1 pour 0 < ^ <  oo,
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c’est-à-dire que cette intégrale est égale à la fonction unité a0 (2) 
de Heaviside.

Par conséquent,
t

o0(t)=  J  ô(x)dT. (86)
—  ° °

En dérivant par rapport à t les deux membres de l ’égalité, nous 
obtenons l’égalité conditionnelle

O*; (t) =  ô (*). (87)
Pour mieux comprendre le sens de l’égalité conditionnelle (87) 
considérons la fonction a 0 (t , h) représentée sur la fig. 404. Il est 
évident que

(t, h) =  <Ti (t, h) (88)
(à l’exception des points t =  0 et t =  h). En passant à là limite

lorsque 0 dans l’égalité (88), on voit que a 0 (t, h) ->* do (£) ce 
qu’on note par

0 ' (t , h ) 0 ' (t) lorsque A->0 .

Le deuxième membre de l’égalité (88) 0 * (t , h) ô (£) lorsque 
h~>- 0. Par conséquent, l ’égalité (88) prend la forme de l ’égalité 
conditionnelle (87).

Exercices

Trouver la solution des équations suivantes pour les conditions initiales 
données :

1. - ^ + 3 - ^  +  2x =  0, x =  l , x' =  2 pour * =  0. Rép. T=4e”* —3e-2*.
_ d?x d2x

dt3 dt2 0, a; =  2, æ' =  0, x ’ — 1 pour £ =  0. Rép. æ =  1 — i +  e*.
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3.

4.

5.

d2x dx (a2 +  62)Æ =  0, x=zXfa xf =  xq pour t — 0. Rép. x=±dt2 dt
eat

=  —— cos bt -|- (xq — a:oa)sin&/].
/J2r i7r 1

- j 7ô----3 - -  +  2j: =  e5f, x =  l ,  x' =  2 pour Z =  0. Rép. e&-\-atù at
+ \  «*+■§■e8*-

d?x ■f- m2x =  a cos nt, x  —  x q , x '  =  X q pour / =  0.dt2 
Rép. x = m2 — ri2 ( c o s  71/ —  COS 771/) -f- X q  COS 77lZ - |------— S Îll 77l/.

/72r dx 1
—  =  *2, 1 =  0, x' =  0 pour « =  0. Rép. z =  2 e ' -  *3—<2—2< —2.tfZ" CfcZ O

Ht* =  — Z2e*, x — x' =  xn =  0 pout Z =  0. Rép.  ̂=  — ^/2~3/ - | — e*—
1

1 . 1 f Zl / 3  n /ô  . * 1 /31  J  .
- 2 4 e' T  | C0S "1 -----V 3 s m ^ - |  «

d/̂ x8. - ^ -  +  * = 1 , .T0 =  xS=a;ï =  0 pour Z =  0. 

Rép. a: =  l — — cos •

9. d4Æ
~W

d2x
"dz2"

1
- a :  s î t i  Z7 x0 =  x!) =  x"q =  j - '  "  =  0  p o i i r /  =  0 .

Rép. -  [e* (/—2) +  e“* (/ +  2) +  2 sin /].
10. Trouver la solution du système d’équations différentielles 

d?x . . d2y n
dt2 + Æ —

vérifiant les conditions initiales x0 =  I/o = ;lo — I/o =  ̂  Pour * =  0- 

Rép. i( ( )  =  - | c o s  < + - i e < + ~  e-',

y (0 =  —y c°s<- 1 1



Chapitre XX

ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS 
ET DE LA STATISTIQUE MATHÉMATIQUE

L’expérience de tous les jours confirme que dans de nombreuses 
situations pratiques de la vie courante, ainsi que lors des recherches 
scientifiques nous sommes continuellement confrontés avec des 
situations pour lesquelles les lois du déterminisme rigoureux aux
quelles nous sommes familiarisées depuis notre enfance ne sont 
plus valables. Citons quelques exemples. Supposons que nous nous 
intéressons au nombre d’appels qu’un service d’ambulance reçoit 
tout au long de la journée.

De nombreuses observations montrent, qu’il n’est pas possible 
de prévoir avec exactitude le nombre d’appels que recevra le service 
au cours des journées à venir. Ce nombre est soumis à des fluctua
tions importantes et aléatoires. Le temps que dçvra passer le mé
decin au chevet du malade à partir du moment de l ’appel de l ’am
bulance est également aléatoire.

Si on met à l’essai un certain nombre N  de pièces quelconques, 
fabriquées semblerait-il dans des conditions identiques à partir 
des mêmes matériaux, le temps s’écoulant entre le début de l ’essai 
jusqu’à la mise hors d’usage de la pièce (jusqu’à l ’état de rebut) 
s’avère aléatoire et soumis à une fluctuation assez forte.

Quand on procède à un tir au but on observe une dispersion 
des projectiles. Il n’est pas possible d’indiquer à l ’avance l’écart 
entre le point d’impact du projectile et le centre de l’objectif, c’est 
une grandeur aléatoire.

La simple constatation du caractère aléatoire d’un événement 
est absolument insuffisante pour que l’on puisse utiliser efficace
ment un phénomène naturel, ou contrôler un processus technolo
gique; il convient d’apprendre à estimer quantitativement les évé
nements aléatoires et à prévoir leur déroulement. C’est là l’èxigence 
impérieuse des problèmes théoriques et pratiques.

Deux disciplines mathématiques, la théorie des probabilités 
et la statistique mathématique, s’occupent précisément de la solution 
des problèmes qui se posent dans ce domaine et de la création d’une 
théorie mathématique générale. La théorie des probabilités et ses 
applications dans les nouvelles branches de la science se sont large
ment développées ces derniers temps grâce notamment aux recher-



480 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [CH. XX

ches des savants soviétiques. Il importe de citer tout d'abord les 
travaux de A. Kolmogorov, B. Gnedenko, N. Smirnov.

Nous exposerons dans ce chapitre les éléments de la théorie 
des probabilités et de la statistique mathématique.

§ 1. Evénement aléatoire. Fréquence relative d’un
événement aléatoire. Probabilité d’un événement. Objet de 

la théorie des probabilités

La notion fondamentale de la théorie des probabilités est celle 
d■événement aléatoire. On appelle événement aléatoire un événement 
qui pour certaines conditions peut soit se réaliser, soit ne pas se 
réaliser.

E x e m p l e  1. L’apparition du côté face, quand on jette une pièce 
de monnaie, est un événement aléatoire.

E x e m p l e  2. Le fait d’atteindre le but visé au cours d?un tir est un 
événement aléatoire.

E x e  m p 1 e 3. Lors de la fabrication d’un cylindre d’un diamètre requis 
de 20 cm, le fait de commettre une erreur inférieure à 0,2 mm avec les moyens 
de production dont bn dispose est un événement aléatoire.

D é f i n i t i o n  1. On appelle fréquence relative p* d’un événe
ment aléatoire A le rapport m* du nombre de réalisations de cet 
événmeent au nombre total n* d’épreuves identiques réalisées au 
cours desquelles l ’événement donné aurait pu ou non se produire. 
Nous écrirons :

P *{A)=p* =  ^ .  (1)

Il découle de l ’observation de divers phénomènes que si le nombre 
d’épreuves dans chaque série est pratiquement peu élevé, les fré
quences relatives de l ’apparition de l ’événement A  dans chaque 
série peuvent notablement différer l ’une de l ’autre. Si le nombre 
d’épreuves dans les séries est élevé, alors, en règle générale, les 
fréquences relatives de l ’apparition de l ’événement A dans les 
diverses séries différeront peu les unes des autres et ceci d’autant 
plus que le nombre d’épreuves dans les séries est élevé. On dit alors 
que pour un nombre élevé d’épreuves la fréquence relative présente 
de moins en moins un caractère aléatoire. Notons toutefois qu’il 
existe des événements à fréquence instable, de sorte que ses valeurs, 
même pour de très grandes séries, peuvent fortement différer les unes 
dès autres.

L’expérience montre que, dans la grande majorité des cas, il 
existe un nombre constant p tel que les fréquences relatives de la 
réalisation de ^événement A  pour un grand nombre d’épreuves 
répétées diffèrent très peu, quelques Tares cas excepté, de ce nombre p .
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Ce fait empirique s’écrit symboliquement de la manière sui
vante :

TTC* _ _  

r a *  n * ~ v o o
(2)

Le nombre p est appelé probabilité de la réalisation de l ’événe
ment aléatoire A . L’écriture symbolique de cette phrase est alors

P (il) =  p . (3)
La probabilité p est une caractéristique, objective de l ’éven

tualité de la réalisation de l ’événement A pour les épreuves don
nées, définie par la nature de l’événement A.

La fréquence relative diffère peu pour un nombre élevé d’épreu
ves de la probabilité, exception faite de « cas très rares » dont on 
peut souvent négliger l ’éventualité.

La relation (2) est habituellement formulée de la manière sui
vante :

Quand le nombre d'épreuves (expériences répétées) rc* augmente 
indéfiniment la fréquence relative de l'événement A tend vers la pro
babilité p de la réalisation de cet événement.

R e m a r q u e .  Dans nos raisonnements précédents nous avons 
postulé à l’appui de faits empiriques la relation (2). On peut égale
ment postuler d’autres conditions naturelles, découlant de l’expé
rience.* Dans ce cas on pourra établir la relation (2), qui sera alors 
un théorème. C’est le théorème bien connu en théorie des probabilités 
de J. Bernoulli (1654-1705).

La probabilité étant une caractéristique objective de l ’éyentua- 
lité de la réalisation d’un certain événement, on doit savoir, pour 
prévoir la nature du déroulement de nombreux processus, que l’on 
considère dans la gestion de la production, l ’économie, la science 
militaire, etc., déterminer la probabilité de la réalisation de certains 
événements complexes. La détermination de la probabilité de la 
réalisation d ’un événement d’après les probabilités des événements 
élémentaires conditionnant l ’événement complexe considéré, l ’étude 
des lois probabilistes régissant les divers événements aléatoires 
constituent l ’objet de la théorie des probabilités.

§ 2. Définition classique de la probabilité et calcul 
direct des probabilités

Dans de nombreux cas, l ’analyse de l’épreuve correspondante 
permet de calculer la probabilité de l ’événement aléatoire considéré.

Pour expliciter l’exposé qui suivra considérons l’exemple suivant.
E x e m p l e  1. Nous appellerons dé à jouer un cube homogène, sur les 

faces duquel sont notés les chiffres de 1 à 6. Considérons l ’événement aléatoire 
consistant en l ’apparition du nombre l (1 ^  Z 6) sur la face supérieure du 
cube quand on jette le dé. Comme, en vertu de la symétrie du dé, les événements
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consistant en l ’apparition d’un certain nombre compris entre 1 et 6 sont éga
lement probables, on les appelle équiprobables. Quand on jette le dé un grand 
nombre de fois on peut s’attendre à ce que le nombre Z, de même que chacun des 
nombres compris entre 1 et 6 apparaîtra sur la face supérieure du dé environ
-^-fois. C’est là un fait confirmé par l ’expérience.

1
La fréquence relative sera proche du nombre p* =  -g-. C’est pourquoi on 

estime que la probabilité de l’apparition du nombre Z, de même que de toutj
autre nombre compris entre 1 et 6, sur la face supérieure du dé, est égale à .b

Nous passerons maintenant à l’analyse des événements aléatoires 
dont les probabilités peuvent être calculées directement.

D é f i n i t i o n  1. Des événements aléatoires sont dits incom
patibles pour une épreuve donnée s’il est exclu qu’au cours de cette 
épreuve deux d’entre eux puissent avoir lieu simultanément.

D é f i n i t i o n  2. Nous dirons que les événements aléatoires 
forment un système exhaustif (ou complet), si au cours de chaque épreu
ve chacun d’entre eux peut être réalisé, tout en excluant la réalisa
tion de tout autre événement incompatible avec eux.

Considérons le système exhaustif d'événements aléatoires équipro
bables et incompatibles. Nous appellerons ces événements des cas 
(ou chances).

Un cas de ce système est dit favorable à la réalisation de l’événe
ment A, si l ’apparition de ce cas implique la réalisation de l’événe
ment A.

E x e m p l e  2. Une urne contient 8 boules numérotées de 1 à 8. Les 
boules affectées des chiffres i, 2 et 3 sont rouges, les autres sont noires. Le tirage 
de la boule numéro 1 (de même que des boules numéro 2 ou 3) est un événement 
favorisant l ’apparition d’une boule rouge.

Pour le cas considéré on peut donner une définition du concept 
de probabilité différente de celle du § 1.

D é f i n i t i o n  3. On appelle probabilité p de l ’événement A 
le rapport du nombre m de cas favorables au nombre n de tous les 
cas possibles constituant le système exhaustif d’événements équipro
bables incompatibles, ou symboliquement

P (A) =  p = £ .  (1)
D é f i n i t i o n  4. Si tous les n cas formant un système exhaus

tif d’événements équiprobables incompatibles sont favorables à la 
réalisation d ’un événement quelconque, un tel événement est dit 
certain; la probabilité d’un événement certain est p =  1.

Un événement auquel aucun des n cas formant un système exhaus
tif d’événements équiprobables incompatibles n ’est favorable est 
dit événement impossible; sa probabilité p =  0.

R e m a r q u e  1. Les affirmations inverses sont également 
vraies dans ce cas. Toutefois dans d’autres cas, par exemple, dans
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le cas d’une variable aléatoire continue (§ 12), les affirmations inver
ses peuvent être fausses, en d’autres termes le fait, que la probabilité 
d’un événement est égale à 1 ou à 0, n’implique pas nécessairement 
que cet événement est certain ou impossible.

Il découle de la définition de la probabilité qu’elle vérifie la 
relation

0 ^  p  ^  1 •
E x e m p l e  3. On choisit une carte dans un jeu de 36 cartes. Quelle est 

la probabilité pour que ce soit un pique ?
S o l u t i o n .  Nous avons ici le schéma des cas équiprobables. L’évé

nement A consiste en l ’apparition d’une carte de pique. Le nombre totale de 
cas est n =  36. Le nombre de cas favorables à l ’événement A est m =  9.

9 1Nous avons, par conséquent, p — gg =

E x e m p l e  4. On jette simultanément deux pièces. Quelle est la proba
bilité d’amener face sur les deux pièces ?

S o l u t i o n .  Composons le schéma des cas possibles.

P rem ière
p ièce

Seconde
p ièce

1er cas face face
gième cas face pile
gièmc cas pile face
4*ème cas pile pile

Nous avons en tout 4 cas possibles, dont un seul est favorable. Par conséquent, 
la probabilité d’amener face sur les deux pièces est p — .

g
E x e m p l e  5. La probabilité d’atteindre un objectif est jg quand le tir

7
est exécuté avec une première arme et jg quand il est exécuté avec une seconde
arme. Trouver la probabilité de toucher la cible, si le tir est effectué simulta
nément avec les deux armes. On estime que la cible est atteinte, s’il est touché 
par l ’une au moins des armes.

S o l u t i o n .  On peut simuler ce problème de la manière suivante. Deux 
urnes contiennent chacune 40 boules numérotées de 1 à 10. La première urne 
contient 8 boules rouges et 2 noires, la seconde 7 boules rouges et 3 noires. On 
retire une par une les boules de chaque urne. Quelle est la probabilité que l ’une 
au moins des 2 boules retirées soit rouge ?

Comme n’importe quelle boule de la première urne peut être retirée avec 
n’importe quelle boule de la seconde urne, le nombre de cas est 100, ainsi 
n =  100.

Calculons le nombre de cas favorables.
Lors du prélèvement de chacune des 8 boules rouges de la première urne 

simultanément avec une boule quelconque de la seconde urne, il y aura parmi 
les boules sorties au moins une boule rouge. Le nombre de tels cas est 10 X 8 == 
=  80. Lors du prélèvement de chacune des deux boules noires de la première
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urne simultanément avec chacune des 7 boules rouges de la seconde urne il y aura 
une boule rouge parmi les boules sorties. Le nombre de ces cas sera 2 X 7 = '  
=  14. Le* nombre total de cas .favorables sera ainsi m =  80+ 14  =  94.

La probabilité pour qu’il y ait parmi les boules sorties au moins une boule 
rouge est

— m -  94
P~~n 100 '

C’est précisément la probabilité de tire au but.

R e m a r q u e  2. Dans cet exemple nous avons ramené le pro
blème du calcul de la probabilité de tir au but au problème de la 
probabilité de l ’apparition de telle ou telle boule lors du prélève
ment des boules d’une urne. De nombreux problèmes du calcul des 
probabilités peuvent ainsi être réduits à ce «schéma à urnes». 
C’est pourquoi les problèmes du prélèvement des boules d’une urne 
peuvent être considérés comme des problèmes généralisés.

E x e m p l e  6. Un lot de 100 articles recèle 10 pièces défectueuses. Quelle 
est la probabilité pour que parmi 4 pièces prises au hasard trois soient sans défaut.

S o l u t i o n .  Il existe n =  C} 00 manières de choisir 4 pièces dans un lot 
de 100. Le nombre de cas pour lesquels 3 des 4 pièces prélevées seront sans défauts 
est égal a ttl —  C g o  *Cjq.

La probabilité cherchée sera alors:
TO_ Cg0. q 0 _1424  

P n ~~ Cfoo “ 4753

§ 3. Somme des probabilités. Evénements aléatoires 
contraires

D é f i n i t i o n  1. On appelle somme de deux événements Ai 
et A 2 l ’événement C, consistant en la réalisation de l ’un au moins 
de ces deux événements.

Nous considérerons plus bas la probabilité de la somme de deux 
événements incompatibles Ai et A 2. Désignons la somme de ces 
événements par

Ai -|- A 2
ou encore

Ai ou A 2 *).
Passons maintenant au théorème suivant, dit théorème d'addition 

des probabilités (ou des probabilités totales).
T h é o r è m e  1. Supposons qu'au cours d'une épreuve {phénomène, 

expérience) un événement aléatoire A t de probabilité P (Aj) et un évé-

*) Remarquons, que dans cette expression le mot « ou » ne possède pas 
le caractère d exclusion mais signifie simplement que l ’un au moins de ces 
événements se réalisera conformément à la définition 1.
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nement A 2 de probabilité P (.A 2) puissent être réalisés. Les événements 
Ai et A 2 sont incompatibles. La probabilité de la somme de ces événe
ments, c'est-à-dire de l'événement consistant en la réalisation ou bien 
de l'événement A u ou bien de l'événement A 2, est alors calculée d'apres 
la formule

P '{Ai ou A 2) = P (AJ +  1?(A2). (1)
D é m o n s t r a t i o n .  Soit

p w - —
Les événements Ai et A 2 étant incompatibles pour un nombre 

total n de cas, le nombre de cas favorables à la réalisation simulta
née des événements Ai et A 2, est égal à 0, et le nombre de cas favo
rables à la réalisation ou bien de l’événement Ai, ou bien de l’évé
nement A 2 est égal à m± +  m 2. Par conséquent,

P (A, ou Az) = ? ^  = ̂ + - ^  = P(Ai)+ P (A 2)
ce qu’il fallait démontrer.

On peut démontrer d’une manière analogue ce théorème pour un 
nombre arbitraire de termes

P {At ou A 2 ou . . . ou A n) =  P (̂ 4j) +  P (̂ 42) +  • 

Cette dernière égalité s’écrit encore:
n n

p (2 * }  = 2*<4>-

• +  P (iln).
fl')

( 1 ")
i= i i= i

R e m a r q u e .  Nous avons démontré le théorème d’addition 
pour le schéma des cas, quand la probabilité peut être déterminée 
par un calcul direct. Nous estimerons par la 
suite que le théorème de l’addition des pro
babilités est également valable dans le cas, 
où il n ’est pas possible d’effectuer le calcul 
direct des probabilités. Cette affirmation est 
basée sur les considérations suivantes. Les 
probabilités des événements pour un grand 
nombre d’expériences sont proches (à de 
rares exceptions près) des fréquences relati
ves, et pour ces dernières la démonstration 
peut être conduite exactement de la même 
manière, qu’il a été fait plus haut. Cette 
remarque concerne également les démonstrations des théorèmes 
suivants, qui feront appel au schéma à urnes.

E x e m p l e  1. On effectue un tir au but D composé de 3 zones dis
jointes (fig. 405). La probabilité de tomber dans la zone I est : P (4 i)=  celle

Fig. 405
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de tomber dans la zone II est: P (A 2) =  Jôget celle de tomber dans la zone 
17III est: P (4 3) =  jôq • Quelle est la probabilité de tomber dans la zone D ?

L’événement A consiste dans le fait de tomber dans le domaine D.  D’après 
la formule (1') nous avons:

t; 00
P (4 1) +  P (^ 2) +  P (J43) = î5 g + i55+ îü5= ï55 .

D é f i n i t i o n  2. Deux événements sont dits contraires, s’ils 
sont incompatibles et s’ils constituent un système (exhaustif).

Si nous désignons par A l ’un des événements, nous désignerons 
l ’événement contraire par A .

Supposons que la probabilité de réalisation de l ’événement A 
est p, alors nous désignerons la probabilité de la non-réalisation 
de l ’événement A , c’est-à-dire la probabilité de la réalisation de 
l’événement A , par P (A) =  g.

Gomme au cours de l ’expérience il se réalisera absolument soit 
l ’événement A, soit l ’événement A, nous obtiendrons en vertu du 
théorème (1) :

P (A) +  P (À) =  1, 
autrement dit la somme des probabilités des événements contraires 
est égale à Vunité:

p  + q = 1. (2)
E x e m p l e  2. On effectue une certaine mesure. Désignons par A le 

fait d’obtenir des erreurs inférieures à X. Soit P (4) =  p. L’événement contraire, 
c]est-à-dire le fait d’obtenir une erreur supérieure ou égale à X, est l ’événement 
A . La probabilité de cet événement est P {A) =  q =  1 — p.

C o r o l l a i r e  1. Si les événements aléatoires A l7 A 2, . . A n 
constituent un système exhaustif d'événements incompatibles, on a 
l'égalité

P ( -̂î) +  P (^ 2) +  • • • +  P Odn) = 1 -  0)
D é m o n s t r a t i o n .  Comme les événements A ly A z, . . A n 

constituent un système exhaustif d’événements la réalisation de 
l ’un de ces événements est un événement certain. Par conséquënt,

P (A± ou A 2, ou . . .  ou A n) =  1.
Transformant le premier membre d’après la formule (1') nous obte
nons l ’égalité (3).

D é f i n i t i o n  3. Les événements aléatoires A et B  sont dits 
compatibles, si au cours d’une épreuve donnée les deux événements 
peuvent avoir lieu, autrement dit, si les événements A et B  peuvent 
être réalisés simultanément.
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Nous désignerons par (A ou B) ou (AB) révénement consistant 
en la réalisation simultanée des événements A et B. Nous désignerons 
la probabilité de la réalisation simultanée des événements A  et B 
par P (A et B).

T h é o r è m e  2 .L a  probabilité de la somme de deux événements 
compatibles est déterminée par la formule

P (A ou B) =  P (A) +  P (B) -  P (A et B). (4)
Nous donnerons une illustration géométrique de la formule (4). 

Introduisons d’abord la définition suivante.
D é f i n i t i o n  4. Soit donné un domaine D dont Faire est 

égale à S. Considérons le domaine d faisant partie de D et dont Faire 
est égale à S. Si le fait pour le point de tomber dans le domaine D

est un événement certain, la probabilité pour le point de tomber 
dans le domaine d sera alors, par définition, égale à ^  ^autrement_ ij

Sdit p =  — . Cette probabilité est appelée probabilité géométrique.
Nous avons alors, en estimant pour le point que le fait de tomber 

dans le carré de côté égal à 1 constitue un événement certain (fig. 406) :
P (A ou B) =  aire abcda, 'i 
P (4) =  aire abfda, I
P (B) =  aire bcdeb, j (5)
P {A et B) =  aire debfd. J

Il est évident qu’on a l ’égalité
aire abcda =  aire abfda +  aire bcdeb — aire debfd.

Portant dans cette égalité les premiers membres des égalités
(5), nous obtenons l ’égalité (4).
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Nous pouvons calculer d’une manière analogue la probabilité de 
la somme d’un nombre quelconque d’événements aléatoires com
patibles.

Notons que l’on peut démontrer le théorème 2, en partant des 
définitions et des règles des opérations énoncées plus haut.

§ 4. Produit des probabilités des événements indépendants
D é f i n i t i o n  1. On dit que l ’événement A  est indépendant 

de l ’événement B, si la probabilité de la réalisation de l ’événement 
B ne dépend pas du fait que l’événement B se soit produit ou non.

o o o o o o o o o

• « f e o o o o o o o o

nz

F ig . 407

T h é o r è m e  1. Si les événements aléatoires A et B sont indé
pendants, la probabilité de la réalisation simultanée des événements 
A et B est égale au produit des probabilités de réalisation des événements 
A et B:

P {A et B) =  P ( 4 ) .P (B). (1)

D é m o n s t r a t i o n .  Utilisons pour la démonstration de ce 
théorème le schéma à urnes. Chaque urne contient respectivement 
^  et n2 boules. Dans la première urne il y a mx boules rouges et les 
autres noires et dans la deuxième urne m2 boules rouges, le restant 
étant noir. On retire une boule de chaque urne. Quelle est la pro- 
bibilité pour que les deux boules retirées soient rouges?

Appelons événement A le fait de retirer une boule rouge de la 
première urne, et événement B le fait de retirer une boule rouge de la 
deuxième urne. Ces événements sont indépendants. Il est alors 
évident, que

P ( A ) - S j . .  P =  (2)

Il est possible de retirer une boule de chaque urne ntn2 fois. 
Le nombre de cas favorables au tirage de deux urnes de deux boules 
rouges est m^jn^ La probabilité de la réalisation simultanée des 
événements A et B  est

P (A et =  .* ' 7 71̂ 2 71̂ 712
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Remplaçant dans cette formule —- et par leurs expressions
tirées Üe (2), nous obtenons l ’égalité (1). Une illustration de ce 
théorème est donnée à la fig. 407.

Dans le cas de n événements indépendants A u A 2, . . A ni 
on peut démontrer d’une manière analogue l’égalité

P (At et A 2 et . . .  et A n) =  P (At)- P (A2) . . .  P (An). < (3)
E x e m p l e  1. Le fonctionnement fiable d’un appareil dépend de la 

fiabilité de fonctionnement de chacun de ses trois éléments composants. La 
probabilité du fonctionnement fiable de chacun de ces trois éléments au cours 
d’un cycle .est respectivement égale à pi =  0,6; p 2 =  0,7 ; p 3 =  0,9. Trouver 
la probabilité du fonctionnement fiable de l ’appareil au cours du cycle donné.

S o l u t i o n .  D’après le théorème du produit des probabilités (3) nous 
aurons :

P =  Pi * Pz*P3 — 0,6 *0,7 -0,9 =  0,378.

R e m a r q u e .  Le théorème 2 du § 3 (formule (4)) sur la proba
bilité de la somme des événements compatibles s’écrit, compte tenu 
de la formule (1) c

P (A ou fi) =  P (il) +  P (fi) — P (il)-P (fi). (4)
E x e m p l e  2. La probabilité de la réalisation d’un événement au cours 

d’une épreuve est égale à p. Déterminer le nombre n d’épreuves nécessaires pour 
que la probabilité de la réalisation de l ’événement soit plus grande ou égale à Q, 

S o l u t i o n .  Nous pouvons écrire d’après les théorèmes sur la somme et 
le produit des probabilités que

Q >  1 -  (1 -  P)n-
Résolvant cette inégalité par rapport à .n, nous obtenons:

log (1 —
l°g (1—P)

On peut aisément énoncer un problème de ce genre, comportant une telle 
solution analytique, dans les termes du « schéma à urnes >>.

§ 5. Evénements dépendants. Probabilité conditionnelle.
Probabilité totale

D é f i n i t i o n  1. On dit que l ’événement A dépend de V événe
ment fi, si la probabilité de la réalisation de l’événement A dépend 
de ce que l ’événement fi est ou non réalisé.

Nous désignerons la probabilité de la réalisation de l ’événement 
A, à condition que l’événement fi ait lieu, par P (A/B) que nous 
l ’appellerons probabilité conditionnelle de Vévénement A sachant que 
fi est réalisé.

E x e m p l e  1. Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires. 
On retire une première boule de l ’urne (premier prélèvement), puis une seconde 
(deuxième prélèvement). Appelons B l ’événement actualisant l ’apparition d’une
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boule blanche au premier tirage, et A T événement actualisant l’apparition d’une 
boule blanche au second tirage

Il est évident que la probabilité de l ’événement A , l ’événement B étant 
réalisé, sera

W * ) - t 4
La probabilité de l’événement A , l ’événement B n’étant pas réalisé (le 

premier tirage a donné une boule noire), sera
p ( 4 / s ) = i - .

Nous voyons que
P(A/B)=£P(A/B).

T h é o r è m e  1 .L a  probabilité de la réalisation simultanée de 
deux événements est égale au produit de la probabilité de Vun d'entre

n

Fig. 408

eux par la probabilité conditionnelle du second, calculée avec condition 
que le premier événement est réalisé, autrement dit

P (A et B) =  P (B) -P {A!B). (1)
D é m o n s t r a t i o n .  Nous donnerons la démonstration pour 

des événements, qui se ramènent au schéma à urnes (c’est-à-dire au 
cas où l’on peut appliquer la définition classique des probabilités).

Supposons qu’une urne contienne n boules, dont nt sont blanches 
et ?z2 noires. Supposons encore, que parmi les nt boules blanches n\ 
boules soient marquées d’un astérisque, et que les autres soient 
simplement blanches (fig. 408).

Retirons une boule de l ’urne. Quelle est la probabilité de l ’évé
nement consistant en ce que la boule retirée soit une boule blanche 
marquée d’un astérisque?

Soit B l ’événement actualisant l ’apparition d’une boule blanche, 
A l ’événement actualisant une boule blanche marquée d’un asté
risque. Il est évident, que

P (*) =  -£ - . (2)
La probabilité de l ’apparition d ’une boule blanche avec un 

astérisque, sous condition qu’on a retiré une boule blanche, sera

PCA/B) = & .  (3)
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La probabilité de T extraction d’une boule blanche avec un 
astérisque est P (A et B ). Il est évident, que

P (il et B) =  £ ~ .  (4)
Or

«1 n\ 
n n ni ( 5 )

Portant dans (5) les membres de gauche des expressions (2),
(3) et (4) nous obtenons :

P (il et B) =  V(B)-V{A/B).
L’égalité (1) est démontrée.
Si les événements considérés n ’entrent pas dans le cadre du 

schéma classique, la formule (1) sert à définir la notion de proba
bilité conditionnelle. La probabilité conditionnelle de Vévénement A , 
si Vévénement B est réalisé, est alors définie à Vaide de la formule

P (A/B) = ? ^ ^ B) (si P ( B ) ^ 0 ) .

R e m a r q u e  1. Appliquons cette dernière formule à l’expres
sion P (B et A) :

P (B et A) =  P (A)-P(B/A)m (6)
Dans les égalités (1) et (6) les premiers membres sont égaux, 

puisqu’il s’agit de la même probabilité; par conséquent, les seconds 
membres sont aussi égaux et on peut écrire l ’égalité

P {A et B) =  P (fi).P {A/B) =  P (A)-P (B/A). (7)
E x e m p l e  2. Pour le cas de l ’exemple 1, donné au début de ce paragra

phe, nous avons :

p (£)=-§-« p W b)= ^-.
Nous obtenons d’après la formule (1) :

P M e t S ) _ 4 - 4  =  A .

La probabilité P (A et B) peut aussi être aisément obtenue par un calcul direct.
E x e m p l e  3. La probabilité de fabrication d’une pièce de qualité 

satisfaisant aux normes est, pour une machine-outil, égale à 0,9. La probabilité 
de réalisation d’une pièce de qualité supérieure à la norme parmi les pièces 
satisfaisantes est égale à 0,8. Calculer la probabilité de réalisation d’une pièce 
de qualité supérieure à l ’aide de la machine-outil donnée.

S o l u t i o n .  Appelons B l ’événement consistant en la fabrication d’une 
pièce normale par la machine-outil, et événement A la réalisation d’une pièce 
de qualité supérieure.

Ici P (B) =  0,9, P (A/B) =  0,8.
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Portant ces valeurs dans la formule (1), nous obtenons la probabilité cher
chée

P (-4 et B) =  0,9-0,8 =  0,72.

T h é o r è m e  2. Si l'événement A ne peut être réalisé que si 
l'un des événements B^, B 2, . . B n formant un système exhaustif 
d'événements mutuellement incompatibles est réalisé, alors la proba
bilité de l'événement A est donnée par la formule

P (A) =  P (BJ.PiA/Bi)  +  P (B2) P (A/B2) +  . . ,
, . . +  P(Bn)-1>(A/Bn). (8)

La formule (8) est appelée formule des probabilités totales.

D é m o n s t r a t i o n .  L’événement A peut avoir lieu si l ’un 
de tous événements compatibles suivants est réalisé

(B± et ^4), (B2 et A), . .. (Bn et-il).
Nous obtenons donc en vertu du théorème d ’addition des probabilités 

P (A) =  P (Bt et -4) +  P (B2 et il) +  . . . +  P (Bn et A).

Remplaçant les termes du second membre par leur expression tirée 
de la formule (1) nous obtenons l ’égalité (8).

E x e m p l e  4. T r o i s  c o u p s  s o n t  t i r é s  à l a  f i l e  s u r  u n e  c i b l e .  L a  p r o b a b i l i t é  
d ’ a t t e i n t e  d e  l a  c i b l e  e s t  r e s p e c t i v e m e n t  é g a l e  à p i  =  0,3 a u  p r e m i e r  c o u p ,  p 2 =  
=  0,6 a u  d e u x i è m e  e t  p 3 =  0,8 a u  t r o i s i è m e .  L a  p r o b a b i l i t é  d e  d e s t r u c t i o n  
d e  l a  c i b l e  e s t  =  0,4 q u a n d  l a  c i b l e  e s t  t o u c h é e  u n e  f o i s ,  %2 =  0,7 q u a n d  e l l e  
e s t  t o u c h é e  d e u x  f o i s ,  e t  À 3 =  1,0 q u a n d  e l l e  e s t  t o u c h é e  3 f o i s .  D é t e r m i n e r  l a  
p r o b a b i l i t é  d e  d e s t r u c t i o n  d e  l a  c i b l e  q u a n d  t r o i s  c o u p s  s o n t  t i r é s  ( é v é n e m e n t  A).

S o l u t i o n .  C o n s i d é r o n s  l e  s y s t è m e  e x h a u s t i f  d ’ é v é n e m e n t s  m u t u e l l e -  
m e n t  i n c o m p a t i b l e s  :

B± —  u n e  a t t e i n t e  ;
B 2 —  d e u x  a t t e i n t e s  ;
B s —  t r o i s  a t t e i n t e s  ;
B 4 —  p a s  d ’ a t t e i n t e s .
D é t e r m i n o n s  l a  p r o b a b i l i t é  d e  c h a q u e  é v é n e m e n t .  L a  c i b l e  s e r a  a t t e i n t e  

u n e  f o i s  s i  e l l e  e s t  t o u c h é e  a u  p r e m i e r  t i r ,  e t  n e  l ’ e s t  p a s  a u  d e u x i è m e  e t  t r o i s i è m e  
t i r s  ; o u  e n c o r e ,  s i  e l l e  n ’ e s t  p a s  t o u c h é e  a u  p r e m i e r  t i r ,  e s t  t o u c h é e  a u  s e c o n d  e t  
m a n q u é e  a u  t r o i s i è m e  ; e t  e n f i n ,  s i  e l l e  a  é t é  m a n q u é e  a u x  d e u x  p r e m i e r s  t i r s  e t  
n ’ e s t  t o u c h é e  q u ’ a u  t r o i s i è m e .  D o n c ,  e n  v e r t u  d e s  t h é o r è m e s  d u  p r o d u i t  e t  d e  
l ’ a d d i t i o n  d e s  p r o b a b i l i t é s ,  l a  p r o b a b i l i t é  d ’ u n e  a t t e i n t e  d e  l a  c i b l e  s e r a

?  (Bi) = P i  (1—Pi) (1 —Ps) +  (1 — Pi) Pz (1 — i>3)+(1 —Pi) (1 —M P 3 = 0,332.

Raisonnant de manière analogue, nous obtenons
1* (tiz) =  PiPz(1 —P s ) + P i ( i —Pz)P3+( i—Pi) PzPs= 0 , 4 6 8 ,  
P (&a) =  PiPzPa 0 , 1 4 4 ,
P (Bi) =  (1 - pi) (1 - P2) (1 - p3) -0 ,056 .
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Ecrivons les probabilités conditionnelles de la destruction de la cible au 
cas de la réalisation de chacun de ces événements

P (A/Bi) =  0,4, P (A/B2) =  0,7, P (A/B3) =  1,0, P (A/B*) =  0.
Portant les expressions obtenues dans la formule (8), nous obtenons la 

probabilité de destruction de la cible
P (A) =  ?( B l).V (4/i?i) +  P.(2?2).P (A/B2) +  P (J93).P (A/B3) +

’ +  P (fl4) • P (A/B )̂ =  0,332■ 0,4+0,468.0,7 +  0,144.1,0 +  0,056.0 =  0,6044.

R e m a r q u e  2. Si l ’événement A ne dépend pas de l ’événe
ment 5 , on a

P {AlB) =  P (.A), 
et la formule (1) prend la forme :

P (il et B) =  'P (fi)-P (il), 
autrement dit, nous obtenons la formule (1) du § 4.

§ 6. Probabilités des causes. Formule de Bayes

P o s i t i o n  d u  p r o b l è m e .  De même que pour le théorè
me 2 du § 5 nous allons considérer le système exhaustif d’événements 
mutuellement incompatibles B il B %, . . Bn dont les probabilités 
correspondantes sont P (i^), P (52), . . P-(Btî). L’événement A 
ne peut avoir lieu que conjointement avec l’un des événements 
B u B 2i . . • f B ni que nous appellerons des causes (ou des hypothèses).

En vertu de la formule (8) du § 5 la probabilité de la réalisation 
de l’événement A sera

P U) =  P C®i) - P (AlBi) + I>(B2)-T>(A/B2) +■. . .
+  r ( B n)-T>(A/Bn). (1)

Supposons que l’événement A soit réalisé. L’actualisation de 
l’événement A entraînera une modification des probabilités des 
causes P (2^), . . P (Bn). Déterminons les probabilités condition
nelles de la réalisation de ces causes en supposant que l ’événement 
A est actualisé, en d’autres termes déterminons

P (B JA),  P (B JA),  . . P (BJA).
S o l u t i o n  d u  p r o b l è m e .  Nous trouvons, d’après la 

formule (7) du § 5, la probabilité P (A et B J :
P (A et B J  =  P (fit) P (4 /B1) =  P (4)-P (BJA), 

d’où nous tirons
P (AlBj)

P {A)P (BJA)
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Remplaçant P (4) par son expression (1), nous obtenons:

P (Bt/A) -  ' (2)
2 P (S i) -P (4 /B i)

i = l

Nous trouvons d’une manière analogue
P (2?2M), P (BJA), • • m P (BJA).

Nous avons ainsi
P (Bh/A)= *(BhVP(AIBh) _ (3)

2JP(B ,).P (4/B ,)
i— 1

La formule (2) est appelée formule de Bayes, ou théorème des causes.
R e m a r q u e .  Il découlé de la formule (3) que dans l’expres

sion de la probabilité P (Bh/A) (probabilité de la réalisation de la 
cause B h, après l’actualisation de l’événement A) le dénominateur 
ne dépend pas de l ’indice

E x e m p l e  1. Supposons qu’avant l ’épreuve quatre causes équiproba
bles B i, B 2, B z, B,Â étaient en présence :

P (B,) =  P (B2) =  P (B3) =  P (B4) =  0,25.

Les probabilités conditionnelles de la réalisation de l ’événement A sont respec
tivement

P (A/Bi)=sQj79 P(4/2?2) =  0,l,
P(4/f?3) =  0,l, P (j4/jB4) =  0,02.

Supposons qu’après l ’épreuve l’événement A soit réalisé. Nous obtenons alors 
d’après les formules (3) :

V(B fAs_______________ 0,25*0 ,7_________________0,175
r i  0,25*0,7 +  0,25.0,1 +  0,25*0,1 +  0,25*0,02 0,23  ̂0,76,

V(BZ/A) 0,25*0,1
0,23 0,11,

P (B3/A) = 0,25*0,1 
- 0,23 =  0,11,

P (BJA) = 0,25*0,02
0,23 =  0,02.

Nous avions ici P (2?i) =  0,25, donc P (B J  A) =  0,76 est devenu plus grande, 
car l ’événement A est actualisé. Danc ce cas la probabilité P (-4/^) =■ 0,7 
est la plus grande que les autres probabilités conditionnelles.

E x e m p l e  2. Le montage de 30 % des appareils est effectué par un 
spécialiste hautement qualifié et celui de 70 % par un spécialiste de qualifica
tion moyenne. La fiabilité de fonctionnement de l’appareil est de 0.90 au cas où 
le montage a été effectué par un spécialiste hautement qualifié, et de 0,80 si 
le montage a été effectué par un spécialiste de qualification moyenne. Un appa-



VARIABLE ALÉATOIRE DISCRÈTE 495

reil choisi au hasard s’est avéré d’un fonctionnement fiable. Déterminer la pro
babilité, pour que son montage ait été effectué par un spécialiste hautement 
qualifié.

S o l u t i o n .  Appelons événement A un fonctionnement fiable de l ’appa
reil. Avant l ’opération de contrôle deux hypothèses étaient possibles:

Bi — le montage est effectué par un spécialiste hautement qualifié,
B2 — le montage est effectué par un spécialiste de qualification moyenne. 

Ecrivons les probabilités de ces causes:
P (^ ) =  0,3, P(Z?2) =  0,7.

Les probabilités conditionnelles de l ’événement sont
P (A /51) =  0,91 P(A /£2) =  0,8.

Déterminons les probabilités des causes Bi et B2 sous la condition, que l’évé
nement A est réalisé.

Nous avons d’après la formule (2) :

P(^iM ) 0,3-0,9 +  0,7*0,8

V ( B  ° ’7 ,Q ’8V{*2/a ) - q^.0,9 +  0,7-0,8

0,27
0,83 0,325,

0,56
0,83 =  0,675.

§ 7. Variable aléatoire discrète. Loi de distribution d’une 
variable aléatoire discrète

D é f i n i t i o n  1. La variable x prenant à la suite d’une épreuve 
l ’une des valeurs d’une suite finie ou infinie xu x2, est
appelée variable aléatoire discrète si à chaque valeur Xk correspond 
une probabilité pu pour que la variable x prenne la valeur Xk.

Il découle de la définition qu’à chaque valeur Xk est associée 
une probabilité ph-

La relation fonctionnelle liant la probabilité p h à xh est appelée 
loi de distribution des probabilités d'une variable aléatoire discrète *).

Valeurs possi- xt 
blés de la va
riable aléa
toire

x2 . . . X h

Probabilités de pA 
ces valeurs

P2 . . . . . . . . . Ph

La même loi de distribution peut être donnée graphiquement, sous 
forme d’un polygone de distribution des probabilités, quand on cons-

*) On dit parfois simplement: «loi de distribution».
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truit dans un système rectangulaire de coordonnées les points de 
coordonnées p k) que Ton réunit par une ligne brisée (fig. 409).

La loi de distribution peut également être donnée sous forme 
analytique :

pu =  /  (**>•
Le fait que la variable aléatoire x prendra, nécessairement l ’une 

des valeurs de la suite xtl x2, . . xkl . . est un événement certain,
de sorte que la condition

S pi =  i . (i)2=1

dans le cas d’une suite finie de N  
valeurs ou

(!')z=l

dans le cas d’une suite infinie de valeurs, doit être remplie. Notons 
que la valeur de la variable aléatoire à laquelle correspond la plus 
grande probabilité est appelée le mode. Pour la variable aléatoire 
représentée sur la fig. 409 le mode est x2.

E x e m p i e  1. La variable aléatoire x est le nombre de points, figurant 
sur la face supérieure d’un dé que l ’on jette une fois. La variable x peut prendre 
l ’une des valeurs suivantes: 1, 2, 3, 4, 5, 6. La probabilité de chacune de ces
valeurs est -g-. Le tableau de distribution de cette variable aléatoire sera, par
conséquent, de la forme

X 1 • 2 3 4 5 6

P
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

E x e m p l e ^ ,  Soit p la probabilité de réalisation de l ’événement A au 
cours de chaque épreuve isolée d’une suite infinie d’épreuves. La variable 
aléatoire x est le numéro d’ordre de l ’expérience au cours de laquelle l ’événe
ment A s’est réalisé pour la première fois. Trouver la loi de distribution de la 
variable aléatoire x .

S 6 1 u t i o n. La variable aléatoire x peut prendre n’importe quelle valeur 
entière 1, 2, 3, . . -  La probabilité pi pour que l’événement A soit réalisé 
au cours de la première épreuve sera

Pi==P(Al) =  p.
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Il est évident que la variable aléatoire x prendra au cours de n 
épreuves l ’une des valeurs suivantes

£  1  A JL
n 1 n ’ n • 1 * ' ' ’ n :

T h é o r è m e  1. La probabilité P  ̂ x =  j pour que la varia

ble aléatoire x prenne la valeur , autrement dit, powr g^e, au cours 
de n épreuves, Vévénement A se réalise m fois, et Vévénement contraire 
A (A n'a pas lieu) n — m fois, es* ega/e à C™pmqn~m, ou C™ est le 
nombre de combinaisons de n éléments pris m à m; p est la probabilité 
de l'événement A, p =  P (^4); g esZ la probabilité de la non-réalisa
tion de l'événement A , autrement dit g =  1 — p =  P (A).

D é m o n s t r a t i o n .  L’événement A se produira m fois au 
cours de n épreuves si, par exemple, les événements A et A se succè
dent comme suit :

A A . . .  A A A . . .  A,
m n - m

autrement dit, au cours de m premières épreuves l ’événement A 
apparaît et au cours de n — m dernières épreuves l’événement A 
n ’apparaît pas (c’est l ’événement A qui est réalisé). Etant donné que

P (A) =  p, P (À) =  1 -  p  =  q,

en vertu du théorème du produit, la probabilité d’une telle succes
sion d’événements sera

pm-qn~m.

L’événement A peut également se produire m fois au cours de n 
épreuves avec une autre séquence des événements A et A, par 
exemple, avec la séquence suivante AA . . .  A ÂA . . . A A .

m-1 V
71 — 771

Toutefois l ’événement A doit nécessairement se produire m fois et 
l ’événement A n  — m fois, La probabilité d’une telle succession 
des événements A et A sera

pm“i • qn~m • p =  pm • qn~m.

Combien de successions différentes d’événements A et A sont- 
elles possibles pour n épreuves si l ’événement A est réalisé m fois?
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La probabilité p 2 pour que l ’événement A ne se réalisant pas au cours de la 
première épreuve se réaliserait au cours de la seconde sera

p2 =  Y(A et 4̂) =  (1 — p)p.

La probabilité p 3 pour que l ’événement A ne s’actualisant pas ni au cours 
de la première, ni au cours de la seconde des épreuves se réaliserait au cours de 
la troisième sera

Pz =  P iA et A et A) =  (1 — p) (1 — p) p =  (1 — p)2 p, 
et ainsi de suite

/>& =  (!— P)ĥ P- (2)

Le tableau de la distribution des probabilités sera:

X 1 2 3 k

Ph p ( i — p )p ( i— p )2p . . . (1 — p)A“lp . . .

Nous avons également ici

2  p* =  2  lp= 1—(i_p) =  1-
;*= i ft=i

Le problème que nous venons de considérer s’applique, en parti
culier, au problème du tir jusqu’au premier coup au but.

Supposons que l’on effectue un tir jusqu’à ce que l ’on ait touché 
la cible. Soit p la probabilité d’atteinte de la cible au cours de 
chaque tir.

La variable aléatoire x est le numéro d’ordre du tir au cours 
duquel la cible est atteinte pour la première fois. Le tableau de la 
distribution des probabilités de cette variable aléatoire sera le 
même que pour l’exemple cité ci-dessus.

§ 8. Fréquence relative et probabilité de la fréquence 
relative au cours des épreuves répétées

Imaginons qu’on effectue une série de n épreuves. Au cours de 
chaque épreuve un événement A peut se produire avec la probabilité 
p . Soit x la variable aléatoire désignant la fréquence relative de la 
réalisation de l ’événement A au cours d’une série de n épreuves. 
On demande de déterminer la loi de distribution de la variable aléa
toire x pour une série de n épreuves.
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Il est évident que leur nombre correspond au nombre de combi
naisons de n éléments pris m à m:

p m _n (n — 1) (n — 2) . . .  [n — (m — 1)]
71 1-2-3 . . . m

Nous obtenons ainsi d’après le théorème d’addition

P (x  =  — ) = pmqn~m +  pmqn-m +  . . .  +  Pmqn~m

ou encore

P (a: =  ^ - ) = C ™ .p m3n- ro. (1)

Le théorème est démontré.
La démonstration du théorème nous a permis de définir la loi 

de distribution d’une variable aléatoire x , que nous disposons sous 
forme de tableau

X
0
n

1
n

2
n

m
n . . .

n
n

p H î )
1 -qn C|p2?n-2 . . . C™pmqn~m . . . i -p»

La loi de distribution ainsi obtenue est appelée loi binomiale, 
car les probabilités P ( x = j sont égales aux termes correspon
dants du développement de l ’expression (q +  p)n par la formule 
du binôme :

(q+P)m=  S  CnPmqn~m- (2)m—0
La somme des probabilités de toutes les valeurs possibles est encore, 
comme il fallait s’y attendre, égale à 1, puisque (p +  q)n = l n =  1.

R e m a r q u é .  Lors de l’étude de nombreuses questions on a 
souvent besoin de déterminer la probabilité pour que l’événement A 
soit réalisé au moins une fois, autrement dit la fréquence relative
de l ’événement x ^  — . Il est évident, que la probabilité P ( x
est déterminée à partir de l’égalité

(3)
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Il découle également du tableau de la distribution que la pro 
habilité P , pour que P événement ait lieu au moins k fois,
sera déterminée par la formule

n

p (*>£)= S (4)
m = h

ou encore
fc-i

1 -  2  c nPmqn- m-
m — 0

E x e m p l e  1. Représenter graphiquement la loi binomiale de la distri-
1 1bution d’une variable aléatoire x pour n =  8, p =  q =
Z Z

S o l u t i o  n. Déterminons toutes les valeurs des probabilités entrant dans 
le tableau

P

P

P

P

P

P

P

P

1
256

64 1 
7
32

P(a*0) = CS.g8 = i . ^  =  -

( -T

_1_
2»

35
128

Construisons le polygone de la distribution (fig. 410).
E x e m p 1 e 2. Quelle est la probabilité pour que l ’événement A se produi

se deux fois: a) au cours de deux épreuves; b) au cours de trois épreuves; c) au 
cours de 10 épreuves, si la probabilité de la réalisation de l ’événement au cours 
de chaque épreuve est 0,4 ?

S o l u t i o n ,  a) Ici n =  2, p =  0,4, q =  0,6 :

p (*=-§-)=cipV=4i' (°-4)2=0-16 ;
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b) ici 7i =  3t p =  0,4, g =  0,6 :

P (* = -§ - )  = C § p V  =  4 J  (0,4)2.0,6 =  0,288 ;

c) ici 7i =  10, p =  0,4, g =  0,6:

P ( * = W )  = Cw-P2-58= - ^ ( 0 ,4 ) M 0 ,6 ) 8= 0 ,121.

E x e m p l e  3. On effectue quatre épreuves indépendantes. La probabi
lité.de la réalisation de l ’événement A est 0,5 pour chaque épreuve. Déterminer 
la probabilité pour que F événement A se réalise au moins deux fois.

S o l u t i o n .  Ici n =  4, 
p  =  0,5, g =  0,5 :

+ p {i = 4 ) + p ( „ 4 )

OU

- [ p H t ) + p H 4 - ) ] -
Calculons la probabilité

P = P  ( z  =  - 5 - |  +  P âr =  -|-.J = 344-4g3.pl =

=  (0,5)4+4- (0,5)4 =  0,3125.

Nous obtenons, par conséquent, de la seconde formule :

P ( * > - | - )  = 1 - l(0 ,5 )4+  4-(0,5)4] =0 ,6875«0 ,69 .

E x e m p l e  4. La probabilité de rebut dans un lot de pièces est p =  0,1. 
Quelle est la probabilité pour que dans un lot de trois pièces, il y aura m =  
=  0,1, 2, 3 pièces défectueuses ?

S o l u t i o n .

p (*  =  -!]-) 3 =  1-0,93 =  0,729,

P =  = C ^  =  ̂ --0 ,1-0,92=0,243,

P (*  =  - - )  =Cip23 = ^ | _ . 0)12.0,9 =  0,027,

P (* =  - |- )  = ^ p 3 =  l-0 ,13 =  0,001.
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§ 9. Espérance mathématique d’une variable aléatoire
discrète

Soit x une variable aléatoire discrète dont la loi de distribution 
est la suivante :

X x x 3 ?2 . . . x h x n

HIIH
,

P
*

P l P 2 . . . . P k P n

D é f i n i t i o n  .1. On appelle espérance mathématique de la 
variable aléatoire discrète x (nous la désignerons par M [x] ou mx) 
la somme des produits de toutes les valeurs possibles dé la variable 
aléatoire par les probabilités respectives de ces valeurs :

M Ix] = xtpi +  xzp2 +  . . . +  xnpn, 
ou plus simplement

n

M [x] =  2  *kPh- (1)
k=i

Dans ce cas nous avons, comme nous l ’avons mentionné plus
n

haut, 2  =  1-fc=i
Si les valeurs de la variable aléatoire forment une suite infinie 

de valeurs, alors
oo

mx =  2  xhPh• (1')ft=i
Nous ne considérerons que les variables aléatoires pour lesquelles 

cette série converge.
Etablissons maintenant la relation entre l’espérance mathéma

tique d’une variable aléatoire et la moyenne arithmétique des va
leurs de la variable aléatoire pour un grand nombre d’épreuves; 
plus exactement montrons que pour un grand nombre d'épreuves la 
moyenne arithmétique des valeurs observées est proche de l'espérance 
mathématique, ou en nous référant au § 1 nous pouvons dire, que 
la moyenne arithmétique des valeurs observées d'une variable aléatoire 
tend, quand le nombre des épreuves croît indéfiniment, vers son espé
rance mathématique.

Imaginons que l ’on effectue N  épreuves indépendantes. Suppo
sons que

la valeur Xi s’est manifestée nt fois, 
la valeur x2 s’est manifestée n2 fois,

la valeur xv s’est manifestée nv fois.
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La variable aléatoire x prend les valeurs xu x2, . . xv-
Calculons la moyenne arithmétique des valeurs obtenues de la 

variable x (nous la désignerons par M [x] ou mx) :

— x{ni-\-x2n2Jr . .. -\~xvnv ___ 7zl 1 _ n2 1 1 _ nv • /o \
m x  —  jy  yy T  X 2 Y  1 jy .«  \ 6 )

Comme pour un grand nombre N  d’épreuves la fréquence rela
tive tend vers la probabilité de la réalisation de la valeur 
on a

V V

*^k**jy~ ^  'X'hPh»
/ i= i  h=i

On obtient alors sous des hypothèses naturelles
M [x]---- *M[x]. (3)

TH-oo

R e m a r q u e  1. Si nous avions considéré le schéma à urnes 
comportant N  boules, dont nv boules marquées du signe xu et n2 
boulçs du signe x2, etc., le « nombre espéré », quand on prélève une 
boule, sera donné par la formule (2), autrement dit est égal à mx.

E x e m p l e  1. Déterminer l ’espérance mathématique de la variable aléa
toire x exprimant le nombre de réalisations de l ’événement A pouvant se produi
re ou ne pas se produire au cas de trois épreuves si la probabilité de réaliser 
l ’événement est p =  0,4 pour chaque épreuve.

S o l u t i o n .  La variable aléatoire x peut prendre les valeurs 
Xi =  0, x2 =  1, x3 =  2, x/x =  3.

Disposons en tableau la distribution de la variable aléatoire donnée. Nous 
trouvons la probabilité de ces valeurs d’après le théorème des épreuves répétées 
(n =  3, p =  0,4, q =  0,6) :

P(* =  0) =  C§ (0,6)3 =  0,216,
P (* =  1) =  C\ (0,4) (0,6)2 =  o,432,
P (x =  2) =  C\ (0,4)2 (0,6) =  0,288,
P (x = 3 ) =  qS (0,4)3 =  0,064.

Le tableau de la distribution de la variable aléatoire sera

x 0 1 • 2 . 3

P ( x  =  x h) 0,216 0,432 0,288 0,064



504 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [CH. XX

Nous calculons T espérance mathématique d’après la formule (1) : mx =  
=  0-0,216 +  1-0,432 +  2-0,288 +  3-0,064 =  1,2 réalisation.

E x e m p l e  2. On effectue une épreuve au cours de laquelle l ’événement 
A peut avoir lieu ou ne pas avoir lieu. La probabilité pour que l ’événement se 
produise est égale, à p. Déterminer l ’espérance mathématique de la variable 
aléatoire x exprimant le nombre de réalisations de l ’événement.

Formons le tableau de la distribution de la variable aléatoire

X 0 1

Ph 1 —  p P

Par conséquent, mx =  0- (1 — p) +  1 -p =  p.
R e m a r q u e  2. Nous établirons par la suite que l'espérance 

mathématique M [x] du nombre de réalisation de l ’événement A 
au cours de n épreuves indépendantes est égale au produit du nombre 
d’épreuves par la probabilité p de la réalisation de l’événement A 
à chaque épreuve :

M [x] =  np. (4)
La solution du problème de l ’exemple 1 sera ainsi:

M [xl =  np =  3-0,4 =  1,2 réalisation.
Si dans la; formule (4) on connaît M [x] et p, on trouvera n qui 

est le nombre d’épreuves donnant l ’espérance mathématique requise 
du nombre de réalisation de l’événement

M \x]n =  — — .P
E x e m p l e  3. Déterminer l ’espérance mathématique de la variable 

aléatoire a: dont le tableau de la distribution est le suivant (cf. exemple 2 du § 7) :

X 1 2 3 k

Ph p ( i —p )p . ( i —p)2p . . . l
'H

r ! M

S o l u t i o n .  Nous avons en vertu de la formule (1) (en notant i — p — q): 
mx =  1 -p +  2$p + 3 g 2p -f  . . .  +  k q ^ p -\-. . .  =

=  p(l +  2g+3g2+ ...+ f̂t-i +  ...) =  p(g+g2-f(z3 +  ...+gft+...)' =
— n I  q Y  n =  P P  1

p \ l  — q ) p (1— g)2 (1 —g)2 p2 p
Ainsi

1
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Notons que
mx — 1 lorsque p 1, 
mA. oo lorsque p -> 0.

On peut expliciter ces relations en se basant sur le sens du pro
blème.

En effet, si la probabilité de la rénfisation de Tévénement A 
est pour chaque épreuve proche de 1 (/; ^  1), on peut s’attendre à 
ce que l’événement A aura lieu au cours d’une seule épreuve (la 
première) (mx æ  1). Par contre, si la probabilité p est petite (p œ  0), 
on peut s’attendre à ce que pour que l'événement A soit réalisé, 
on soit obligé d’effectuer un très grand nombre d’épreuves (mx æ  oo).

On appelle centre de la distribution des probabilités de la variable 
aléatoire x l ’espérance mathématique de la variable aléatoire x.

R e m a r q u e  3. Le terme « centre de la distribution des pro
babilités » est introduit par analogie avec celui de « centre de gra
vité ». Si sur l’axe Ox on attribue aux points d’abscisse xu x2l . . ., xn 
les masses p u p 2, . . pn, on sait de la géométrie analytique que 
le centre de gravité de ces masses sera déterminé par la formule

n
S  x kPh

P k  
A=1

n

Si 2  Pk — 1. alorsft=i
71

xc ='2jXkPk' (5)k—i
La formule (5) par sa forme coïncide avec la formule (1) de l’es

pérance mathématique.
Nous avons ainsi établi que le centre de gravité et l ’espérance 

mathématique se calculent à l ’aide de formules analogues. C’est 
précisément la raison pour laquelle on a introduit le terme de « centre 
de distribution des probabilités ».

Soit donnée une variable aléatoire x avec sa loi de distribution 
(fig. 411) ; supposons que son espérance mathématique est égale à mx. 
Considérons la différence entre la variable aléatoire x et son espé
rance mathématique x — mx.

Nous appellerons cette variable aléatoire variable aléatoire 
centrée ou écart et nous la désignerons par x°.

Il est évident que la loi de distribution de cette variable aléa
toire #° sera (cf. fig. 412)
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x° xl =  xi — mx —  X2 • . . . xf, =  xk — m. x

Ph Pi P2 . . . Ph

Trouvons F espérance mathématique de la variable aléatoire centrée
n n n

M [x — mx\ — 2 (xii — mx) S  mxPh =
h =  1 k—i k = i

n
=  mx — mx 2  P h. =  mxfc= 1

mx-1 =  0.

Ainsi, Y espérance mathématique d'une variable aléatoire centrée 
est nulle.

R e m a r q u e  4. Il est parfois rationnel de considérer une 
variable non aléatoire (certaine) constante comme une variable aléa
toire, qui prend avec la probabilité 1 la valeur c, et avec la proba
bilité 0 les autres valeurs.

Dans ce sens on peut alors parler de l’espérance mathématique 
d’une constante

M [c] =  c l =  c, (6)
autrement dit l'espérance mathématique d'une quantité constante 
est égale à cette constante.

§ 10. Variance. Ecart quadratique moyen. Notion de moments

Une autre caractéristique quantitative de la variable aléatoire x, 
différente de l’espérance înathématique qui détermine la position 
du centre de la distribution des probabilités, est la variance ou fluc
tuation de la variable aléatoire x .

Nous désignerons la variance par D [a;] ou a%.



§ 10] VARIANCE. ECART QUADRATIQUE MOYEN 507

La variance est la caractéristique numérique de la dispersion, 
de la déviation des valeurs de la variable aléatoire par rapport à 
son. espérance mathématique.

D é f i n i t i o n  1. On appelle variance de la variable aléatoire x 
l ’espérance mathématique du carré de la différence de la variable 
aléatoire x et de son espérance mathématique (autrement dit l’espé
rance mathématique du carré de la variable aléatoire centrée cor
respondante) :

D M = M  [(x -  mx)2] (1)
ou

n

D[z] =  2  (Xh — ms)*-ph. (2)h=i
La variance possède l ’unité du carre de la variable aléatoire. 

Il est parfois plus commode, pour caractériser la dispersion des va
leurs, d’utiliser une grandeur dont l ’unité coïncide avec celle de 
la variable aléatoire, que l’on appelle écart quadratique moyen.

D é f i n i t i o n  2. On appelle écart quadratique moyen de la 
variable aléatoire la racine carrée de la variance:

ou sous une forme plus explicite

C [x] =  1 /  2  (Xk — mxf  • ph. (3)
Y h=l

L’écart quadratique moyen est parfois noté ax.

R e m a r q u e  1. Lors du calcul de la variance il peut s’avérer 
commode de transformer la formule (î) comme suit:

n n n

D(x)=  2  (Xft — mx)i ph=  2  x%Ph — 2 2  xhmxph +
h—i ft=l 1

n n n  7i

-f 2  mlPh= 2  x lp h — 2mx 2  XkPh +  ml 2  Pk =
1 k=i h=t fc=i

=  M [x2] — 2mxmx +  1 =  M [x2] —* m%.
Ainsi

D W = M  [x2]-m%, (4)

autrement dit la variance est égale à la différence de l ’espérance 
mathématique du carré de la variable aléatoire et du carré de l’es
pérance mathématique de la variable aléatoire.

E x e m p l e  1. On effectue une expérience au cours de laquelle F événe
ment A peut se produire ou ne pas se produire. La probabilité de la réalisation
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de l ’événement À est égale à p. Déterminer l ’espérance mathématique, la varian
ce et l ’écart quadratique moyen.

S o l u t i o n .  Disposons en tableau les valeurs du nombre de réalisations 
de l’événement (g =  1 — p) :

X 1 0

Ph p $

Par conséquent,

M [2] = 1 «p + 0*g = p,
D [x] =  (1 — p)2 •p +  (0 — p)2q =  q2p +  p2q =  pq, 
of [x] =  Ypq .

Pour élucider le sens des notions de variance et d’écart quadra
tique moyen en tant que caractéristiques de la dispersion de la 
variable aléatoire, considérons quelques exemples.

Fig. 413 Fig. 414
E x e m p l e  2. La variable aléatoire x est donnée par la loi de distribu

tion suivante (cf. la fig. 413) :

x JJ 2 3 4

Ph J 0.3 0,4 0,3

Déterminer: 1) l ’espérance mathématique, 2) la variance, 3) l ’écart quadratique 
moyen.

S o l u t i o n .
1. M[x] =  2-0,3 +  3-0,4 +  4-0,3 =  3,
2. D[x) =  ( 2 -  3)2.0 ,3 +  ( 3 - 3)a.0 ,4 +  (4 — 3)2*0,3 =  0,6,
3. o [x] =  i / D  \x] =  Y 0,6 == 0,77.
E x e m p l e  3. La variable aléatoire x est donnée par la loi de distribu

tion suivante (cf. la fig. 414) :
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X 1 3 5

Pk 0,3 0,4 0,3

Déterminer: 1) l ’espérance mathématique, 2) la variance, 3) l ’écart quadratique 
moyen.

S o l u t i o n .
1. M [x] =  1-0,3 +  3 -0 ,4 +  5-0,3 =  3,
2. D lx] =  (1 — 3)2-0,3 +  (3 — 3)2.0,4 +  (5 — 3)2.0,3 =  2,4,
3. a [x] =  y % 4  =  1,55.
La dispersion, la déviation de la variable' aléatoire est dans le premier 

exemple inférieure à la dispersion de la variable aléatoire dans le second exemple 
(cf. fig. 414 et 415). Les variances de ces grandeurs sont respectivement égales 
à 0,6 et 2,4.

E x e m p l e  4. La variable aléatoire x i l donnée par la loi de distribu
tion suivante (cf. la fig. 415) :

P

1

0 3 x

Fig. 415
Déterminer: 1) l’espérance mathématique, 2) la variance, 3) l ’écart quadratique 
moyen.

S o l u t i o n .
1. M [x] =  3-1 =  3,
2. D [x] =  (3 — 3)2-1 =  0,
3. a pr] =  0.
La dispersion de cette variable aléatoire est nulle.
R e m a r q u e  2. Si Ton considère une quantité constante 

comme une variable aléatoire, qui prend la valeur c avec la proba
bilité 1, on démontre. aisément que D (c) = 0 .

D é m o n s t r a t i o n .  Nous avons déjà montré que M [c] =  c 
(cf. (5), § 9). Nous obtenons d’après la formule (1) :

D le] =  M [(c -  c)2] =  M [0] =  0, c.q.f.d.
R e m a r q u e  3. Par analogie avec la terminologie en usage 

en mécanique on appelle moments centrés du premier et du deuxième 
ordre de la variable aléatoire x l ’espérance mathématique des quan
tités (x — (x — mx)2‘ Où considère également le moment centré 
du troisième ordre

S  (xh — mxf . p h.
h= 1
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Si la variable aléatoiré est distribuée symétriquement par rapport 
au centre de la distribution des probabilités (fig. 411), il est évident 
que son moment centré du troisième ordre sera nul. Si le moment 
centré du troisième ordre n’est pas nul, la variable aléatoire ne 
possède pas une distribution symétrique.

§ 11. Fonctions de variables aléatoires
Supposons que la loi de distribution de la variable aléatoire x 

soit donnée sous la forme du tableau suivant :

X X I X 2 . . . xh . . . xn

Ph Pi P2 Ph . . . Pn

Considérons une fonction de la variable aléatoire x
y  =  f  (*)•

Les valeurs de la fonction yh =  /  (xft) seront les valeurs de la 
variable aléatoire y.

Si toutes les valeurs yh — f  (;xk) de la variable sont différentes, 
la loi de distribution de la variable aléatoire y sera donnée par le 
tableau

y =  f{*) <Jl={(Xl) y 2 = /  ix2) Uh = f (z/l) Vn — 1 (xn)

Ph Pi- P2 ... Ph ... Pn

Si parmi les valeurs yh =  /  {xh) certaines sont égales entre elles, 
les colonnes correspondantes devront être réunies en une seule en 
sommant les probabilités correspondantes.

L’espérance mathématique de la fonction y =  /  (x) de la variable 
aléatoire x sera déterminée d’après une formule analogue à la for
mule (1) du § 10:

M [/(&)]= Y i H xh)‘Ph-
h= 1

On définit de même la variance de la fonction

D [/ (x)] =  M [(/ (x)- M [/ (x)])2] =  2  (/ {xh) - m j w y  ph.
h =  1

( i )
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E x e m p l e .  La loi de distribution cp d’une variable aléatoire est donnée 
par le tableau suivant

9
n

“" T
Jt

“ T 0 Jt
T

Jt

T

Ph 0,1 0,1 0,2 0,3 0,3

On considère la fonction
y =  A sin cp

de cette variable aléatoire.
Disposons en tableau la distribution de la variable aléatoire y :

y - A A~V2
2

0 + 1 /2
2

A

Ph 0,1 0,1 0,2 0,3 0,3

Trouvons l ’espérance mathématique de la fonction

M [A sin<p]= —4-0 ,1—^-g^-0,1  +  0-0,24-—— •0,3 +  4-0,3 =

= A  (o,2 +  J 0 - .O .2 )  =  4  (0,2+0,14) =  0,34 +

Des problèmes de ce genre se posent lors de l’étude des processus vibratoires*

§ 12. Variable aléatoire continue. Densité de probabilité 
d’une variable aléatoire continue. Probabilité pour qu’une 

variable aléatoire appartienne à un intervalle donné
Pour bien comprendre la question considérons un exemple.
E x e m p l e .  On mesure l ’usure d’un cylindre après une certaine période 

d’exploitation. Cette grandeur est déterminée par la valeur de l ’accroissement du 
diamètre du cylindre. Désignons-la par x. Il découle de la nature même du pro
blème que la quantité x peut prendre n’importe quelle valeur dans un certain 
intervalle (æ, b) des valeurs possibles.

Une quantité de ce genre est appelée variable aléatoire continue.
Considérons donc une variable aléatoire continue x donnée dans 

un intervalle (a, b), qui peut être l ’intervalle infini (— oo, + o o ) .  
Partageons cet intervalle par des points arbitraires x0, xu x2, . . xn 
en petits intervalles de longueur Axt_i =  xt —

Supposons que nous connaissons la probabilité de l ’appartenance 
de la variable aléatoire x à l’intervalle fo -i, x t). Nous désignerons 
cette probabilité de la façon suivante: P (xi^  <  x <  x t) et nous
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la représenterons sous la forme de Faire du rectangle de base Axt 
(fig. 416).

Pour chaque intervalle (ximmil Xi) on détermine la probabilité, 
pour la variable aléatoire x d’appartenir à cet intervalle, et, par 
conséquent, on peut construire le rectangle correspondant. Nous 
obtenons ainsi une ligne en escalier.

D é f i n i t i o n  1. S’il existe une fonction y = f  (x)., telle que
lim P f o Q Q + A s )

Aac->0 Ax = /(*). ( 1 )

cette fonction /  (x) est appelée densité de distribution des probabilités 
de la variable aléatoire x, ou « loi de distribution » (ou encore « densi
té de probabilité »).

Nous désignerons par x la variable aléatoire continue, par x ou 
xh la valeur de cette variable aléatoire. Parfois lorsqu’il n ’y a pas de

Fig. 417

risque de confusion nous omettrons le trait horizontal sur la lettre x. 
La courbe y =  /  (x) est appelée courbe de distribution des probabilités, 
ou courbe de densité (fig. 417). Utilisant la notion de limite, on 
obtient de l ’égalité (1) l’égalité approchée

P {x <  x <  x +  Ax) f  (x) Ax, (2)

aux infiniment petits d’ordre supérieur par rapport à Ax près 
Démontrons maintenant le théorème suivant.

T h é o r è m e  1. Soit f  (x) la densité de probabilité de la variable 
aléatoire x . Alors la probabilité pour que la valeur de la variable 
aléatoire x tombe dans un certain intervalle (a, P) est égale à Vintégrale 
définie de la fonction f  (x) entre les limites a et P, autrement dit on a 
Végalité :

P
P (a <  x <  P) =   ̂ f(x)dx

a
( 3 )
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D é m o n s t r a t i o n .  Partageons l ’intervalle (a, P) à l ’aide 
des points a =  xlt x2l . . ., xn+i =  p en n petits intervalles (fig. 418). 
Appliquons à chacun de ces intervalles la formule (2)

P (zi <  x <  x2) ^  /  (xd) • Axu
P (*̂2 ^ ^  ^ 3) Q= /  (^2) ’

P  (*̂ 71 ^  x  ^  Œn + i)  =  /  (# 71) * A X n ,

Faisons la somme des premiers membres et la somme des seconds 
membres. Il est évident que nous obtenons à gauche P (a <  x <  P). 
Ainsi,

P (a <  x <  |3) ^  2 / ( * , ) •  A.r,.
i=  i

Nous avons obtenu une égalité approchée. Passant à la limite dans

le second membre lorsque max Ax} — 0 nous obtenons, en verlu 
des propriétés des sommes intégrales, l ’égalité exacte

71

P (a <  .r <  P) =  lim 2  1 (*/) • •
m a x  A.v—+0 i — l

(Nous supposons que la fonction /  (x) est telle que la limite à droite 
existe.) Or, la limite du second membre n’est autre que l ’intégrale 
définie de la fonction /  (x) entre les limites a et p. Nous avons ainsi

P
P (a <  ô* <  P) =  f /  (.r) d,r.

J
a

Le théorème est démontré.
Nous pouvons donc, connaissant la densité de probabilité d ’une 

variable aléatoire, déterminer la probabilité pour que cette variable 
aléatoire prenne sa valeur dans l ’intervalle considéré. Géométrique
ment parlant cette probabilité est égale à l ’aire du trapèze curviligne 
correspondant (fig. 419).
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R e m a r q u e .  Dans le cas d’une variable aléatoire continue 
la probabilité de l’actualisation de l’événement, consistant en ce 
que x =  x0» sera nulle.

En effet, posant dans l’égalité (2) x =  x0, nous obtenons:

d’où

ou encore

P (x0 <  x <  x 0 +  Ax) æ  /  (x0) • Ax, 

Uni P (x0 <Zx<ZxQ +  Ax) =■ 0,
A.v-vü

P {x =  x0) =  0.

(Cf. également la remarque 1 à la page 482.) C’est pourquoi dans 
l’égalité (3), comme dans les égalités précédentes nous pouvons 
écrire non seulement P (a <  x <  p), mais aussi P (a ^  x ^  P), 
étant donné que

P (a x ^  P) =  P {x =  a) +  P (a <  x <  P) +  P (x =  P) =  

=  P (a <  x <  p).

Si toutes les valeurs possibles de la variable aléatoire x se trou
vent dans l ’intervalle (a, fe), alors

b

J f (x)dx
a

=  1. (4)

car on sait avec certitude que la valeur de la variable aléatoire appar
tiendra à l’intervalle (a, b).

Si l ’intervalle des valeurs possibles est (—oo, -f-oo), alors

-f-oo

j f ( x ) d x = l .  (5)

Notons que s’il découle de la nature du problème considéré 
que la fonction /  (x) est déterminée sur l’intervalle fini (a, b), on 
peut estimer qu’elle est déterminée sur tout l’intervalle infini 
(— oo, + o o ) ,  mais que

/  (x) =  0

à l ’extérieur de. l ’intervalle (a, b). Dans ce cas on a aussi l ’égalité
(4) et l’égalité (5). La densité de probabilité de la variable aléatoire 
définit entièrement la variable aléatoire.
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§ 13. Fonction de répartition ou lo i intégrale  
de distribution. Loi de distribution uniform e

D é f i n i t i o n  1. S o i t (x) la densité de probabilité d’une 
certaine variable aléatoire x (—oo <  x <  +  oo), alors la fonction

X

F(x).= j  f (x)dx  (1)
— oo

est appelée fonction de répartition ou loi intégrale de distribution 
des probabilités. .

Pour une variable aléatoire discrète la fonction de répartition 
est égale à la somme des probabilités de toutes ses valeurs xh infé
rieures à x:

F(x)=  2  Pft-
Xh < x

Il découle de l ’égalité (3) du § 12 que la fonction de répartition 
est la probabilité pour que la variable aléatoire x prenne une valeur 
inférieure à x (fig. 421) :

F (z) =  P (—oo <  x <  x). (2)

On voit sur la fig. 420 que pour une valeur donnée x la valeur de 
la fonction de répartition est numériquement égale à l ’aire limitée 
par la courbe de densité, située à gauche de l’ordonnée menée par 
le point x.

Le graphique de la fonction F (x) est appelé courbe intégrale 
de distribution (fig. 421).

Passant à la limite dans l ’égalité (1) lorsque x -»■ + °°  nous 
obtenons en tenant compte de la formule (5) du § 12:

x -oo
lim F {x)= lim l f ( x )dx= \ f ( x )dx=  1.

X —> - |~ ° °  —V-J-O O  J J

Donnons maintenant la démonstration du théorème suivant
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. T h é o r è m e  1. La probabilité pour que la variable aléatoire x 
prenne une valeur appartenant à Vintervalle (a, P) est égale à Vac
croissement de la fonction de répartition sur cet intervalle

P (a <  x <  P) =  F (P) -  F (a).

D é m o n s t r a t i o n .  Exprimons la probabilité pour que la 
variable aléatoire x tombe dans l’intervalle (a, P). Ecrivons pour 
cela la formule (3) du § 12 sous la forme

P Ç. a

P ( a < x < p )  =  j  f (x)dx =  j f  (x) dx— j f (x)dx
Ct — oo — oo

(cf. fig. 422). Nous pouvons encore écrire en utilisant l’égalité (1) 
P (a <  x <  p) =  F (p) — F (a), 

c.q.f.d. (cf. fig. 423).

Notons que la densité de probabilité f  (x) et la fonction de ré
partition correspondante F (x) sont liées par la relation

F ' ( x ) = f ( x ) .  (3)
Cela découle de l ’égalité (1) et du théorème sur la dérivation d’une 
intégrale définie par rapport à sa limite supérieure.

Considérons maintenant une variable aléatoire correspondant 
à la loi de distribution uniforme. La loi de distribution ou la densité 
de probabilité /  (x) d’une telle variable aléatoire est donnée de la 
façon suivante

/  (x) — 0 pour x <C a,
f  (x) — c pour a < -x  <  fr,
/  (x) =  0 pour x >  b.

La densité /  (x) admet sur l’intervalle (a, b) une valeur constante c 
(fig. 424) ; elle est nulle en dehors de cet intervalle. Une distribution 
de ce genre est dite loi de distribution uniforme.
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ou

Nous trouvons la valeur de c de la condition j  f  (x) dx = 1 :
— oo

oo b

j  f ( x )d x=  j  cdx — c (b — æ) =  1,

par conséquent,
1

b —  a b — a, — — .c

Il découle de la dernière égalité que l’intervalle (a, b) sur lequel 
est définie la distribution uniforme est nécessairement fini. Déter-

F(*)Aa b x

Fig. 425

minons la probabilité pour que la variable aléatoire prenne une 
valeur appartenant à l ’intervalle (a, P) :

P 3
P (a <  x <  P) =  J f (x )dx  = J ~ d x  = \ ^ .

a  a

La probabilité cherchée est ainsi

P ( a < z < P )  =  | = f

(cette relation est analogue à la définition de la probabilité géomé
trique pour le cas bidimensionnel, que nous rapportons à la page 487). 

Déterminons la loi intégrale de distribution
X

F(x) =  j  /  (x) dx.
— oo

Si x  <  a, alors /  (x) =  0, et, par conséquent,
F (x) =  0.

Si a<Cx<Cb, alors / (#) =  - -----  et, par conséquent.

' < * > - î d r " i* ~ Ê r



518 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [CH. NX

Si b < x , alors
oo

J (x) = 0, j  /  (z) dx = 0,
b

par conséquent,
x b

f ( * ) =  j  /< x ),ix = { -5i r ,i* =  | = î - = l

(cf. fig. 425).
Rapportons maintenant quelques exemples concrets de variables 

aléatoires distribuées suivant une loi uniforme.
E x e m p l e  1.  L ors d e  la  m esu re  d ’u n e  gra n d eu r  o n  e ffe c tu e  u n  c e r ta in  

a r ro n d isse m e n t ju sq u ’à la  d iv is io n  la  p lu s  proch e  d e  l ’é c h e lle .  L ’erreur c o m m ise  
au cou rs d e  c e t  a rro n d isse m e n t e st  u n e  v a r ia b le  a lé a to ir e  d is tr ib u é e  su iv a n t  u n e  
lo i  u n ifo rm e . S i 21 r ep résen te  le  n om b re  d ’u n ité s  d a n s u n e  d iv is io n  d e  l ’é c h e lle ,  
la  d e n s ité  d e  p r o b a b ilité  d e  c e t te  v a r ia b le  a lé a to ir e  sera

f  (x) — 0  s i  x <  — l t 

=  s i

f (x) =  0 s i  Z <  x.
1

Ici a=  —7, b = ly C~~2Ï '

E x  e m  p 1 e 2 . U n e  rou e  sy m é tr iq u e  en  r o ta t io n  e s t  arrêtée  par fr o tte m e n t.  
L ’a n g le  0 , fo rm é  par u n  c e r ta in  ra y o n  m o b ile  de  la  rou e  a v e c  u n  ra y o n  im m o b ile  
a p rès l ’arrêt d e  la  roue, e s t  u n e  v a r ia b le  a lé a to ir e  d o n t la  d e n s ité  d e  p r o b a b ilité  
e s t

/  (0) =  0 s i  0  <  0 ,

/(0) =  - ^ r  si 0 <  0 <  2n,

/  (0) =  O s i  2n  <  0 .

§ 14. Caractéristiques numériques d'une variable 
aléatoire continue

Considérons, de même que nous l’avons fait pour une variable 
aléatoire discrète, les caractéristiques numériques d’une variable 
aléatoire continue x de densité de probabilité /  (x).

D é f i n i t i o n  1. On appelle espérance mathématique de la 
variable aléatoire continue x de densité de probabilité /  (x) l ’ex
pression

oo
M[æ]= j  xf (x)dx.

'-OO
(1)
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Si la variable aléatoire x ne peut prendre des valeurs que dans 
l’intervalle fini [a, fc], l ’espérance mathématique M [x] est donnée 
par la formule

b

M[a:]= j  xf (x)dx.  (1')
a

On peut considérer la formule (1') comme une généralisation de la 
formule (1) du § 9.

En effet, découpons le segment [a, b] en intervalles {xk_t, xh). 
Choisissons un point dans chacun de ces intervalles. Considérons 
la variable aléatoire discrète auxiliaire £, qui peut prendre les 
valeurs

1̂» ^2ï • • * J • • *1 7̂1*
Supposons que les probabilités des valeurs correspondantes 

de la variable aléatoire discrète soient p u p 2, . . p*, . . pn :
Pi = f  (11) A®!, p 2 =  /  (l2) Ax2, . . p k =

=■/ (Ih) Axh, (|„) Axn *).
L’espérance mathématique de cette variable aléatoire discrète 

|  sera

M [|]=  S  hPkh=i
OU

M [£] =  ï^/ (£i) lAxi +  £2/  (£2) Ax2 +  . . .
• • • +  %kf (£a) +  • • • +  \jJ  (Sn) &xn =

=  S  Êft/ (Êfc) &Xh-h=i
Passant à la limite quand m axA ^—̂O, nous obtenons:

n b

lira y , l k f { lh)Axft=  f xf(x)dx.  
m a x  A*ft-+0 J

L’expression du second membre est l’espérance mathématique 
de la variable aléatoire continue x , qui peut prendre n’importe quelle 
valeur x appartenant au segment [a, 6]. On peut reprendre un 
raisonnement analogue pour l ’intervalle infini, c’est-à-dire pour 
l’expression (1). Les formules (1) et (1') sont analogues à la formule 
(1) du § 9 pour une variable aléatoire discrète. Pour l’espérance 
mathématique nous emploierons également la notation mx.

*) P a r  a ille u r s  /  (%h) Axh e s t  la  p r o b a b ilité  p ou r  q u e  la . v a r ia b le  a lé a to ir e  
c o n t in u e  x p ren n e  u n e  v a le u r  a p p a rte n a n t à l ’in te r v a l le  {xh_u xh).
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On dénomme l ’espérance mathématique centre de distribution 
des probabilités de la variable aléatoire x (fig. 426). Si la courbe 
de distribution est symétrique par rapport à l’axe Oy, autrement 
si la fonction /  (a;) est paire, alors il est évident que

oo
M[a:]=  ̂ xf(x) dx -- 0.

— oo

Dans ce cas, le centre de distribution coïncide avec l ’origine des

coordonnées (fig. 427). Considérons la variable aléatoire centrée 
x — mx. Trouvons son espérance mathématique

oo oo oo
M[x — mx] = j  (x— mx)f (x)dx  =  j  xf  (x) dx — mx j  /  (x) dx =

— oo — oo — oo
= mx — mx* 1 =  0.

L'espérance mathématique d'une variable aléatoire centrée est nulle.
D é f i n i t i o n  2. On appelle variance de la variable aléatoire 

x l’espérance mathématique du carré de la variable aléatoire centrée 
correspondante

oo

D [irl j  (x — mxf j ( x ) d x . (2)

La formule (2) est, analogue à la formule (2) du § 10.
D é f i n i t i o n  3. Un appelle écart quadratique moyen cle la 

variable aléatoire x la racine carrée de la variance

olx] = (x — mx)1f(x)dx. (3)

Cette formule est analogue à la formule (3) du § 10. Lors de la 
considération des ,exemples concrets nous verrons que de même que
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dans le cas d’une variable aléatoire discrète, la variance et l ’écart 
quadratique moyen caractérisent la dispersion des valeurs de la 
variable aléatoire.

D é f i n i t i o n  4. La valeur de la variable aléatoire æ, pour 
laquelle la densité de probabilité admet sa plus grande valeur, est
appelée mode et notée M 0. Pour la variable aléatoire x dont la courbe 
de densité est représentée sur les fig. 426 et 427, le mode coïncide 
avec l ’espérance mathématique.

D é f i n i t i o n  5. On appelle média
ne et l ’on note Me le nombre vérifiant 
l’égalité

Me 00
j  j ( x ) dx — ^ /(x )dx  =  y  (4)

— oo Me

y 1

« a é > ,1 I L
0 Me X

Fig. 428

(fig. 428). Cette dernière égalité peut être mise sous la forme :

P ( x < M e) = T(Me< x )  = - ,

autrement dit il est également probable que la variable aléatoire x  
prenne une valeur inférieure ou supérieure k :Me.

Notons que la variable aléatoire x peut ne pas admettre M e 
comme valeur possible.

§ 15. Loi normale de distribution. Espérance mathématique 
de la distribution normale

L’étude de différents phénomènes variés montre que de nombreu
ses variables aléatoires, comme par exemple, l ’erreur commis au cours 
de mesure, l ’ampleur de l ’usure des pièces de nombreux mécanismes, 
l’écart latéral et l’écart de portée du point d’impact par rapport à 
un certain centre, au cours d’une tir, etc., possèdent une densité 
de probabilité s’exprimant par la formule

/(*)
i----e

or y  2 ji

(*-a)2
2(J2

( i )

On dit alors dans ce cas que la variable aléatoire suit la loi de distri
bution normale (on l’appelle également la loi de Gauss). La courbe 
de la densité de la loi normale est représentée sur la fig. 429. On a 
donné à la fin du livre la table des valeurs de la fonction (1) pour 
a =  0, a =  1 (cf. table 2). On a étudié en détail une courbe analogue 
au § 9 du ch. V, tome I.
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Montrons tout d’abord que la densité de probabilité (1) vérifie 
la relation fondamentale (5) du § 12

j  f (x)dx =  1.

En effet, introduisant la notation

=  d x = V 2 o d t ,y  2-o r
nous pouvons écrire

car

(3C -g )g

2aZ dx = 1
V n !

e~t2 dt =  — t t— 1,
ÿ n

j  e~*d% = y * x

(cf. § 5, ch. XV).
Déterminons l ’espérance mathématique d’une variable aléatoire

distribuée suivant la loi normale (1). D’après la formule (1) du § 14 
nous avons :

oo (*-g)2 
2(72 dx.

Effectuons le changement de variables

nous obtenons

(2)

# =  a +  V 2 otf, dx =  |^2  o<
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Par conséquent,
oo . oo

mx— -\= f (a-!r Y2at )  e~n dt = —\=-a f e~l2dt +  
y n  J y n  J

+
Y  2a 
~] /n î té" /2 dt.

La première intégrale est égale à Y n .  Calculons la seconde 
intégrale

î t-e~i2dt = =  0.

Nous avons ainsi en définitive
mx =  a. (3)

La valeur du paramètre a entrant dans la formule (1) est égale 
à P espérance mathématique de la variable aléatoire considérée. 
Le point x =  a est le centre de distribution des probabilités ou le 
centre de dispersion. La fonction /  (x) admet sa plus grande valeur 
pour x =  a, par conséquent, la valeur x =  a est aussi le mode de la 
variable aléatoire. Comme la courbe (1) est symétrique par rapport 
à la droite x =  a, nous avons

a oo

j  /  (:r) dx =  j  /  (x) dx,
— oo a

autrement dit la valeur x — a est la médiane de la distribution 
normale. Si l ’on pose dans la formule (1) a = 0, nous obtenons:

/  (*)=
a-2 
2 ai ( 4 )

La courbe correspondante est symétrique par rapport à Taxe Oy. 
La fonction /  (x) est la densité de la distribution normale de la 
variable aléatoire dont le centre de distribution des probabilités 
coïncide avec Porigine des coordonnées (fig. 430). Les caractéristi
ques numériques des variables aléatoires suivant les lois de distri
bution (1) et (4), définissant le caractère de la dispersion des valeurs 
de la variable aléatoire par rapport au centre de dispersion, sont 
déterminées par la forme de la courbe qui ne dépend pas de la quan
tité a et, par conséquent, coïncident. La valeur a détermine la 
grandeur de Técartement de la courbe (1) vers la droite (si a >  0) 
ou vers la gauche (si a <  0). Pour simplifier récriture, nous allons 
conduire les raisonnements ultérieurs pour la densité de probabilité 
définie par la formùle (4).
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§ 16. Variance e t écart quadratique m oyen d ’une Variable 
aléatoire su ivan t la lo i de distribution norm ale

Soit
X2

j ( x )  =  — ^ = - e  * ° \
cry 2jc ( i >

la densité de probabilité de la variable aléatoire x. On détermine 
la variance d’une variable aléatoire continue d’après la formule (2)

du § 14.
Dans notre cas

mx =  a =  0.

Nous avons
OO

1

Fîg. 431
D [ x ] =  j x° a~[/2n e 2°a dx~

Effectuons le changement de variables =  t , alors
y,2a

OO OO

D [x] =  - ^ r  \  t 2e~ i2d t  =  - ^ = r  \  t ' 2 t - e ~ i2d t .
JT J  ~y’ JC J

—• OO —  OO

Intégrant par partie, nous obtenons :

Comme

D [X] :
a» r

V n ' l t*e - /2 +  j  e ~ i2d t j .

t-ï  OO

j e -‘2dt = V n ,

nous avons en définitive _
H [x] =  a2. (2)

Conformément à la formule (3) du § 14 l ’écart quadratique moyen 
sera

o[x] = ]/r‘D (z) =  cr. (3)

^a variance est ainsi égale au paramètre a2 entrant dans la for
mule de la densité de probabilité (1). Nous avons déjà dit plus haut 
que la variance caractérise la dispersion des valeurs de la variable 
aléatoire par rapport au centre de dispersion. Voyons maintenant 
comment la valeur du paramètre a2 influe sur la forme de la courbe
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de densité. On a représenté sur la fig. 431 les courbes de densité pour
les valeurs cr =  y  , or =  1, cr =  2. Considérant ces courbes nous
voyons que plus g  est petit, plus le maximum de la fonction /  (æ) 
•est grand, la probabilité des valeurs proches du centre de dispersion 
(x =  0) est grande, la probabilité des valeurs éloignées du centre 
est petite. On peut formuler ce fait de la manière suivante: plus 
la variance a2 est petite, plus la dispersion des valeurs de la variable 
aléatoire est faible.

§ 17. Probabilité d’appartenance d’une valeur 
de la variable aléatoire à un intervalle donné. Fonction 
de Laplace. Fonction de répartition de la loi normale

Déterminons conformément à la formule (3) du § 12 la probabi
lité pour que la valeur prise par la variable aléatoire x1 de densité 
de probabilité

_  j x - a )2

/  (x) = ----7= -e  2a2 ,JK } oV2n
tombe dans l ’intervalle (a, P) :

P (a <  x <  P) =  j  f (x)dx
a

OU
f» (*-0)8

( i )
OC

(fig. 432). Effectuons le changement de variables

Nous obtenons

x — a 
1/2 a t.

fl-a 
a VJ

P ( a < x < P )  =  ̂ = -  j  e~i2dt (1')

a VJ
L’intégrale figurant au second membre ne s’exprime pas au 

moyen de fonctions élémentaires. Les valeurs de cette intégrale 
s ’expriment en fonction des valeurs de l 'intégrale de probabilité

X

e~t2dt. (2)
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Indiquons certaines propriétés de la fonction O (a;), que nous 
utiliserons par la suite.

1. O (a;) est définie pour toutes les valeurs de x.
2. <D (0) = 0 .

4. O (a:) est monotone croissante dans l ’intervalle (0, oo).
5. O (a:) est une fonction impaire, car

O {-x)  =  —O {x). (3)

6. Le graphique de la fonction O (x) est représenté sur la fig. 433. 
Il existe des tables très détaillées des valeurs de cette fonction.

Nous en donnons un extrait à la fin du livre (cf. table 1).

de
Ecrivons l ’égalité (1') en utilisant le théorème sur le partage 
l’intervalle d’intégration

{3-q .
0 a V 2

P ( a < â < P )  =  — [ j  e~i2dt+  j  e -12d*] =
* oc- a  .0

oY2
q - Q

a Y 2
P-fl 
a Y 2

“ w t -  î e~ " d , +  1"  n n0 0 
Cette dernière égalité peut être mise sous la forme:

fl-q a-a
0 Ÿ2 0V2

P (a < î< |» -4 . [1^  j J

Utilisant la fonction d> (x) (cf. (2)), nous pouvons exprimer en défi
nitive la probabilité pour que la,-variable aléatoire x distribuée 
suivant la loi normale prenne une valeur appartenant à l’intervalle
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(«, P):

Pour a =  0 nous obtenons :

P ( « < î < B - i [ a » ( 7i î ] - ® ( ^ ) ] .  (5)

Egalant les seconds membres de l ’égalité (1) pour le cas a =  0 et 
de l ’égalité (5), nous obtenons :

OS

On a souvent à calculer la probabilité pour que la valeur de la 
variable aléatoire tombe dans l ’intervalle (a — Z, a +  Z), symétri

que par rapport au point x =  a (fig. 434). Dans ce cas la formule (4) 
prend la forme :

Tenant compte du fait que O ( — q -j/2  ) =  ® ( .y- ) (cf. for
mule (3)), nous obtenons en définitive:

P ( a - l < x < a + l )  = <b (— ) • (6)

Le second membre ne dépend pas de la position du centre de 
dispersion, par conséquent, nous obtenons pour a =  0:

P < — < 7 >

E x e m p l e  1. La variable aléatoire x suit la loi normale de centre de
1

dispersion a =  0,5 et de variance a2 — Déterminer la probabilité pour que 

la valeur de la variable aléatoire x tombe dans l ’intervalle (0,4 ; 0,6) (fig. 435).
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S o l u t i o n .  Ici — =  2. Nous obtenons en vertu de la formule (i) : a 1/2

P (0,4 <  5 <  0,6) =  —  {(D [2 (0,6—0,5)] — (I) [2 (0 ,4-0 ,5)]} =

= i-{(D(0,2)-<D(-0,2)}.

Or O (—0,2) =  —O (0,2) (cf. formule (3)), de sorte que nous pouvons écrire

P (0,4 <  * <  0,6) —i -  [<D (0,2) +  (D (0,2)] =  <D (0,2).

Nous tirons de la table des valeurs de la fonction O (x) (cf. la table 1 à la fin du 
livre) la probabilité correspondante

P (0,4 <  jc <  0,6) =  0,223.

E x e m p l e  2. La longueur d’une pièce fabriquée par une machine auto
matique est une variable aléatoire distribuée suivant une loi normale de para
mètres M [z] =  10, a2 =  2(jg- Trouver la probabilité du rebut, si les dimensions 
admissibles de la pièce doivent être 10 ±  0,05.

1 1 
S o l u t i o n .  Dans notre cas a =  1 0 , =  10, a =  • La pro

babilité de rebut preb s’exprime donc, conformément à la formule (4). de la 
manière suivante:

Preb =  1 - P  (9,95 <  x <  10,05) =  1 -  A  [10 (10,05 -1 0 )]  -

-  «D [10 (9,95 -1 0 )]}  =  1 -  - j-  {(D (0,5) -  ® ( -  0,5)} =

=  1 — <D (0,5) =  1 —0,52 =  0,48.

R e m a r q u e .  On utilise souvent au lieu de la fonction O (z) 
(2) la fonction de Laplace :

/2
<P(æ):

1/ 2:s i 2 d t . (8)

Cette fonction de Laplace est liée à la fonction O (z) par une relation 
simple. Effectuant dans l’intégrale (8) le changement de variables



-4= =  z, nous obtenons V2 y
Ÿ2

Nous avons ainsi

< 9 >

et, évidemment,
Ô ( x V 2 ) = - ( b ( x ) .  (10)

Nous pouvons mettre la formule (5), en utilisant la fonction 
<D(æ) et la relation (9), sous la forme:

P (a <  x <  P) =  ® ( 4 )  -  Ô (-£  ) (H)

et pour a =  1
P (a <  x <  P) =  O (p) — d> (a).

Nous donnons à la fin du livre un extrait de la table de la fonction 
de Laplacé (cf. table 3).

Déterminons maintenant la fonction intégrale de la loi de distri
bution normale.’ Nous avons d’après la formule (1) du § 13 :

F(x) =  l f (x)dx = — .— \ e 2ai dx =  P ( —oo <Cx<  æ).J cf y  2ji J
— oo  — oo

Utilisant la formule (4) pour le cas a =  —oo, 0 =  #, nous obtenons

mais O (— oo) =  — 1 (cf. formule (3)). Par conséquent, nous obte
nons

* » “ ï [®(t w ) +1]- (,2)
Le graphique de la fonction F (x) pour a =  0 est représenté sur 

la fig. 436.

§ 18. Ecart médian
Dans de nombreuses applications de la théorie des probabilités, 

en particulier dans la théorie des erreurs d’observation, la théorie 
du tir, etc., on utilise une caractéristique de dispersion que l ’on 
appelle écart (erreur) médian.
34—4047
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D é f i n i t i o n  1. On appelle écart médian un nombre E  tel, 
que la probabilité pour que la variable aléatoire (l’erreur, par 
exemple) soumise à la loi normale

*2
/  (z) =  *— e 2°2' ’ 0 l/2n

4
appartienne à l ’intervalle ( — E,E) ,  soit égale à y  (fig. 437), 
autrement dit

P ( - £ < ï < £ )  =  i .  (1)

Pour toute variable aléatoire a: suivant la loi de distribution 
normale dont le centre de dispersion est x =  a, l ’écart médian E 
(fig. 438) vérifie la relation

P (a—E  <d x <C æ E) =  • (2)

Exprimons l ’écart quadratique moyen a en fonction de l ’erreur 
médiane E.

Nous exprimons le premier membre dé l ’égalité (1) en fonction 
de O (x) :

p  ( _ * < ; < £ > _  (3>
- E

D’après la formule (7) du § 17 nous obtenons :

P (4)

Les premiers membres des égalités (1) et (4) sont égaux, par 
conséquent, les seconds membres le sont aussi

D’après la table des valeurs de la fonction G) (s) nous trouvons 
la valeur de l ’argument x =  0,4769, pour laquelle <D(a;) =  -|-- Par
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conséquent, nous avons
E

o~]/ 2
— =  0,4769.

Il est admis de noter le nombre 0,4769 par la lettre p:
E

Il en découle

<iV-?  =  p = (),4769.

E =  p 1^2 0,
E

P V 2

(6)

(7)

§ 19. Expression de la loi normale en fonction de l’écart 
médian. Fonction réduite de Laplace

Exprimant le paramètre or en fonction du paramètre E d’après 
la formule (7) du § 18 et portant cette valeur dans la formule (4) 
du § 15, nous obtenons l ’expression de la loi normale en fonction 
de l ’écart médian

/(* )= P _ e p2 E2 
E l /  Ji ( 1 )

La probabilité, pour que la variable aléatoire (par exemple, 
l ’erreur d’observation) appartienne à l ’intervalle (a, P), sera, con
formément à la formule (5) du § 17,

P < « < * < »  =  ^ [ ® ( ï 4 ) - ® ( p f ) }  (2)

et conformément à la formule (7) du § 17

P ( - Z < ï < Z )  =  < D (p i) .  (3)

Les nombres -J- et — figurant dans le second membre de la for-
mule (2) sont définis par la nature du problème considéré, p est 
un nombre connu: p =  0,4769.

Pour éviter d’avoir chaque fois à effectuer la multiplication 
par p, on a établi des tables pour la fonction O (px). Cette fonction 
est notée O (x) :

Ô (x) =  O (px). (4)

La fonction Ô (x) est appelée fonction réduite de Laplace. On donne 
à la fin du livre un extrait de la table des valeurs de cette fonction 
(cf. table 1).
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En vertu de la formule (2) du § 17 cette fonction est définie par 
T intégrale

Ô(s) = e~i2dt.

Effectuant le changement de variables t — pz, nous obtenons:
X

é {x )  = ^ =.[e- f>^dz.  (5)
y j t  J

Exprimons le second membre de l ’égalité (2) à l’aide de la fonction 
réduite de Laplace

( 4 ) - * ( £ ) ] .  (6)

En particulier, la probabilité pour que la valeur de la variable 
aléatoire tombe dans un intervalle symétrique par rapport aù centre 
de dispersion (-—Z, l) est donnée, en vertu de la formule (3), par 
l’expression:

p ( - i < z < D = a ( 4 - ) (7)

P ( 0 < x < l )  =  i - 4 . ( i ) . (8)

Notons que la probabilité pour que la valeur de la variable 
aléatoire x appartienne à l ’intervalle (a, P) exprimée à l ’aide de 
l’écart médian E 1 si T  espérance mathématique a =£ 0, sera (cf. for
mule (4) du § 17) :

P ( « < ï < W  =  i [ ® ( p l = î - ) - 4 . ( p ï = 2 - ) ] .  (9)

Cette dernière égalité peut s’exprimer à l ’aide de la fonction 
réduite de Laplace de la manière suivante:

P ( a < î < »  =  i [ ® ( i = î - ) - < t ( 5 = î - ) ] .  (10)

§ 20. Règle des trois sigmas. Echelle des probabilités 
de distribution des erreurs

Pour la réalisation pratique des calculs c’est l’écart quadratique 
moyenne s  qu’on choisit pour unité de mesure de l’écart d’une varia
ble aléatoire suivant une loi normale à partir du centre de dispersion 
(de l’espérance mathématique). On obtient alors en vertu de la
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formule (7) du § 17 des égalités qui sont d’une grande utilité dans 
des calculs :

' P ( - o < ï < o )  =  0>(.^=-)=0,683,

P ( — 2a<  x <  2a) =  <D (Ÿ2)  =  0,954, 

P ( - 3 a < x < 3 a )  =  <D ( J L )  =0,997.

On a donné une image géométrique de ces résultats sur la fig. 439.
Il est presque certain que la variable aléatoire (l’erreur) ne 

s’écartera pas en valeur absolue de l’espérance mathématique de 
plus de 3a. Cette proposition est appelée la règle des trois sigmas.

Fig. 439 Fig. 440

Pour le traitement de diverses données statistiques, il est utile 
de connaître la probabilité pour la variable aléatoire x d’appartenir 
aux intervalles (0, 2?), (E , 22?), (22?, 32?), (32?, 42?), (42?, 52?) si la 
densité de probabilité correspondante est donnée par la formule (1) 
du § 19. La connaissance dé ces probabilités permet, dans de nom
breux cas, de réduire les calculs et facilite l ’analyse des phénomènes.

Pour calculer ces probabilités nous utiliserons la formule (8) 
du § 19 et la table de la fonction Ô (x) :

P ( 0 < ï < E )  =  { è ( l )  =  0,2500,

P (E <  x <  2E) =  -  [Ô (2) — <D (1)] =  0,1613,

P {2E <  x <  3E) =  i  [Ô (3) -  Ô (2)] =  0,0672,

P (3E <  x <  AE) =  [(D (4) -  é  (3)] =  0,0180,

P (4£ <  x <  oo) =  ~  [è  (oo) — Ô (4)] =  -  [1 -  0,99301 =  0,0035.

Les résultats des calculs sont illustrés géométriquement sur la 
fig. 440 que l’on appelle échelle de dispersion des erreurs. Il découle
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de ces calculs, qu’il est pratiquement certain que la valeur de la 
variable aléatoire appartient à l’intervalle (—4E, 4E). La probabi
lité pour que la valeur de la variable aléatoire tombe en dehors de 
cet intervalle est inférieure à 0,01.

E x e m p l e  On a établi expérimentalement que l ’erreur de mesure 
d’un appareil servant à évaluer les distances est distribuée suivant une loi nor
male d’erreur médiane E =  10 m. Déterminer la probabilité avec laquelle la 
distance mesurée à l ’aide de cet appareil s’écarte de la distance véritable de 
moins de 15 m.

S o l u t i o n .  Dans notre cas Z =  15 m, E =  10 m. Nous obtenons d’a
près la formule (7) du § 19 :

P ( — 15 <  X <  15) =  è  =  Ô> (1,5) =  0,6883 «  0,69.

§ 21. Erreur arithmétique moyenne

On introduit, pour caractériser les erreurs, la notion d 'erreur 
arithmétique moyenne égale à l ’espérance mathématique de la valeur 
absolue des erreurs. Nous désignerons l’erreur arithmétique moyenne 
par d. Déterminons l’erreur arithmétique moyenne si les erreurs æ 
suivent la loi normale (4) du § 15. D’après une formule analogue à 
la formule (2) du § 15 nous obtenons (a =  0) :

00 a;2 00 #2
d =  f I x | — K=- e 2°2 d x -- -—%=- f xe 202 dx =

J 1 1 (J-]/2n a~]/2n  J— oo 0
x 2 oo

— . 2_  ( — P2e~ 2Ô2) I - 2°_.
<T]/2n ( ’ |  1/2ji '

Ainsi l ’erreur arithmétique moyenne s’exprime ën fonction de 
l ’erreur quadratique moyenne cr au moyen de l ’expression

d = - p L  =  ( j i /  — . (i)
l/2n * n W

§ 22. Mesure de précision. Relations entre 
les caractéristiques de distribution des erreurs

Au cours de l ’étude de nombreux processus, on écrit la densité 
de probabilité de la loi normale sous la forme

/(x) =  ^ e- M“2. (1)

La comparaison de la formule (1) et de la formule (4) du § 15 
permet d’établir que le paramètre introduit h s’exprime en fonction
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de a de la manière suivante :

h 1
a "l/2 ‘ (2)

La quantité h est inversement proportionnelle à cr, autrement dit, 
inversement proportionnelle à l’écart quadratique moyen ou à 
l’erreur quadratique moyenne. Plus la variance or2 est petite, c’est-à- 
dire plus la dispersion est faible, plus la valeur de h est grande. 
C’est pourquoi h est appelée mesure de précision.

Nous obtenons de la formule (2) et de la formule (1) du § 21
_  1 

a “  h y 2 ’

d 1
h y  k (4)

En appliquant les formules (7) du § 18 et (3), on exprime l’erreur 
médiane E  en fonction de la mesure de précision h de la manière 
suivante

£
h * (5)

Il est parfois nécessaire d’exprimer une caractéristique de dis
tribution des erreurs en fonction d’une autre. C’est pourquoi les 
égalités suivantes sont parfois utiles :

A  =  p y 2  =  0,6745, —= p ] / l ï  =  0)8453, -  = ] / — =  1,2533, |
a
1T 1,4826, 4  =  ^ 7 ^ = 1 4 8 2 9 . pV2 h pVji

} (6)

§ 23. Variable aléatoire bidimensionnelle

La valeur d’une variable aléatoire bidimensionnelle est déter
minée par deux nombres x et y; pour cette variable aléatoire à 
deux dimensions nous emploierons la notation (x , y). Supposons 
que x et y prennent des valeurs discrètes x t et yj. Supposons encore 
qu’à chaque couple de valeurs (x*, yj) appartenant à un certain 
ensemble corresponde une probabilité déterminée p z/. Nous pouvons 
dresser le tableau de distribution des probabilités de la variable 
aléatoire à deux dimensions discrète.
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x

y \
x t x 2 xn

2/1 Pu P2 I P 71I

y 2 . Pl2 P2 2 Pn2

•
; '

2fm Pim P2ni Pnm

Il est évident, que l’on doit avoir l ’égalité
m  n

2  5 U v = i .  (i)3=1 i—1
Définissons maintenant la variable aléatoire à deux dimensions 

continue. La probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire 
bidimensionnelle (x, y) vérifie les inégalités x <  x <  x +  Ax,

y <  y <  y +  Ay sera notée ainsi :
P (x <  x <  x +  Àx, y < y  < y  +  

+  A y).
D é f i n i t i o n  1. La fonction 

/  (x, y) est appelée densité de proba
bilité de la variable aléatoire bidi
mensionnelle (x, y) si, aux infiniment 
petits d’ordre supérieur par rapport à 

Ap =  Y  Ax2 +  A y2 près, on a l’égalité approchée suivante

P (x <  x <  x +  Ax, y <  y <  y +  Az/) ^  /  (x, y) Ax- Ai/. (2)

La formule (2) est entièrement analogue à la formule (2) du § 12.
Considérons un système rectangulaire de coordonnées {xOy). 

Si nous représentons les valeurs de la variable aléatoire (x, y) par 
les points du plan de coordonnées correspondantes x et y, l ’expression 
P (x <  x <  x +  Ax, y <  y <  y +  tSy) désignera la probabilité 
pour que la variable aléatoire bidimensionnelle (x, y) prenne une 
valeur correspondant à un point appartenant au rectangle hachuré
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As (fig. 441). Nous dirons alors que « la valeur de la variable aléa
toire est tombée dans le domaine As» *).

Nous désignerons également la probabilité P (x <  x <  x  +  Ax, 
y < y  <Ly +  A y) par le symbole P [(x, y) cz As]. Avec cette notation 
nous pouvons mettre l ’égalité (2) sous la forme :

P [(#, y) cz As] æ  f  (x, y) As. (3)
Démontrons maintenant le théorème suivant, analogue au théorè
me 1 du § 12.

T h é o r è m e  1. La probabilité P [(a;, y) cz D], pour que la 
variable aléatoire bidimensionnelle (x , y) de densité de probabilité 
f  (x , y) appartienne au domaine D, s'exprime par une intégrale. double 
de la fonction f  (a:, y) étendue au domaine D , autrement dit,

P [(x, y) c  Z>] =  j  j  /  (x , y) dx dy.
D

(4)

D é m o n s t r a t i o n .  Partageons le domaine Z), comme nous 
l’avons fait dans la théorie des intégrales doublés, en surfaces élé
mentaires As. Pour chaque surface élémentaire, écrivons l’égalité (3) 
et sommons les premiers et les seconds membres des égalités ainsi 
obtenues. Etant donné que

S  As =  D et 2  P tfo  y) c: As] =  P [(x, y) cz JO],
nous obtenons une égalité approchée

P [(x, y) cz D] æ  2  /  fo y) *
aux infiniment petits d’ordre supérieur par rapport à As près.

Passant à la limite dans le second membre de cette dernière 
égalité lorsque As -v 0, nous obtenons au second membre une inté
grale double et, en vertu des propriétés de la somme intégrale, 
l’égalité exacte:

P[(x, y) cz D]=  j  j  f (x,  y )dxdy .

Le théorème est démontré.
R e m a r q u e  1. Si le domaine D est un rectangle limité par 

les droites x = a, x =  p, y =  y, y =  ô (fig. 442), alors
__ __ P ô

P [ a < z < p f y < y <  ô ]=  j  ^ f  (x, y)dxdy.  (5)
a  Y  ,.ïr

*) Dans l ’égalité (3), nous aurions pu prendre une surface de forme arbi 
traire.
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R e m a rq u e  2. De même que l ’égalité (1) on a 
l ’égalité

j j f ( x , y )d xd y= d ,

également

(6)

puisque le fait qu’une variable aléatoire bidimensionnelle prenne 
une valeur quelconque est un événement certain. Là où, d’après 
le sens du problème, la fonction /  {x, y) n’est pas définie, nous 
posons /  (x , y) =  0.

d3
d2

Di

0 x

Fig. 443

Si le domaine D se compose de plusieurs rectangles de la forme 
représentée sur la fig. 443, la probabilité pour que la variable aléatoi
re appartienne à un tel domaine est déterminée comme la somme 
des probabilités calculées pour chacun des rectangles, autrement 
dit, comme la somme des intégrales définies étendues à chaque 
rectangle :

P [(x, y) c~ D \  =  P [(x, y) cz Z>t] +
+  P [(x, ÿ) c= D z] +  P [(x, y) cr D 3\.

E x e m p l e .  La densité de probabilité de la variable aléatoire bidimen
sionnelle est donnée par la formule

} V ) =  J t2(l  +  Z 2 ) ( l + J , 2 )  •

Déterminer la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire appartienne 
au rectangle limité par: les droites x =  0, x = i ,  y =  —y= , y =  l / s .

S o l u t i o n .  Nous obtenons en vertu de la formule (5) :

p [ o < ï < i , ^ L - < ÿ < V 3 ]
1 1̂3 

1 f T dx dy
?  J J (1 +  *2)(1 +  y2)

ü _i_
Y 3



§ 24] LOI NORMALE DE DISTRIBUTION SUR LE PLAN 539

1 V 3
1 f dx C dy

ji2 J 1 +  z2 J 1 +  ï/2
0 J_

V3

1 VJ
arc tg a: | arc tg y

o __
VJ

D é f i n i t i o n  2. La fonction
v *

F ( x , y )=  j  j  f  {u, v)dudv
— 00—00

(7)

est appelée fonction de répartition de la variable aléatoire bidimen
sionnelle (,x , y).

Il est évident, que la fonction de répartition exprime la proba
bilité pour que x <  x, y <  z/, autrement dit,

F (x, y) =  P (x <  z, î/ <  y).
Géométriquement parlant la fonction de répartition exprime 

la probabilité pour que la variable aléatoire bidimensionnelle 
appartienne au quadrilatère hachuré sur la fig. 444.

En utilisant le théorème sur la dérivation d’une intégrale défi
nie par rapport à un paramètre, on 
établit la relation entre la densité de 
probabilité et la fonction de réparti
tion :

ËL
dx 

d* F

u17 ?
-  =  J /  (*. v) dv,

(8)

y)-

La densité de probabilité d’une variable aléatoire à deux dimen
sions est égale à la dérivée mixte du deuxième ordre de la fonction 
de répartition.

§ 24. Loi normale de distribution sur le plan
D é f i n i t i o n  1. La distribution de la variable aléatoire 

bidimensionnelle est dite normale si la densité de probabilité cor
respondante de cette variable aléatoire a pour expression
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Le graphique de cette fonction est une surface que l’on a repré
sentée sur la fig. 445.

Le centre de dispersion de la variable aléatoire dont la loi de 
distribution est donnée par (1) est le point (0, 0) *). Les valeurs ax 
et c'y sont appelées les écarts quadratiques moyens principaux.

Mettons la formule (1) sous la forme :

/(* , y)- ”]/ 2n ox

X2
2a£Cv •

1/ 2,— — * e\7t

y2
2a2v. (2)

On peut ainsi considérer /  (x, y) comme le produit des densités de 
deux variables aléatoires x et v distribuées suivant une loi normale.

Déterminons, de même que 
dans le cas d’une variable 
aléatoire à une dimension, 
les écarts probables principaux 
E x et E y de la variable aléa
toire à deux dimensions (cf. 
formule (7) du § 18)
Ex =  ç> Y 2 ox, J?y = pyr2oJ/.

(3)

Fig. 445 Portant dans la formule (1)
les valeurs de ax 

primées en fonction de Ex et Ey nous obtenons :
et ov ex-

/(** y) = nExEy

„ / x2 7/2 \
? \  x  y  / (4)

Considérons les lignes de niveau de la surface (4)

+  —- =  /c2 =  const (5)

(on aura alors f  (x; y) =  const). Les lignes de niveau sont des ellip
ses dont les demi-axes sont respectivement kEx et kEy. Les centres 
des ellipses coïncident avec le centre de dispersion. Ces ellipses 
sont appelées ellipses de dispersion. Leurs axes sont les axes de dis
persion. On appelle ellipse unitaire de dispersion l ’ellipse dont les

*) Si le centre de dispersion est situé au point (a. b)> la loi de distribu
tion est donnée par la formule

/ (*, !/) =
1

2noxGy e
(*-a)2
2*2 2a?

<*')
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demi-axes sont respectivement égaux aux écarts probables Ex et E y. 
On obtient F équation de l ’ellipse unitaire en posant dans l ’équation 
(5) k =  1 :

£2 H" A* (6)

On appelle ellipse totale de dispersion l ’ellipse dont les demi-axes 
sont 42? x et 4Ev. L’équation de cette ellipse est ainsi

*2 » y2 a
(4E x )t ^  (4Ey)2 (7)

Nous établirons dans le paragraphe suivant que la probabilité 
pour que la variable aléatoire bidimensionnelle appartienne à l’el
lipse totale de dispersion est égale à 0,97, autrement dit, , c’est un 
événement pratiquement certain.

§ 25. Probabilité pour qu’une variable aléatoire 
bidimensionnelle normalement distribuée appartienne à un 

rectangle de côtés parallèles aux axes principaux 
de dispersion

Soit

/  y) =
- P2|

nExEv

t x2 \ y2 \
\ Ei )

D’après la formule (5) du § 23 (cf. fig. 442) la probabilité pour 
que la variable aléatoire appartienne au rectangle limité par les 
droites x =  a, x =  p, y = y, y =  6 est donnée par l ’expression:

P fi
P ( a < a :< p ,  v < y < ô ) =  j j

a  y
a ExEy dxdy . (1)

Mettant la fonction sous le signe d’intégration sous la forme 
d’un produit de deux fonctions, nous pouvons écrire

_   P -p2-
P (a <  a: <  P, Y <  ÿ <  ô) =  1 i  eJ y nEx

x*
jp2
x dx X

6
X \  -yi'r— e ** dy,J ynEy

“ P 2
2/2

(2)
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et en vertu de la formule (6) du § 19 nous obtenons en définitive : 

P ( a < : r < f t ,  v < P < ô )  =  4 - [ ^  ( - g j )  —

- a,-(-Ê-)][4,< ^ r ) - 4,W J -  <3>
Si l’on pose dans cette dernière formule a =  — lu P =  lu 

y = —Z2, ô =  Z2, c’est-à-dire si l’on considère un rectangle de centre 
à l ’origine des coordonnées, la formule (3) prendra, en vertu de la 
formule (7) du § 19, la forme :

P - Z 2< ÿ < Z 2) =  Ô > ( ^ ) . & ( A - ) .  (4)

R e m a r q u e .  On aurait pu également résoudre le problème 
de la recherche de la probabilité pour que la variable aléatoire 
appartienne à un rectangle de côtés parallèles aux axes de coordon
nées de la manière suivante. Le fait que la variable aléatoire tombe 
dans un rectangle est un événement composite, consistant en ce 
que deux événements indépendants sont simultanément réalisés: 
le fait d’appartenir à la bande —1± <1 rc <C Z± et le fait d’appartenir 
à la bandé —Z2 <  y <  Z2. (Pour simplifier l’écriture considérons 
un rectangle dont le centre est à l’origine des coordonnées.) Suppo
sons que la densité de probabilité de la variable aléatoire x soit

h  (x) =
- P2 X2

1/ n E x

La densité de probabilité de la variable aléatoire y est
- P2 J'LF2 ^V

Calculons la probabilité pour la variable aléatoire d’appartenir 
à la bande — Z1<a;< ;Z1 et à la bande —Z2< Z /< Z 2. Nous obte
nons d’après la formule (7) du § 19:

p ( - h < x < i i) = é

P ( - h < ÿ < h )  = ô ( ^ - ) .

La probabilité de l ’événement composite consistant en la réalisation 
simultanée de ces deux événements, c’est-à-dire correspondant au 
fait que la variable aléatoire à deux dimensions tombe dans le rec-
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tangle, sera égale au produit des probabilités respectives : 
P ( a < x < p ,  Y < £ /< ô) =  P( — — Z2< y <  h)  =

Nous avons obtenu la formule (4).

§ 26. Probabilité pour qu'une variable aléatoire bidimensionnelle 
prenne une valeur appartenant à l ’ellipse 

de dispersion
Dans la théorie des erreurs on doit considérer le problème suivant. 

Calculer la probabilité pour qu’une variable aléatoire, par exemple 
une erreur d’observation dans le plan, appartienne à l ’ellipse de 
dispersion

*2
El

k \ (1)

si la densité est donnée par la formule (4) du § 24. D’après la 
formule (4) du § 23 nous obtenons:

P [(a, y) cz D] = H P2
7tEXEy

P2 V2 1
Ey J dx dy, (2)

où le domaine De est limité par l ’ellipse (1). Effectuons le changement 
de variables en posant

x =  E xu, y =  EyV j
dans ce cas l’ellipse De se transformera, en cercle

u* +  V2 =  (3)

Le jacobien de la transformation étant égal à /  == E xEyi l ’éga
lité (2) prendra la forme :

P [(x, y) ci De] =  -—• j  j  p2.e-P2(u2-H>2) du du. (4)
De

Passons aux coordonnées polaires dans cette dernière intégrale 
u =  r cos <p, v =  r sin (p.

Le second membre de l ’égalité (4) prendra alors la forme:
2jt h

P[(x, y ) c i ) e] =  —  j  j  p2-e-P2rVdr<i<p.
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Effectuant les calculs dans le second membre, nous obtenons l ’ex
pression de la probabilité d’appartenance à l'ellipse de dispersion

P [(x,!/) <= De] =  1 -  <tp2*2. (5)
Considérons certains cas particuliers. La probabilité d’apparte

nance à l’ellipse unitaire de dispersion sera obtenue en posant k =  1 
dans la formule (5)

P [{x, y) c= De]k=> =  1 -  e~P2 =  0,203. (6)
La probabilité dé tomber dans l'ellipse totale de dispersion (7) 

du § 24 sera obtenue en posant k =  4 dans la formule (5)

'PIC®» y) C  =  1 ~  e~16pa =  0,974. (7)
Considérons le cas particulier où dans la formule (4) du § 24 

E x =  E y =  E. L’ellipse de dispersion (5) du § 24 se transforme 
alors en cerclé

xa +  y2 =  k2E2 (8)
de rayon R = kE. La probabilité pour que la variable aléatoire à 
deux dimensions appartienne au cercle de rayon R  sera alors, con
formément à la formule (5),

’ _  _  ? R2
P[(x, y) cz Dr] =  1 e P ^2. (9)

D é f i n i t i o n  1. On appelle écart radial probable un nombre 
Er tel que la probabilité pour qu’une variable aléatoire à deux
dimensions appartienne au cercle de rayon R = ER est égale à y  .

Il découle de la définition, que la quantité R  =  En est déter
minée à partir de la relation

Nous trouvons de la table des valeurs de la fonction exponentielle
Er =  1,75 E.

§ 27. Problèmes de la statistique mathématique. Matériel
statistique

Le résultat des observations et de Venregistrement des phéno
mènes aléatoires en masse permettent d’obtenir les données statis
tiques, ou le matériel statistique. En particulier, ce matériel statis
tique peut être constitué par les erreurs de différentes mesures.

Si la grandeur observée est une variable aléatoire, elle est étudiée 
par les méthodes de la théorie des probabilités. Pour comprendre
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la nature de cette variable aléatoire, on doit connaître sa loi de 
distribution. La détermination des lois de distribution des quantités 
considérées et l’estimation des valeurs des paramètres de la distri
bution à l ’appui des valeurs observées constituent l ’objet de la statis
tique mathématique.

Un autre problème de la statistique mathématique consiste 
en l ’élaboration des méthodes de traitement et d’analyse du matériel 
statistique afin d’obtenir des conclusions déterminées indispensables 
pour l’organisation du processus optimal auquel participent les 
grandeurs considérées.

Citons quelques exemples d’observations réalisées sur divers 
phénomènes permettant d’obtenir en résultat le matériel statistique.

E x e m p l e  1. Au cours de mesures réitérées d’un certain objet à l ’aide 
d’un instrument de mesure, en particulier, lors de la détermination de l ’éloigne
ment d’un certain objet, on obtient diverses valeurs de la grandeur observée. 
Ces valeurs seront dites valeurs observées (nous appellerons ainsi toute valeur 
obtenue au cours de l’étude d’un phénomène quelconque).

Les valeurs ainsi obtenues doivent être d’abord systématisées 
et traitées avant que l’on puisse formuler des conclusions quelcon
ques à leur sujet.

Comme nous l ’avons déjà indiqué, la différence ô entre la valeur 
observée x et la valeur véritable de la quantité observée a {x — a =  ô) 
est appelée erreur de mesure. On peut exprimer ce que nous avons 
dit plus haut dans le langage de la théorie des erreurs. Les erreurs 
de mesure nécessitent un traitement mathématique avant que l’on 
puisse formuler des conclusions déterminées.

E x e m p l e  2. Dans la production en masse on est amené à considérer 
la valeur de l’écart d’une certaine dimension de la pièce fabriquée (par exemple, 
la longueur) d’une certaine cote donnée (erreur de fabrication).

E x e m p l e  3. La différence entre les coordonné s du point d’impact, 
au cours d’un tir, et celles du point de visée constitue l ’erreur de tir (la disper
sion). Ces erreurs doivent être soumises à une étude mathématique.

E x e m p l e  4. Les résultats des mesures de la valeur de l ’écart des dimen
sions d’une pièce après exploitation de ses dimensions avant la mise en exploi
tation (dimensions de projet) doivent être soumis à une analyse mathématique. 
On peut également considérer ces écarts comme des « erreurs ».

Il découle des exemples donnés que les quantités considérées 
sont des variables aléatoires et que chaque valeur observée doit être 
considérée comme une valeur particulière de la variable aléatoire.

§ 28. Série statistique. Histogramme
On dispose le matériel statistique obtenu en résultat des obser

vations (des mesures) dans un tableau formé de deux lignes. Dans 
la première ligne on note le numéro de la mesure i, dans la seconde
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la valeur obtenue x t de la quantité mesurée x . Un tableau de ce 
genre est appelé série statistique simple. Quand le nombre de mesures 
est très élevé il est difficile d’avoir une vuë d’ensemble du matériel 
statistique figurant dans ce tableau et, par conséquent, son analyse 
est malaisée. C’est pourquoi à la base de la série statistique simple 
on effectue des groupements. On les réalise de la manière suivante.

i 1 2 3 . . . i . . . n

xi Xi x2 xs . . . Xi xn

On partage tout l ’intervalle des valeurs obtenues de la quantité x 
en petits intervalles égaux (a0, «î), (<Zi, a2), . . (^ - i , a$ et l ’on
compte le nombre mk de valeurs de x  tombant dans l ’intervalle 
(ak-t, au). Les valeurs tombant sur l’extrémité de l ’intervalle sont 
rapportées soit à l ’intervalle de gauche, soit à l ’intervalle de droite 
(on décide parfois d’en affecter la moitié à l ’intervalle de gauche 
et l’autre moitié à l ’intervalle de droite). Le nombre

~ ? -= p ï (i)

est la-fréquence relative correspondant à l ’intervalle a*).
Il est évident que

S P Ê  =  1*. (2)fc=i
A l ’appui des résultats d’un tel traitement, on dresse un tableau 

formé de trois lignes. Dans la première ligne on indique les inter
valles dans l’ordre de croissance des ak, dans la seconde ligne les 
nombres mk qui leur correspondent, dans la troisième ligne les
fréquences pk =  .

Inter-  > 
va l l e s (ai, ®2> . . . *•* H - V  a K>

m h  J m i m2 . . . m h . . . m \

p% | p* pî . . . pt . . . pt

C’est ainsi que l ’on effectue le groupement. On peut également 
le réaliser géométriquement de la manière suivante. Sur l’axe Ox
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on note les points a0, au . . ah, . . a%. Sur le segment i, ah]
pris comme base, on construit un rectangle dont l ’aire est égale 
à p t . La figure ainsi obtenue est appelée histogramme (fig, 446).

P1

----1 ^
a0 a, 0 az £*5 <Z« a5 17S a7 a8 x

Fig, 446

Sur la base du groupement et de l ’histogramme on construit 
à une certaine approximation la fonction de répartition empirique.

Le traitement ultérieur des données est conduit de la manière 
suivante. On désigne par xk les milieux des intervalles (ah_u ak) 
et l ’on estime que c’est la valeur du résultat d’une mesure, qui 
est répétée mk fois. Après quoi, on substitue au tableau donnant le 
groupement des données le tableau suivant.

Ce traitement est réalisé en supposant que toutes les valeurs à 
l’intérieur de l’intervalle (ak„u ak) sont proches les unes des autres 
de sorte que l ’on peut les estimer égales à l’abscisse x% du milieu 
de l’intervalle.

E x e m p l e .  On a effectué 100 mesures de l’éloignement d’un objectif 
dont les résultats ont donné après groupement le tableau suivant.

Inter
valles 80-110 110-140 140-170 170-200 200-230 230-260 2.60-290 290-320

mk 2 5 16 24 28 18 6 1

pi 0,02 0,05 0,16 0,24 0,28 0,18 0,06 0,01
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En utilisant les résultats du groupement, nous construisons la représentation 
graphique de la série statistique (Vhistogramme) (fig. 447).

Dressons ensuite le tableau suivant.

- J
x h 95 125 155 1S5 215 245 275 305

mh 2 5 16 24 28 18 6 1

pt 0,02 0,05 0,16 0,24 0,28 0,18 0,06 0,01

§ 29. Détermination de la valeur acceptable d’une grandeur
mesurée

Supposons que les résultats des mesures d’une certaine quantité 
aient donné les valeurs z2, • • ■> On peut les considérer comme 
les valeurs particulières de la variable aléatoire x. On adopte alors 
en tant que valeur acceptable de la quantité à définir la moyenne 
arithmétique des valeurs obtenues

n

S  X'1
mx = ~ • (1)

La valeur m% est appelée la moyenne statistique.
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Si le nombre de mesures n est grand, on utilise le matériel du 
tableau considéré au § 28 et Ton calcule m% de la manière suivante :

_ a:i l̂i~ha;2?w2+ - • • +  ®fctf&fc +  • • • -\~xxmxmx--------------------------------  :

ou, en utilisant les notations (1) du § 28,
% ^

ÏÏlx— 2  %hPhi (2)h—i
la valeur obtenue est appelée la .moyenne pondérée.

R e m a r  q u e. Dans ce qui suit nous désignerons les résultats 
des calculs réalisés d’après les formules (1) et (2) par une même 
lettre. Cette remarque se rapportera également aux formules (3) 
et (4).

On peut démontrer que sous certaines hypothèses restrictives 
la moyenne statistique tend en probabilité lorsque n -»■ oo vers 
l ’espérance mathématique de la variable aléatoire x . Cette assertion 
découle du théorème de Tchébychev.

Déterminons maintenant la variance empirique. Par définition 
elle est donnée par la formule '*)■:

n2
----------* (3 )

Cette quantité caractérise la dispersion des valeurs de la variable 
observée.

Si l ’on utilise le matériel des tableaux du § 28, la variance sta
tistique est donnée par la formule

D*= 2 (*fc—m%)2 p t  (4)fe=l
Cette formule est analogue à la formule (2) du § 10.

E x  em  p l  e. Déterminer la moyenne statistique et la variance statistique 
d’après le matériel statistique de F exemple du § 28.

S o l u t i o n .  Nous obtenons de la formule (2) :
n
2  Xi **

m%= — — =  ̂  i =  95 ‘ °*02+ 125 * °*05 +  455 *°»16 + 185 • °»24+
i=i

+  215 0,28 +  245-0,18 +  275- 0,06 +  305 • 0,01 =  201,20.

*) E n  r é a l i t é  i l  e s t  p ré fér a b le  d e  c a lc u le r  l a  v a r ia n c e  e m p ir iq u e  d ’a p rès
u n e  a u tre  f o r m u le ,  q u e  n o u s d o n n o n s  à la  p a g e  551.
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En vertu de la formule (4) nous avons:

2  (xh — m%)2 
D* [ i ] =  h=l „---------

A. K
2  (*h -  mî-)2 p t= 2  -  mf =
h=i h=l

=  952.0,02 +  1252.0,05 +  1552.0,16 +  1852.0,24 +  2152.0f28 +  2452-0t18+  

+  2752 • 0,06 +  3052*0,01 — (201,20)2 =  1753,56.

§ 30. E stim ation des paramètres de la  lo i de distribution. 
Théorème de L iapounov. Théorème de Laplace

Soit x une variable aléatoire, par exemple, le résultat d’une 
mesure, a la quantité à mesurer, ô l’erreur commise pendant la 
mesure. Ces quantités sont alors liées par la relation

6 =  x — a9 x =  a +  ô. (1)

De nombreuses expériences et observations montrent que si 
Ton élimine l ’erreur systématique, c’est-à-dire l’erreur constante 
pour toutes les mesures (par exemple, l’erreur provenant des instru
ments) ou telle qu’elle varie suivant une loi connue d’une mesure 
à l ’auire, et si l ’on élimine les erreurs grossières, les erreurs de 
mesure suivent une loi de distribution normale dont le centre de 
distribution est à l’origine des coordonnées. Ce fait est également 
confirmé par des considérations théoriques.

Si une variable aléatoire est la somme d’un grand nombre de 
variables aléatoires, cette somme est, sous certaines conditions 
restrictives, soumise à la loi de distribution normale. Cette assertion 
est formulée sous forme du théorème limite central établi par A. Lia
pounov (1857-1918). Nous énoncerons ici ce théorème sous une 
forme quelque peu simplifiée.

T h é o r è m e  1. Si les variables aléatoires indépendantes æA, 
æ2, . . ., xn suivent une même loi de distribution d'espérance mathé
matique a (on peut estimer sans restreindre la généralité que a =  0) 
et de variance cr2, lorsque n croît indéfiniment, la loi de distribution

n

2*»de la somme yn =  différera aussi peu que Von veut de la loi
__ o~[/ n

normale (yn est normée de telle sorte que M [yn] =  0, D [y7t] =  1).
L’importance pratique du théorème de Liapounov consiste en 

ce qui suit. On considère une variable aléatoire, par exemple, l ’écart 
d ’une certaine quantité d’une valeur donnée. Cet écart est dû à 
l ’action simultanée de nombreux facteurs aléatoires dont chacun
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donne une certaine composante de l ’écart. Toutes ces composantes 
nous sont inconnues, de même que peuvent être également inconnues 
les lois de distribution des variables aléatoires composantes. Or il 
découle du théorème de Liapounov que la variable aléatoire cons
tituant l ’écart global, suit la loi de distribution normale.

Il découle du théorème de Liapounov que si x2, . . xn sont 
les résultats des mesures d’une certaine quantité (chacun des x% 
est une variable aléatoire), alors la variable aléatoire définie par 
la moyenne arithmétique

~   #1 +  ̂ 2 +  • • • +̂ 71* -- .. »

suit, pour un n assez grand, une loi aussi proche que possible de la 
loi normale si les variables aléatoires suivent chacune une même 
loi de distribution.

Le théorème reste valable également pour les sommes de variables 
aléatoires suivant des lois de distribution différentes sous certaines 
conditions complémentaires qui sont généralement remplies pour 
les variables aléatoires que l’on considère en pratique. L’expérience 
montre que pour un nombre de termes de l’ordre de 10 on peut déjà 
estimer que leur somme est distribuée normalement.

Désignons par a et ü2 les valeurs approchées de l ’espérance mathé
matique et de la variance. Nous pouvons alors écrire les lois appro
chées de distribution des varianles aléatoires ô et x:

<2)

/  te) o l/2n

( x - a ) 2
2ct2

( 3 )

Le paramètre a est déterminé à partir des données expérimentales 
d’après la formule (1) du § 29

TL

S  *ii=1
( 4 )

Cela découle du théorème de Tchébychev (1821-1894). Sans 
nous arrêter sur la démonstration, indiquons qu’il est plus naturel 
d’estimer le paramètre o* non pas d’après la formule (3) du § 29, 
mais d’après la formule

2  (xi —a)2 2=1
n —  1 ( 5 )
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Notons que le second membre de (5) et le second membre de la 
formule (3) du § 29 diffèrent du facteur — j  qui dans les problèmes 
pratiques est proche de l’unité.

E x e m p l e  1. Donner l’expression de la loi de distribution de la varia
ble aléatoire à l ’aide dès résultats de mesure rapportés à l ’exemple du § 28 
et les résultats des calculs rapportés à l’exemple du § 29.

S o l u t i o n .  D’après des calculs effectués dans l’exemple du § 29, nous 
obtenons:

a=m* =  201,

Ô2= —^ J - D* =  • 1754= 1771,7i—l 99
â =  V Î77Î «  41.

Portant ces valeurs dans la formule (3), nous avons :

/(*) 1
41 ~\/2n 6

(x —201)2
2-1771

R e m a r q u e .  Si Ton a obtenu la fonction de répartition em
pirique d’une certaine variable aléatoire x , on peut résoudre le 
problème de son appartenance ou non à la loi normale de la manière 
suivante.

Soient données les valeurs de la variable aléatoire:

•̂ lt • • •» &n«
Déterminons la moyenne arithmétique a "d’après la formule (4). 
Calculons ensuite les valeurs de la variable aléatoire centrée

ÏJli y2» • • •» Vn*
Formons une série des valeurs absolues de dans l ’ordre de crois

sance. Si n est impair, on adopte en tant qu’écart médian ou erreur 
médiane E m la valeur absolue | ym | dans la série des valeurs abso
lues, qui figurent au +  -ième rang, et si n est pair, on
adopte en qualité de Em la moyenne arithmétique des valeurs abso
lues des quantités figurant aux rangs y  et y  +  1.

Evaluons ensuite l’erreur arithmétique moyenne d’après la 
formule

S f w l
<*--!=!------n (6>
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On détermine d’après la formule (5) l ’écart quadratique moyen

E EOn obtient enfin les rapports —jj*- et —jp- .
Pour une variable aléatoire suivant la loi de distribution norma-

E Ele. les rapports -jj- et — sont respectivement égaux à 0,8453 et 0,6745 

(cf. formule (6) du § 22). Si les rapports —  et diffèrent respecti-a (j
vement de 0,8453 et de 0,6745 d’une valeur de l ’ordre de 10 %, on 
adopte conventionnellement que la variable aléatoire y suit une 
loi normale.

Une conséquence du théorème limite central est l ’important 
théorème de Laplace établissant la probabilité pour qu’un événe
ment soit réalisé non moins de a  fois et non plus de P fois. Nous 
l ’énoncerons sans le démontrer.

T h é o r è m e  2 (d e L a p 1 a c e). Si Von effectue n épreuves 
indépendantes telles que la probabilité de la réalisation d'un événe
ment A est égale à p pour chacune d'entre elles, on a la relation

(8)

ou m est le nombre de réalisations de Vévénement A , q =  1 — p, 
P (a <  m <C p) est la probabilité pour que le nombre de réalisations 
de Vévénement A  soit compris entre a  et p.

La fonction fl> (x) a été définie à la page 525.
Indiquons certaines applications du théorème de Laplace pour 

la résolution des problèmes.
E x e m p l e  2. La probabilité du rebut lors de la fabrication de certaines 

pièces est 0,01. Déterminer la probabilité pour que sur 1000 prises au hasard 
le nombre de pièces défectueuses ne soit pas supérieur à 20.

S o l u t i o n .  Dans le cas considéré nous avons
n =  1000, p — 0,01, q =  0,99, a  =  0, P =  20.

Nous trouvons alors:

a —np 0—10
y z y n p q  T /2 .y 9 ,9  1 ’

P—np _ 20—10
y 2 . y npq y i . y w ^  ’



554 ' ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [GH. XX

Nous obtenons d’après la formule (8) :
P ( 0 < m < 2 0 )  =  — [O (2,25)—<5 (-2 ,25)] =  <D(2,25).

Nous trouvons cette valeur d’après la table de la fonction O (#) de sorte qu en 
définitive

P (0 <  m <  20) =  0,9985.
Notons enfin que les théorèmes de Bernoulli, de Liapounov, de Tchébychev, 

de Laplace dont il a été question dans ce chapitre, sont des expressions multiples 
de la loi des grands nombres de la théorie des probabilités.

Exercices
1. On jette simultanément deux dés. Déterminer la probabilité pour que la 

somme des points amenés soit égale à 5. Rép. -g-.
2. On a préparé pour une loterie 10 billets dont 5 gagnants et 5 perdants. Si

7l ’on achète deux billets, quelle est la probabilité de gagner? Rép. “g- .
3. On jette un dé 5 fois. Quelle est la probabilité pour qu’au moins une fois 

on n’amène par le chiffre 4 ?  Rép. 0,99987.
4. On a numéroté 100 cartes de 1 à 100. Quelle est la probabilité pour que dans 

le numéro d’une carte choisie au hasard figure le chiffre 5 ? Rép. 0,19.
5. On dispose de 4 machines. La probabilité pour qu’à l’instant t une machi

ne fonctionne est égale à 0,9. Déterminer la probabilité pour qu’à l’instant 
t l ’une au moins des machines fonctionne ? Rép. 0,9999.

6. Dans une première caisse contenant des pièces, 30 % d’entre elles sont de 
première qualité, et dans une seconde 40 %. On prélève une pièce de chaque 
caisse. Quelle est la probabilité pour que les deux pièces soient de première 
qualité ? Rép. 0,12.

7. Un mécanisme se compose de trois pièces. La probabilité de rebut est pi =  
=  0,008 pour la première pièce, p2 =  0,012 pour la deuxième, p 3 =  0,01 
pour la troisième. Quelle est la probabilité pour que le mécanisme soit défec
tueux ? Rép. 0,03.

8. Sur 350 mécanismes, 160 sont de première, 110 de deuxième et 80 de troi
sième qualités. La probabilité de rebut est de 0,01 pour les mécanismes de 
la première qualité, de 0,02 pour ceux de la deuxième qualité et de 0,04 
pour ceux de la troisième qualité. On choisit au hasard un mécanisme. 
Quelle est la probabilité pour qu’il ne soit pas défectueux ? Rép. 0,98.

9. On sait que par suite des erreurs commises lors de la préparation du tir, 
le centre de dispersion des projectiles peut, lors du premier tir, se trouver en 
portée en l ’un de cinq points. Les probabilités pour que ce centre se trouve 
en ces points sont respectivement pA =  0,1, p2 =  0,2, p 3 — 0,4, p4 =  0,2, 
Pb =  0,1. On sait également que si ce centre est au premie r point, la pro
babilité d’atteindre la cible en portée sera pi =  0,15, et pour les autres 
points respectivement p2 =  0,25, p3 =  0,60, p7 =  0,25, p5 =  0,15.

Après avoir réalisé la visée on a effectué un tir au cours duquel on 
a manqué la cible. Déterminer la probabilité pour que le tir ait été effec
tué pour une visée correspondant à chacun de ces points, autrement dit, 
déterminer la probabilité des causes relatives aux diverses erreurs sur la 
position du centre de dispersion après réalisation de l’épreuve. Rép. 0,85 ; 
0,75; 0,40; 0,75; 0,85.

10. On jette un dé cinq fois. Quelle est la probabilité d’amener deux fois le
six et trois fois un point autre que le six ? Rép. -gggg" •

11. Trouver l’espérance mathématique du nombre de points quand on jette 
un dé une seule fois ? Rép. 7/2.
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12. Trouver la variance de la variable aléatoire x donnée par le tableau de dis
tribution

X 2 3 5

P 0,1 0,6 0,3

Rép. 1,05.
43. La probabilité de la réalisation d’un événement A au cours d’une épreuve 

est 0,4. On effectue 5 épreuves indépendantes. Evaluer la variance du 
nombre de réalisations de l ’événement A. Rép. 1,2.

14. La probabilité pour qu’une pièce soit défectueuse est p =  0,01. Quelle 
est la probabilité pour que dans un lot de 10 pièces il y ait 0, 1, 2, 3 piè
ces défectueuses? Rép. 0,9045 ; 0,0904 ; 0,0041; 0,0011.

15. La fonction de répartition d’une variable aléatoire x est donnée par la loi 
suivante

( 0 si æ < 0 ,
F (x) =  < x si 0 ^  x ^  1,

[ l  si x >  1.

Trouver la densité de probabilité f {x), M [a;], D[z]. 
0 si x <  0,

Rép. /(*) =  ■ 1 si 0 O < l ,  M[z] = — ,

0 si æ> 1 .

16. La variable aléatoire x suit une loi normale d’espérance mathématique 
30 et de variance 100. Trouver la probabilité pour que la valeur de la 
variable aléatoire appartienne à l ’intervalle (10, 50). Rép. 0,954.

17. La variable aléatoire x suit une loi normale de variance <j2 =  0,16. Trou
ver la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire diffère de son 
espérance mathématique de moins de 0,3. Rép. 0,5468.

18. Une variable aléatoire x suit une loi normale de .centre de dispersion a =  
=  0,3 et de mesure de précision h =  2. Trouver la probabilité pour que 
la valeur de x appartienne à l ’intervalle (0,5; 2,0). Rép. 0,262.

19. L’erreur de fabrication d’une pièce de 20 cm de longueur est une variable 
aléatoire suivant la loi normale avec o =  0,2 cm. Déterminer la probabi
lité pour que la longueur de la pièce fabriquée diffère de la valeur donnée 
de moins de 0,3 cm. Rép. 0,866.

20. Dans les conditions de l ’exemple 19, déterminer l ’erreur de fabrication 
d’une pièce, qui a une probabilité 0,95 de ne pas être dépassée. Rép. 0,392.

21. Une variable aléatoire x est distribuée suivant une loi normale de para
mètres M [x] =  5 et a =  2. Quelle est la probabilité pour que la valeur 
de la variable aléatoire appartienne à l ’intervalle (1, 10). Faire un dessin. 
Rép. 0,971.

22. La longueur d’une pièce fabriquée par-une machine-outil est une variable 
aléatoire suivant une loi normale de paramètre M [a;] = 1 5 ,  a =  0,2. 
Trouver la probabilité du rebut si les dimensions admissibles de la pièce 
doivent être 15 ±  0,3. Quelle précision de longueur de la pièce fabriquée 
peut-on garantir avec une probabilité 0,97 ? Faire un dessin.
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23. En mesurant une certaine grandeur on a obtenu la série statistique sui
vante:

X 1 2 3 4

fréquence 20 15 10 5

Déterminer la valeur moyenne et la variance empiriques. Rép. 2 ; 1.
24. Les résultats des mesures sont donnés dans le tableau :

X 0,18 0,20 0,22 . 0,24 0,26 0,28

fréquence 4 18 33, 35 9 •'i.

Déterminer la valeur moyenne a et la variance g2 empiriques. Rép. 0,226 ; 
0,004.

25. La probabilité de rebut au cours de la fabrication des pièces est p =  0,02. 
Quelle est la probabilité pour que dans un lot de 400 pièces le nombre de 
pièces défectueuses soit compris entre 7 et 10 ?. Rép.,0,414.

26. La probabilité de rebut au cours de la  fabrication de certaines pièces est 
p =  0,02. Quelle est la probabilité pour que dans 1000 pièces prélevées 
au hasard le nombre de pièces défectueuses n’excède pas 25 ? Rép. 0,87.



Chapitre XXI

MATRICES. ÉCRITURE MATRICIELLE DES SYSTÈMES
ET

RÉSOLUTION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

§ 1. Transformations linéaires. Matrice

Considérons deux plans P et Q. Soient donnés dans le plan P 
un système de coordonnées rectangulaires x f ix 2 et dans le plan Q 
un système de coordonnées y±Oy2.

Les plans P et Q peuvent coïncider, les systèmes de coordonnées 
également. Considérons le sys
tème d’équations

ü/i =  +  012̂ 2» 1 /m
y2 =  cL2ix i +  a22x2J  ' f

En vertu des égalités (1), à 
chaque point M(xu #2) du 
plan {xxOx2) correspond un point
M(yi, y2) du plan (ÿi0ÿ2).

On dit alors que les équations (1) sont des transformations linéai
res des coordonnées. Ces équations appliquent lé plan {xxOx2) dans 
le plan (ytOy2) (pas nécessairement sur tout le plan). Les équations 
(1) étant linéaires, l ’application est dite application linéaire.

Si nous considérons dans le plan (;x fix 2) un certain domaine A, 
les égalités (1) définiront un ensemble de points A du plan (yiOy2) 
(fig. 448).

R e m a r q u e .  Notons que l’on peut considérer également les 
applications non linéaires

ÿ l =  <P (*!, X Z) ,  ÿ 2 =  11> f o ,  X 2) .

Nous nous bornerons ici à l’étude des applications linéaires. 
L’application (1) est entièrement déterminée par les coefficients

a i U  a l2 i  a 2U a 22*
Le tableau rectangulaire formé à l ’aide de ces coefficients écrits 

sous la forme
a ii a i2

a 2\ a 22
ou

/  au <z12\
\a 2i û22/

est appelé la matrice de l ’application (1). Les symboles || || ou ( ) 
sont les symboles d’une matrice.
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On désigne également les matrices par une seule lettre, par 
exemple A  ôu || A  ||,

A  =
au a i2

azt ;a 22
(2)

Le déterminant formé avec les éléments de cette matrice (nous 
le noterons À (4))

A =
®I1 avt
&2l &22

est appelé déterminant de la matrice.

(3)

E x e m p l e  1 L’applicatioD
yi =  xj cos a  — x2 sin a, 
y2 =  Xi sin a  -f- x2 cos a

est une rotation d'angle gc. Cette application fait correspondre à chaque point M 
de coordonnées polaires (p, 0) un point M  de coordonnées polaires (p, 0 +  a) 
si les systèmes de coordonnées (xiOx2) et (yiOy2) coïncident (fig. 449).

x2i\y2

O

M(p,0*oc)

ÿt

k=3

x,

T f

Fig. 449 Fig. 450

La matrice de cette application est
cos a —sin a
sin a cos a

E x e m p l e  2. L’application

’Ji =  kxi, 
y 2 — *2

est une dilatation suivant l'axe Oxt caractérisée par un coefficient de dilatation 
k (fig. 450). ,. .

La matrice de cette application est

E x e m p l e  3. L’application
V i  =  k x u

y2 =
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est une dilatation tant suivant Taxe Oxu que suivant l ’axe Ox2 caractérisée par 
un coefficient de dilatation égal à k (fig. 451).

La matrice de cette application est

A  = k 0 
0 k

E x e m p l e  4. La transformation

V, Fi =  — *1.
U2 =  *2

est appelée transformation de symétrie par rapport à l ’axe Ox2 (fig. 452).
La matrice de cette transforma

tion est

A = -1  0 
0 1

1y 2

1 
1

1 1
X i

1 « ■#-
0 1/1

Fig. 452

E x e m p l e  5. La transformation
Fl —
y z — x2

est appelée translation dans la direction de Vaxe Ox2 (fig. 453). La matrice de 
cette transformation est

1 X 
0 1A  =

On peut également considérer une transformation linéaire pour un 
nombre quelconque de variables. xziy 2

Ainsi, la transformation 2

yi =  Æiî i +  ̂ 12̂ 2 +  Æ13Æ3,
1/ 2  = =  û 2 1 # i  +  ^ 2 2 ^ 2  +  a 23x 3 i f  ( ^  )  

y 3 “  a 3ix l " H  &32x 2 " f"  Æ33 X 3 ^

-J----1__ l__ I__ I__ L_ Xf
ÿl

Fig. 453

est une application de l’espace à trois dimensions {xu x2l x3) dans 
l’espuce à trois dimensions {yu y2, y3). La matrice de cette trans-
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formation est
a ii & i 2 a i3

A  = a 2i a 22 a 23

a3ï a 
- co 
S

a33

(5)

On peut considérer les transformations linéaires à matrice non 
carrée, c’est-à-dire une matrice pour laquelle le nombre de lignes 
n’est pas égal au nombre de colonnes. Ainsi, la transformation

Vi =  a ll%i +  012̂ 2»
2̂ =  û2ia:i “f“a22̂ 2» J (®)

Hz =  3̂1̂ 1 ”1" ̂ 32̂ 2 '

est une application du plan XiOx2 sur un ensemble de points de 
l ’espace (yu y2, y3).

La matrice de cette transformation est

aii a i2
A  = a2i a22

a 3i a32

On considère également des matrices comportant un nombre 
arbitraire de lignes et de colonnes. Les matrices sont utilisées non 
seulement pour les transformations linéaires, mais aussi à d’autres 
fins. Cela fait que la matrice est une notion mathématique indé
pendante analogue à la notion de déterminant. Nous formulons dans 
ce qui suit quelques définitions liées à la notion de matrice.

§ 2» Définitions générales liées à la notion de matrice

D é f i n i t i o n  1. On appelle matrice un tableau rectangulaire 
formé de mn nombres, formé de m lignes et de n colonnes

A  =
Qll ai2 &in

(1)
Qml &m2 • • • Qiyiti

On emploie aussi la notation plus succincte:
A  =  |! au || (i =  1, 2, . . .t m , /  =  1, 2, 

où atj sont les éléments de la matrice.

. n), (2)
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Si le nombre des lignes est égal à celui des colonnes m =  n, 
la matrice est dite carrée :

a l l al2 . . . O'ia

=
a21 a 22 • • • a 2n

Æ/ii a ii2 • • • Æ/171

D é f i n i t i o n  2. Le déterminant formé à partir des éléments 
d’une matrice carrée est appelé déterminant de la matrice; nous 
le noterons A (A) :

ai\ Û l 2 . . .  a^n

A ( i )  =
a2i . . . Qvn

&n 1 Æ / i2 * * Q>nn

(4)

Notons qu’une matrice non carrée ne possède pas de détermi
nant.

D é f i n i t i o n  3. La matrice A*  est dite la transposée de la 
matrice A  si les colonnes de la matrice A  sont les lignes de la ma
trice A*.

E x e m p l e .  S o i t

A  =
a l l  a l2  

a 2 l  a 22  •

a 3l  0 3 2

La matrice transposée A* sera
ali 021 031 
fl12 fl22 032

D é f i n i t i o n  4. La matrice carrée A  est dite symétrique 
par rapport à la diagonale principale si axi =  a y . Il est évident 
qu’une matrice symétrique coïncide avec sa transposée.

D é f i n i t i o n  5. La matrice carrée dont tous les éléments 
non situés sur la diagonale principale sont nuis est appelée matrice 
diagonale. Si les éléments d’une matrice diagonale située sur la 
diagonale principale sont égaux à l’unité, la matrice est dite matrice 
unité. Nous la désignerons par la lettre JEJ:

1 0 . . .  0

E = 0 1 . . .  0

0 0 . . .  1

(5)
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D é f i n i t i o n  6. On considère les matrices formées d’une seule 
colonne ou d’une seule ligne :

x±
X2

X  = 3^— II Îj 2̂» •••» Vm (6)

Xm

La première est appelée matrice-colonne, la seconde matrice-ligne 
(on dit aussi matrice uni-colonne et matrice uni-ligne).

D é f i n i t i o n  7. Deux matrices sont dites égales si elles 
ont un nombre identique de lignes et de colonnes et si les éléments 
correspondants sont tous égaux, autrement dit,

A = B  (7)
ou

Il au \\ =  U*,, || (8)
si

a\j =  bij (i =  1, 2, • . ., m 7 j =  1, 2, • • n), (9)

Il est parfois commode d’identifier une matrice-colonne avec 
un vecteur dans un espace de dimensions correspondantes où les 
éléments de la matrice sont les projections de ce vecteur sur les 
axes de coordonnées correspondants. Nous pouvons ainsi écrire

Xi
x2 =  Xii -f- X2 j  - j- X3/»’.
X 3

(10)

Il est parfois commode d’identifier également une matrice-ligne 
à un vecteur.

§ 3. Transformation inverse 

Il découle dès équations (1) du § 1
yi =  aiiX i+ai2x2, 1
y2.— <̂ 21̂ 1 fl2?#2 J

que l’application du plan XiOx2 dans le plan yiOy2 est univoque, 
car à chaque point du plan xtOx2 correspond un seul point du plan 
yiOy2-
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Si le déterminant de la matrice est différent de zéro
ali ai2M A ) =
&21 #22 7̂ " 0  OU # n # 2 1  #2 i#12  V"* (2)

on sait que le système d’équations (1) peut être résolu par rapport 
à Xi et x2 de façon unique :

Vï a i2 a i i  Ul

V2 a22 „  _  û2l U2X i = --------------------  , X 2 -
û li a i2 9 z

a2l a 22

ou sous une forme plus explicite
__ fl22 , — 1̂2

a l l  a l2 

«21 a22

X 2 ~- — ?21
y  i-

V2 

A ^

A
ail I (3)

A chaque point M  (z/i, y2) du plan y\Oy2 correspond un point 
déterminé M  {xu x2) du plan x f ix 2. Dans ce cas l’application (1) 
est dite biunivoque {non dégénérée). La transformation (3) des coor
données {yu y2) en coordonnées (zi, x2) est dite inverse. Dans ce 
cas l’application inverse est aussi linéaire. Notons qu’une applica
tion linéaire non dégénérée est dite affine. La matrice de la trans
formation inverse est une matrice que nous noterons A ~ l.

A '1 =
fl22 —  a i2
A A

—  a 2i a ll
A A

(4)

Si le déterminant de la matrice A  est nul:
#li#22 — #21#12 =  0» (5)

la transformation (1) est dite dégénérée. Elle ne sera pas biunivoque.
Démontrons ce fait. Considérons les deux cas qui peuvent se 

présenter :
1) Si au = a12 =  a21 =  a22 =  0, pour tous Xi et x2 on aura 

V\ =  0, y2 =  0. Dans ce cas à chaque point {xx, x 2) du plan x f ix 2 
on fait correspondre l ’origine des coordonnées dans le plan yÎ0y2.

2) Supposons que l’un au moins des coefficients de la transfor
mation ne soit pas nul, par exemple que au =7̂= 0 .

Multipliant la première des équations (1) par a2U la seconde 
par au et retranchant les résultats, nous obtenons, compte tenu de 
l ’égalité (5),

(6)
a 2 i lJ  1 =  a i i x \  +  fll2'T2i
a i i 2/2 =  0 > 2 \x i  “l" a 2 2 x 2 i

a 2 i U l  —  aiiJ/2 =  0-
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Ainsi, pour n ’impôrte quels xu x 2 nous obtenons pour les valeurs 
yu V2 l’égalité (6), autrement dit, le point correspondant du plan 
XiOx2 appartient à la droite (6) du plan yiOy2. Il est évident que cette 
application n’est pas biunivoque, car à chaque point de la droite 
(6) du plan y\Oy2 correspond l ’ensemble de points du plan x f ix 2 
situés sur la droite yt = anxi -i~ai2x2.,

Dans les deux cas l ’application n ’est pas biunivoque.
E x e m p l e  1. La transformation

ï / i  =  2xi - ( -  x2l 1/2 =  xi —  ^ 2

est biunivoque, car le déterminant A (A) de la matrice de la transformation A  
est non nul :

2 1
A (A) =

La transformation inversé sera
1 —1 = —3.

1 , 12i =  “3 #1+-3 Jte»

x2— “2" Ui g" Vl*

1 1
3 3
1 2
3 3

Conformément à la formule (4), la matrice de la transformation inverse sera

A~i =

E x e m p l e  2. La transformation linéaire
Vi =  xi +  2x2,
ÿ2 =  -f 4a:2

est dégénérée, car le déterminant de la matrice de transformation
1 2

A U ) =  2 4 = 0 .

Cette transformation fait correspondre à tous les points du plan (#1, x2) 
les points de la droite y2 — 2yt =  0 du plan (yu y2).

§ 4. Opérations sur les m atrices. Addition des m atrices
D é f i n i t i o n  1. On appelle somme de deux matrices || ||

et || btj || comportant un même nombre de lignes et un même nombre 
de colonnes la matrice || ctj || dont l ’élément est égal à la somme 
ai i Jr bu des éléments correspondants des matrices || atj || et || ||,
autrement dit,

Il a
si

^ij ”f“ bij =  Cf] 
E x e m p l e  1.

a i 2  II I

a 22 II

‘O-II+ Il h i  II =  || Co II.

(i =  1, 2, . . m ; ; =  1, 2, n).

(1)
J]
(2)

a l i

a 2 i

bn bi2 
b2\ b 22

|| aii +  bn ai2 +  612 
a2 i +  b2i a22 +  b22

On définit de la même manière la d ifférence de deux matrices.
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Le bien-fondé de cette définition de la somme de deux matrices 
découle, en particulier, de la représentation d’un vecteur sous 
forme d’une matrice-colonne.

P r o d u i t  d’ u n e  m a t r i c e  p a r  u n  n o m b r e .  
Pour multiplier une matrice par un nombre X, il faut multiplier 
chaque élément de la matrice par ce nombre

X II au  II =  Il Xau II. (3)

Si X est un nombre entier, la formule (3) découle de la règle 
d ’addition des matrices.

E x e m p l e  2.
 ̂ Il an aiz || || Xau Xai2

Il a 2 i  a 2 2  || | l  X & 2 1  Xq.22 \

P r o d u i t  d e  d e u x  m a t r i c e s .  Soit 
i/i = anXi +  ai2x2l 1 
y2 — a2ixi ~f“ &22x2 /

une transformation linéaire du plan x±Ox2 sur le plan ViOy2 dont 
la matrice de transformation est

(4)

A  =
a li a i2 

&21 &22 (5)

Soit encore une transformation linéaire du plan yiOy2 sur le 
plan ZiOz2:

Zi = hiy\ + bnyz, 1
Z2 — bilj/l -)- ̂ 22̂ 2 / (6)

dont la matrice de transformation est
611 b 1 2

b2i ClCl
kQ (7)

On demande de déterminer la matrice de la transformation permet
tant de passer directement du plan x YOx2 au plan ZiOz2. Portant 
l’expression (4) dans l ’égalité (6), nous obtenons:

Zi =  bu (dnXi +  ^12̂ 2) +  &12 (021*1 +  022*2), 
z 2 ^  ^21 ( 011*1 “ f“  012* 2)  +  b 2o ( f l 2l * l  4 "  022* 2)

OU

z i =  (biia u  +  & i 2f l 2i )  *1 +  (&11012 “ h  bi2a22) * 2» 1
z2 =  ( & 21a l l  4“ b22d2i) Xi +  ( ^ 2i û12 4" ^ 22̂ 22)  * 2* /
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La matrice de la transformation ! obtenue sera
&llali +  &12#21 &Ufli2 +  &12û22
^ 2 1 ^ 1 1  “ f "  ^ 2 2 ^ 2 1  ^ 2 i ® 1 2  " 4 “  ^ 2 2 ^ 2 2

c  =

ou plus simplement

C7 =
Cil 1̂2
C2i C22

(9)

(10)

La matrice (9) est appelée le produit des matrices (7) et (5) et 
Ton écrit

bu bi2 aii ai2
&2i b%2 a21 a22

ou plus simplement

&iia ii 4“ 1̂2̂ 21 &iia12 +  &i2#22 
&2iaii +  2̂2a2i 2̂1̂ 12 4" 2̂2̂ 22

B  A  =  C.

(11)

(12)
Formulons maintenant la règle permettant d’effectuer la mul

tiplication de deux matrices B  et A  dont la première a m lignes 
et k colonnes, et la seconde k lignes et rc colonnes.

Gette règle peut être schématiquement illustrée par Légalité :

b u bi2  • • • b ih d u a i2 a ijr &in

b u b ih •

a 2i a 22 . . . a 2 j &2 n

bm i bm z  • • • bmh a hi &h2 • • • Q>hj • . . tthn

Cii . . • . . .  Cin

d t  . . . .• • • • •

cmi • . . . . .  CffMi

(13)

L’élément ci) de la matrice C représentant le produit de B  par À  
est égal à la somme des produits des éléments de la i-ième ligne de la 
matrice B  par les éléments correspondants de la /-ième colonne de 
la matrice A ,  autrement dit,

h
Cij =  S  (̂  =  1 » 2, • . ., 771 î J =  1, 2, . . ., Tl).
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E x e m p l e  3. Soit
1 0 I A _ 1 0

0

0 0
I » A  — 1 1 0

alors

1) BA = 1 0 
0 0

0 0 
1 . 0

0 0 1 1 0 l - l 1° 0
1 0 * 1 0 0 H 11 02) A B  =

Dans cet exemple nous remarquons que

B A  += A B .

Nous sommes parvenus à la conclusion suivante. Le produit des 
matrices n'est pas commutatif.

E x e m p l e  4. Soient données les matrices

1 0 0 0 1 0
A  = 0 2 1 , B  = 2 0 1

3 0 0 1 0 1
Calculer A B  et B  A,

S o 1 u t i o n. Nous trouvons en vertu de la formule (13) :
1-0 H- 0 - 2 +  0*1 1-1 +  . 0 - 0 +  0-0 1 - 0 +  0 - 1 +  0-1

A B  =  0 - 0 +  2 - 2 +  1-1 0 - 1 +  2 - 0 +  1-0 0 - 0 +  2 - 1 +  1-1
3 - 0 +  0 - 2 +  0-1 3 - 1 +  0 - 0 +  0-0 3 - 0 +  0 - 1 +  0-1

B A  =

0 1 0
= . 5 0 3 » ,

0 3 0
0-1 +  1 - 0 +  0-3 0 - 0 +  1 - 2 +  0-0 0 - 0 +  1-1 +  0-0
2-1 +  0 - 0 +  1.3 2. o + o -4-- 1-0 2 - 0 +  0-1 +  1-0
1 - 1 +  0 - 0 +  1-3 1. 0 +  0 - 2 +  1-0 1 - 0 +  0-1 +  1-0

0 2 1
= 5 0 0

4 0 0

E x e m p l e  5. Trouver le produit des matrices :
&11 1̂2 &13
&2i &22 &23 
&31 &32 &33

a l l ^ i l + a 1 2 ^ 2 1 + f l i 3 ^ 3 i  a i f i i  2 + a 1 2 ^ 2 2 + ^ 1 3 & 3 2  

a2 i& ll+ a 22&21“t"a 23&3i a 21&12+a 22& 22+<*23 3̂2

a i i  a i2 û13 

a 2i fl22 û23

flil&13+«i2&23+û13̂ 33
+ fl22̂ 23"l"a23̂ 33
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On peut se convaincre en vérifiant directement la validité des 
relations suivantes entre les matrices (k est un nombre, A ,  /?, C 
sont des matrices)

(kA)-B  =  A  • (kB), (14)
(A +  B) C = A  C +  JB C, (15)
C-ÇÂ. +  B) = CA  +  C B , (16)

A  (jBC) =  U  JB) C. (17)
Il découle de la règle de multiplication d’une matrice A  par 

un nombre k et de la règle permettant de sortir le facteur commun 
des éléments des colonnes d’un déterminant que pour une matrice 
du w-ième ordre

A (kA) =  knA (A). (18)
Etant donné qu’en multipliant deux matrices carrées A  et B  

on obtient une matrice carrée dont les éléments sont formés d’après 
la règle du produit des déterminants, il est évident que l’on a l’éga
lité

A (AB) =  A U ) . A  (JB). (19)
M u l t i p l i c a t i o n  p a r  u n e  m a t r i c . e  u n i t é .  

Comme nous l ’avons dit plus haut, on appelle matrice unité une 
matrice dont les éléments de la diagonale principale sont égaux à 
l ’unité et tous les autres éléments sont nuis.

Ainsi, la matrice unité du deuxième ordre:

E  =
1 0 
0 1 (20)

En vertu de la règle de multiplication des matrices nous 
obtenons :

aii a12 1 0 an a12
a2i a22 0 1 a2i Q> 22

autrement dit,
A E  =  A , (21)

et également
E A  =  Â .  (22)

On vérifie aisément que le.produit d’une matrice carrée de n ’im
porte quel ordre par la matrice unité d’ordre correspondant est 
égal à la matrice initiale, autrement dit, on a les égalités (21) et 
(22). La matrice unité joue ainsi dans le produit matriciel le rôle 
de l ’unité, c’est d’ailleurs pour cela qu’elle est appelée matrice 
unité.
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A la matrice unité (2) correspond la transformation

Vi =

y2 =  *2-
Cette transformation est dite transformation identique. Inversement, 
à une transformation identique correspond une matrice unité. 
On définit de manière analogue la transformation identique pour 
un nombre quelconque de variables.

§ 5. Transformation d’un vecteur en un autre vecteur 
à l ’aide d’une matrice

Soit donné un vecteur
X  =  xti  +  x2j  +  xBk, 

que nous écrirons sous forme de matrice-colonne
Xi

X  =  Xo 
x3

( i )

Effectuons une transformation des projections de ce vecteur 
à l ’aide de la matrice

(2)
a ii 1̂2 a i3

A  = a 2i U22 a 23

a3i Cl 32 a 33

y  1 =  a i i% i  “T" a i 2 x 2 +  a i3 X 3 j 

y2 =  #21̂ 1 “t“ a22x2 4“ a23x3i
y 2 =  &$ix i  +  &32X 2 a 33X 3*

Nous obtenons un nouveau vecteur

Y  = y±i + y2j  +  y sft 

que l ’on peut écrire sous forme de matrice-colonne

(3)

Vi aü x i +  1̂2̂ 2 +  a l3x 3
Y  = Hz = CL2ix i “h CL2 2 X 2  “f” ̂ 23̂ 3

Va CLsix i “f“ 3̂2̂ 2 “t“ CL33X3
(4)
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Utilisant la définition du produit des matrices, on peut mettre 
cette opération de transformation sous la forme

a ll a i2 a i3 Xi a nX \  +  ^ 1 2 ^ 2  +  a Ï3X3

# 2 1  $ 2 2  ^ 2 3 • x 2 = a 2iXi - ( -  # 22*^2 &2SX3

a3i a 32 a 33 * 3 a’3l%i ^ 3 2 ^ 2  a 33x 3

autrement dit,
Y  =  A X .  (6)

Le produit d'une matrice carrée par une matrice-colonne donne 
une matrice-colonne de même hauteur.

Il est évident que la transformation du vecteur à trois dimensions 
X  en vecteur Y  est simplement une autre manière de formuler la 
transformation de l ’espace à trois dimensions en un autre espace 
à trois dimensions.

Notons que le système d’égalités (3) découle de l’égalité matri
cielle (4) quand on égalise les éléments des matrices situées à gauche 
et à droite.

L’égalité (4) donne la transformation du vecteur JT en un vecteur 
Y  à l’aide de la matrice A.

Tous les raisonnements que nous avons donnés pour les vecteurs 
dans l’espace à trois dimensions peuvent être appliqués aux trans
formations des vecteurs dans un espace à un nombre quelconque de 
dimensions.

§ 6. Matrice inverse

Soit donné un vecteur X  sur lequel on a effectué une transfor
mation à l ’aide d’une matrice carrée A , de sorte que l’on a obtenu 
un vecteur Y  :

Y = A X .  (1)

Supposons que le déterminant de la matrice A  soit non nul 
A (JL) #  0. Il existe alors une transformation inverse du vecteur 
Y  en X .  On détermine cette transformation en résolvant le système 
d ’équations (3) du § 5 par rapport à a:2, x 3. La matrice de la 
transformation inverse est appelée matrice inverse de A  et notée A ~ l. 
Nous pouvons ainsi écrire

X ^ A ' Y .  (2)

Ici X , Y , A X  sont des matrices-colonnes, A -1 une matrice carrée. 
Substituant dans le second membre de Légalité (2) Y  donné par 
le second membre de l ’égalité (1), nous obtenons:

X  =  A ^ A X . (3)
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Nous avons donc effectué successivement sur le vecteur X  une 
transformation avec la matrice A, puis une transformation avec la 
matrice A"*1, autrement dit, nous avons effectué une transformation 
avec la matrice (A ^A ). Nous avons alors obtenu une transformation 
d’identité. Par conséquent, la matrice A “Ll est une matrice unité

A 1A  =  JEJ (4)
L’égalité (3) est de la forme

= JEX. (5)
T h é o r è m e  1. Si A -1 est la matrice inverse de la matrice A,  

alors A  est la matrice inverse de la matrice A "1, autrement dit, on a 
légalité

A“1A =  A A '1 =  E.. (6)
D é j n ô n s t r a t i o n .  Appliquons aux deux membres de l’éga

lité (3) une transformation à l ’àide de la matrice A :
A X  — A  (A~1A)..Xr

Utilisant la propriété d’associativité du produit des matrices, 
nous pouvons mettre cette égalité sous la forme:

A X  =  (AA”1) A X .
Il en découle que

A A ' ^ E .  (7)
Le théorème est démontré.

Il découle des égalités (4) et (7) que les matrices A et A "1 sont 
réciproquement inverses, et aussi que

(8)
11 vient en effet de l ’égalité (7) que

A 1 (A~l)~1 = JE.
Comparant cette dernière égalité avec l’égalité (4), nous obtenons 
l’égalité (8).

§ 7. Calcul de la matrice inverse 
Soit donnée une matrice non singulière (régulière)

#11 #12 #13
A  = # 2 1  # 2 2  # 2 3  

# 3 1  # 3 2  # 3 3  

#H # 12 # 1 3  

# 2 1  # 2 2  # 2 3  

# 3 1  # 3 2  # 3 3

(1)

A =  A(4)  = =7̂ =0. (2)
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Démontrons que la matrice inverse AT1 sera la matrice
4 ' i l 4 2 1 4 3 1

A A A

4 2 2 4 3 2

A A A

• 4 l 3 4 23 4 3 3
A A A

où Aij est le cofacteur de l’élément atj du déterminant A =  A (A). 
Calculons la matrice C égale au produit 4 4 " 1:

C ^ A A - 1^
« i l  a i 2  « 1 3  

&2i «22 «23 
« 3 l  « 3 2  « 3 3

4 n 4 2 i 4 3 1

A A A

4 i 2 4 2 2 4 3 2
A A A

4 i 3 A 2 3 4 3 3
A A A

1 0 0
0 1 0 .  
0 0 1

En effet, en vertu de la règle définissant le produit de deux 
matrices, les éléments diagonaux de C sont la somme des produits 
des éléments d’une ligne.du déterminant A par les cofacteurs corres
pondants divisée par A, autrement dit, sont égaux à l’unité. Pour 
l ’élément ciU par exemple, on a :

4 m . Aad, t eu =  an —h ^12—̂—l- i4i3 flll*4ll +  ffi2^li+a134l3_a«13 —  = -----------Â--------------- 1

Chacun des termes non diagonaux est égal à la somme des produits 
des éléments d’une certaine ligne par les cofacteurs d’une autre 
ligne divisée par le déterminant A; par exemple, l ’élément c23 
est déterminé ainsi :

c23 —  « 2 1  +  « 2 2  +  « 2 3
^ 2 1 ^ 3 1 4 *  f l2 2 -^ 3 2  4" a 2 3 ^ 3 3  . = 0.

Le théorème est ainsi démontré. 
R e m a r q u e .  La matrice

Au A2i A3 i
A  = Aft A22 -4-32 

-4i3 -4.23 -433
(4)

est dite matrice adjointe de A . La matrice inverse A -1 s’exprime 
ainsi en fonction de A

1 A .AU*)
La validité de cette égalité découle de l’égalité (3).

(5)
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E x e m p i e. Soit donnée la matrice
1 2 0 

A =  0 3 1
0 1 2

Calculer la matrice inverse A ”1 et la matrice adjointe A .
S o l u t i o n .  Calculons le déterminant de la matrice A  :

A (A) =  5.
Calculons également les cofacteurs

A  ü =  5, A i 2 = o. A i 3 = 0,
A  21 = — 4, A  22 = 2, A  23 = — 1
A ’si =  2, A  32 = - i , A  33 = 3.

5 4 2
5 5 5

0 2 1
5 5

0 1 3
5 5

Par conséquent, nous avons en vertu de la formule (3)

A~i =

Nous trouvons la matrice adjointe d’après la formule (4)
5 —4 2

A =  0 2 —1
0 —1 3

§ 8. Ecriture m atricielle  d ’un systèm e d'équations 
linéaires e t so lutions d'un systèm e d'équations linéaires

Nous conduirons les raisonnements pour le cas de l’espace à 
trois dimensions. Soit donné le système d'équations linéaires

aii^i +  Æl2Æ2 +  dizX3 =  d[, 1
a2 i# i+^22^2+a23#3=d27 > (1)
3̂1*̂1 4“ a 323'2 ”1“ ̂ 33̂3 = ̂ 3* J

Considérons trois matrices

A  =
a  11 ^ 12  Æ i3

#21  ^22  # 2 3

# 3 1  # 3 2  # 3 3

Xi
X  = x2

x 3
d i

Z> = d 2
d3

(2)

(3)

(4)
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Nous pouvons alors, en utilisant la règle du produit des ma
trices, écrire le système (1) sous forme matricielle

a ii a 12 a 13 Xi d i
&2i &22 &23 • x2 = d2
a3i a32 # 3 3 XZ d3

En effet, dans cette égalité le premier membre représente le 
produit de deux matrices donnant une matrice-colonne dont les 
éléments sont définis par l ’égalité (5). A droite nous avons aussi 
une matrice-colonne. Deux matrices sont égales si leurs éléments 
sont respectivement égaux. Egalant les éléments correspondants, 
nous obtenons le système d’équations (1). L’égalité matricielle 
(5) peut s’écrire sous une forme symbolique suivante :

A X  == Z). (6)
E x e m p l e .  Ecrire sous forme matricielle le système d’équations 

Xi 2x2 =  5,
3 x 2  +  x 3  =  9 ,  

a?2 -f- 2x3 =  8.
S o l u t i o n .  Ecrivons séparément la matrice J  du système, la matrice 

des solutions A' et la matrice des seconds membres D  :
1 2 0 5

= 0 3 1 , X  = *2 , D  = 9
0 1 2 *3 8

Le système d’équations linéaires peut alnrs être mis sous forme matricielle:
1 2 0 .T l 5

0 3  1 • X n = 9

0 l  2 * 3 8

§ 9. Résolution d’un système d’équations linéaires 
par la méthode matricielle

Supposons que le déterminant A (A) de la matrice .4 ne soit 
pas nul À (JL) =̂= 0. Multiplions à gauche les deux membres de 
l’égalité (6) du §8 par la matrice d " 1 inverse de A,  nous obtenons:

A ^ A X ^ A ^ D .  (1)
Or,

A - '- A ^ E ,  E X  = X ,  
de sorte qu’il découle de (1) que

X  =  A"1 JD. (2)



RÉSOLUTION D’UN SYSTÈME D ÉQUATIONS LINÉAIRES 575S 9]

Cette dernière égalité peut, compte tenu de 1’égalité (5) du § 7, 
s’écrire ainsi :

1
A (A) A D ,

ou sous une forme explicite
Xi

i
X2
x 3

“ A (A)

An A2l A3i 
Ai2 A22 A 3 2  

A13 A23 A33

di
• d2

d3

(3)

(4)

Effectuant la multiplication des matrices dans le second membre, 
nous aurons :

X i

x 2 1
A (A)

x 3

diAi i “1- d2A2y 4~ d3A3i 
diAi2 -j- d2A22 -\rd3A32
diAi3 +  d2A23 +  d3A33

(5)

Egalant les éléments respectifs des matrices-colonnes à; gauche et 
à droite, nous obtenons:

« _+  d2A2l +  ̂ 3̂ 31
Xi~ ---------- Â----------’

_ 1̂̂ 12 4- 2̂̂ 22 4* ̂ 3̂ 32
*2------------- â : :»

_àjAj3 4~ d2A23 4- ̂ 3̂ 33
(6)

La solution (6) peut s’écrire sous forme de déterminants :
di al2 a 13 

d2 a22 a23 
d3 a32 a33 T*_ ----  _

ai i  di ai3 
a21 d2 a23 

«31  d2 a33 /y-*, ----  _

an  ai2 di 
«21 « 2 2  d2
« 3 1  «32  d3

\

aii ai2 ai3 
# 2 1  « 2 2  « 2 3  

« 3 1  a 3 2  a 33

» •*'2 aii al2 al3 
a2i  « 2 2  a23 
« 3 1  a32 a33

i *^3 an al2 aL3 

« 2 i  f l 22 « 2 3  

f l3 l  a 32  a33

(7)

E x e m p l e  i. Résoudre le système d’équations 
xx 4- 2x2 =  5,

3x2 +  x3 =  9, 
x2 -4" 2x3 =  S

par la méthode matricielle.
S o l u t i o n .  Calculons le déterminant de la matrice du système

1 2 0
0 CO 1
0 1 2

A (A) = =  5.
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Déterminons la matrice inverse d’après la formule (3) du § 7 :

La matrice D  est alors

4 “* =

jD =
5
9 .
8

La solution du système (2) sous forme matricielle s’écrira ainsi:

*1. i - 1  A5 5 5 , . 5 - ‘ . 9 + | . 8

„ 2 1 2 1 o
x2 — 0 T • 9 = 0 .5 + t .9 - t .8

x3 f 8

Egalant les éléments respectifs des matrices-colonnes à gauche et à droite, 
nous obtenons :

*1=.1 .5 — 1 .9  +  - . 8  =  1, 

i 2= 0 .5+ -!~ 9 -—-8 = 2, 

x3 =  Ô.5 +  1 . 9  +  -|.8== 3 .

E x e m p l e  2. Résoudre le système d’équations 
Xi -|- 2x2 'H~ x2 ^  -9|

2xi -j- x2 “h x3 = 11 
Xi  +  Sxn +  £3 =  2

par la méthode matricielle.

S o l u t i o n .  Calculons le déterminant de la matrice du système

A (4) =
i 2 1
2 1 1
1 3 1

= 1 #  0.

Trouvons également la matrice inverse
—2 1 1
—1 0 1

5 — 1 - 3
=
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Ecrivons la solution du système sous forme matricielle

*1 - 2 1 1 0 3
x2 = —1 0 1 1 == 2
*3 5 —1 —3 2 —7

Egalant les éléments correspondants des matrices-colonnes nous obtenons: 

~— 3j x2 2j x3 ■—■ 7*

§ 10. Application orthogonale. Matrices orthogonales

Soient donnés dans l ’espace à trois dimensions deux systèmes 
rectangulaires de coordonnées (x1? x2, x3) et (x[, x', x'3) possédant 
une origine commune O. Supposons que les coordonnées du point M  
sont respectivement (X*, x2, x3) et (.x[, x', x') pour le premier et le 
second systèmes de coordonnées (on aurait pu ne pas exiger que 
les origines coïncident).

Désignons les vecteurs unitaires sur les axes de coordonnées par 
eu e2, e3 Pour Ie premier système et e[, e2, e ' pour le second. Les 
vecteurs eu e 2l e3 sont les vecteurs de base dans le système (xl7 x2, x3) 
et les vecteurs e\, e2, e'3 les vecteurs de base dans le système (;x\, x', x').

Le vecteur OM peut alors, en utilisant le premier système de 
coordonnées, être mis sous la forme :

OM =  x&i +  x2e2 +  x3e3; (1)

en utilisant le second système de coordonnées, on aura de même: 

OM =  x[e[  +  x'2e'2 +  x 3e 3. (2)

Nous allons considérer une transformation du point arbitraire 
M  de coordonnées xu x2, x3 en un point de coordonnées x', x', x'. 
On peut dire que nous allons considérer la transformation de l ’espace 
(x^ x2, x3) dans l’espace (x[, x2, x').

Cette transformation possède la propriété qu’un segment de 
longueur Z se transforme en un segment de même longueur Z. Un 
triangle se transforme donc en un triangle égal et, par conséquent, 
deux vecteurs issus d’un même point et formant entre eux un angle ij;, 
se transforment en deux vecteurs de même longueur formant entre 
eux le même angle i|l

La transformation possédant cette propriété est dite orthogonale.
On peut dire que lors d’une transformation orthogonale il se 

produit une translation de tout l ’espace considéré comme un corps 
solide ou bien une translation et une transformation de symétrie. 
Déterminons la matrice de cette transformation.
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Exprimons les vecteurs unitaires e [ ,e '2, e'z en fonction des vecteurs 
unitaires e u  e 2, e 3:

e\ =  aii#! +  (X2î 2 +  0&3 ie3 i V
e2 =  a 12ei +0t22̂ 2"4“a32e3> r
£3 =  a i3̂1 +  0̂23̂2 +  03363. J

Ici nous avons
O u =  COS (6 1, e j ,  Oti2 =  COS ( ^ i ,  e a) ,  0Cj[3 = C O S  Cg),

0 S21 =  cos (e2j ®j)î o ^ — cos (e2j e2)> CC2 3  == cos 6 S),
O&31 = : COS 6̂3, e j ,  C&32 =  COS ( # 3, e 2)j 0&33 == COS ( 63, 6g).

Ecrivons les neuf cosinus directeurs sous forme de matrice

(3)

(4)

an (X21 a311
8  =  0&12 0&22 0&32

a l3 &2S O&3 3 1

Utilisant les relations (4), nous pouvons également écrire:
et =  a,ue[ +  +  «1363,
e2 =  ocziel +  a22 2̂ + « 2 3 ^ 3  

e3 =  a 31e2+ « 32^2 *4“ 03363  

Il est évident que la matrice
au  ai2 a i 3 1

S* =  ‘

)
\

e;.J

(5)

(6)

(7)(X21 CX22 a23 
a31 a32 a231

est la transposée de la matrice 8 . Comme 6 2, 63 , 63 sont des vec
teurs unitaires réciproquement perpendiculaires, leur produit scalai
re est égal à ±  1. Par conséquent, nous avons,

au 02!
ai2 (X22.
ai3 a23

a3i
a32
a33

==±1.

De manière analogue nous pouvons écrire
au a12 ai3 

(6i6263) =  A (8 *) =  a21 022 a23 
a3i a32 a33 

Calculons le produit des matrices

=  ±  1.

( 8)

(9)

a a  021 a 3i Ou Oi2 0̂ 3 1 0  0
ss*= Ol2 022 a 32 

a l3 023 a 33
# 02l 022 023

031 032 O33
— 0 1 0 

0 0 1
=  E .  ( 10)
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En effet, si l ’on désigne par les éléments de la matrice de 
produit nous obtenons :

cii =  aîi +  a*i +  a*i =  l ,  ï
C22 =  0SJ2 +  aga +  «32 =  1 ,  > ( 1 1 )

C33 =  aj3 +  a23 +  a 33 =  l ,  J
c12 —  a l i a 12 4" 0&2ia 22 4 “ a 3 ia 32 =  ( ^ 1 ^ 2 )  ^

Nous avons de même
Cij~e ie j  = 0 si i^=j  (î =  l ,  2, 3; y =  1, 2, 3). (12)

Ainsi,
S8* = E . (13)

La matrice transposée S* coïncide, par conséquent, avec la 
matrice inverse S”1 :

(14)
Une matrice vérifiant les conditions (13) ou (14), c’est-à-dire 

une matrice égale à la matrice inverse de sa transposée est dite 
orthogonale. Trouvons maintenant les formules de passage des coor
données (rct, æ2, x 3) aux coordonnées (xJ, x'2> x'3) et inversement. En 
vertu des formules (3) et (6) on peut exprimer les seconds membres 
des égalités (1) et (2) en fonction de la base {eu e2, tf3), ainsi qu’en 
fonction de la base (e\, e'2, e'3). Gela fait qu’on peut écrire l ’égalité

x^et 4- #2 2̂ 4- x3ez =  x\e\ +  x2e2 -f x'3e3. (15)
Multipliant successivement tous les termes de l ’égalité (15) par le 
vecteur e[, puis par le vecteur e', puis par le vecteur e3 et tenant 
compte du fait que

e\e) = 0 
e\e] =  1

=  Ctij,
nous obtenons :

x\ =  auXi +  a2ix2 +  a3lx3, "j
#2 =  “ 12*1 +  a 22#2 +  «32X3, l  (17)
X3 — ttjgXj -j- Cl23X2 -j-“ Ct33X3. )

Multipliant les termes de l ’égalité (15) successivement par 
ei,e2,e3 nous obtenons :

xi =  aux\ +  ai2x2 +  al3x3,
X2 — 0C21^i “1“ 0^22^2 ^ 23^ 31

X3 — a3iXl <X32Xt -(- CC33X3.

si i=£h  1
sii = j, > (16)

(18)
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La matrice des transformations orthogonales (17) est ainsi la 
matrice S , et la matrice de la transformation inverse (18) la ma
trice S*.

Nous avons ainsi démontré que, dans un système cartésien de 
coordonnées, à une transformation orthogonale correspond une matrice 
orthogonale. On peut démontrer que si les matrices des transforma
tions directes et inverse (17) et (18) vérifient la relation (13) ou 
(14), c’est-à-dire sont orthogonales, la transformation sera elle 
aussi orthogonale.

Introduisons les matrices-colonnes
x \ Xi

X '  = X* , X  = x 2

X'z x 3

Les systèmes (17) et (18) peuvent alors s ’écrire:
X '  =  S X ,  (20)
X  = S-KST. (21)

Si nous introduisons les transposées des matrices (19),
X '*  =  ||x;avr;||, X *  =  || xixzx31|, (22)

nous pourrons écrire
X '*  = X * 8 r \  X *  =  X '* -8 . (23)

§ 1 1 .  Vecteur propre d ’une transform ation linéaire

D é f i n i t i o n  1. Soit donné un vecteur X  :
Xi 
*2 ,
X3

( 1 )

où x\ +  x\ +  x\ ^  0.
Si après la transformation du vecteur X  à l ’aide de la matrice A  

(cf. (2), § 5) nous obtenons un vecteur Y  :

Y = A X ,
parallèle au vecteur X  :

Y  = XX,

(2)

(3)
où X est un nombre, le vecteur X  est appelé vecteur propre de la 
matrice A  ou vecteur propre de la transformation linéaire donnée ; 
le nombre X est appelé valeur propre.
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Déterminons le vecteur propre
Xt

X  = X2
X3

de la transformation linéaire ou de la matrice donnée A . Pour que 
le vecteur X  soit un vecteur propre de la matrice A , il faut que 
soient vérifiées les égalités (2) et (3). Egalant les seconds membres 
de ces égalités nous obtenons :

A X = X X (4)
ou

A X  = XEX,
autrement dit,

(A — XE) X  = 0. (5)

Il découle de cette égalité que le vecteur X  est déterminé 
à une constante près. Sous forme explicite l ’égalité (4) s’écrit :

a llÆ l “f “ Æ i2#2  ~i“  û 13#3 =  X , X i ,  'j

~j“ U22X2 “f" ̂ 23 3̂ =  Xx2l / (6)
^31^1 H" Q'32,%2 “1“ Æ3 3 Æ3  =  X X qi )

et l ’égalité (5)

(ûn — X) Xi~\- ai2x2-{- 1̂3X3 =  0, "j
^21^1 (fl22— X 2 -\- 0 ,3 3 X 3 =  0̂  / (7)
a 3i%i “h  a 32^2 "I" ( fl33 —  X )aT 3==0. J

Nous obtenons un système d’équations linéaires homogènes 
pour déterminer les coordonnées xu x2, x3 du vecteur X . Pour que le 
système (7) possède une solution non nulle, il faut et il suffit que 
le déterminant du système soit nul :

ou

üa — X ü\2 
a2i a22—*X

ai3
*23

fl3i *32 fl3 3 ‘

=  0 (8)

A U  -  ME) =  0. (9)

C’est une équation du troisième degré en X. On l’appelle équation 
caractéristique de la matrice A . Elle permet de calculer les valeurs 
propres X.
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Considérons le cas où toutes les racines de l ’équation caractéris 
tique sont réelles et distinctes. Désignons-les par X2, Jt3.

A chaque valeur propre A, correspond un vecteur propre dont 
les composantes sont déterminées à l ’aide des coordonnées du sys
tème (7) pour la valeur correspondante de X. Désignons les vecteurs 
propres par xu r 2, x3. On peut démontrer que ces vecteurs sont 
linéairement indépendants, autrement dit, qu’aucun d’eux ne s’ex
prime en fonction des autres. On peut, par conséquent, exprimer 
n ’importe quel vecteur en fonction des vecteurs xl7 t 2, x 3, c’est-à- 
dire les adopter en tant que vecteurs de base.

Notons, sans en donner la démonstration, que toutes les racines 
de l ’équation caractéristique d’une matrice symétrique sont réelles.

E x e m p l e  1. Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de la 
matrice

1 1 
8 3 .

S o l u t i o n .  Formons T équation caractéristique et trouvons les valeurs 
propres

11 —h
I 8 =  0, c’est-à-dire %2 — —5 =  0,

—1, 7̂2 ==

Trouvons le vecteur propre correspondant à la valeur propre —1 à partir 
du système correspondant d’équations (7)

(1 — a;2 =  0, 2xt +  x2 =  0,
8x* -(- (3 — 8x̂  -J- 4x2 =  0.

Résolvant ce système nous trouvons xj =  m x2 =  —2m, où m est un nombre 
arbitraire.

Le vecteur propre sera
Xi = mi — 2mJ m

Pour la valeur propre — 5 écrivons le système d’équations

—4x* +  x2 =  0,

Le vecteur propre sera
8 x 1 —  2 x 2 =  0 .

T2= m  +  4 mj.

E x e m p l e  2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
matrice

7 —2 0
—2 6 —2

0 —2 5
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S o l u t i o n -  Ecrivons l ’équation caractéristique

7—% —2 0
—2 6 —  X —2
0 —2 5 — X

0, autrement dit, W +18^2—99>,+162 =  0.

Les racines de cette équation sont : ^  =  3, X2 =  6> A* =  9. Pour A* =  3 nous 
déterminons le vecteur propre du système d’équations

—  2 x 2 =  0 ,

—2xi-|- 3x2 — 2x3 =  0,
—2x2 -|- 2x3 =  0.

Posant xi =  m, nous obtenons x2 =  2m, x3 =  2m. Le vecteur propre est alors
Xi — mi-\- 2mj+ 2mk.

Nous trouvons de même :
T2 =  m i - \ -  -f j-  m j —  m k ,

1
Ï 3 =  —  m i  -f- m j — ^

§ 12. Matrice d’une transformation linéaire pour laquelle 
les vecteurs de base sont les vecteurs propres

Déterminons maintenant la matrice de la transformation linéaire, 
quand la base est constituée par les vecteurs propres xu t 2> *3- 
Pour cette transformation on doit avoir les relations suivantes :

T* =  % l X l ,  1

T* =  À2T2) l  , (1)
T* =  >̂3̂ 3) J

où t*, t*, t* sont les images des vecteurs Tt, t2, t3.
Supposons que la matrice de la transformation soit

aû ai2 <3
A ' — a22 û23

a'3i aZ2 û33

Déterminons les éléments de cette matrice. Dans la base Tj, %, 
Ta on peut écrire :

1
0 .
0

Tj — l - ' t 1 +  0 * T 2 +  0 - T 3 =
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Comme après la transformation à l’aide de la matrice A f le 
vecteur x1 se transforme en vecteur t* =  :

T* =  %±Xi +  0*t2 +  0 - t3,
nous pouvons écrire

T* =  À|Tj =  A f Tj.
Par conséquent, nous avons

a ii a i2 a i3 1

0 = a 2l ü 22 a 2Z • 0

0 a H a 'c2 a 33 0

ou sous forme d’un système d’équations
À i^ a ^ .i  +  a^-O +  ^s-O,
0 =  û2l’ l  +  û22, 0 4 - tt23’^ ’ T (4)
0 =  #31 • 1 +  a32’0 +  a 33‘0* J 

Nous trouvons de ce système
fl11 =  Ài, a 2i =  0 ,  ci3i =  0.

De la relation
T 2 —  A/2^2» ^3 —  ^3^3 ?

nous tirons de même:

Æ12 =  0, Q>22 =  3̂2 =  >̂
flig:= 0 , ^23=  ^33=  3̂*

La matrice de la transformation est ainsi de la forme

*1 0 0Jl 0 2̂ 0
0 0 3̂

La transformation linéaire sera

(5)

y2 ~  2̂#2ï
y 3=

Si ^i =  'X2= ^ 3  =  X*, la transformation linéaire sera de la forme

^ 3 *

(6)
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Une transformation de ce genre est dite transformation de simi
litude de coefficient A4. Par cette transformation chaque vecteur de 
l ’espace est un vecteur propre correspondant à la valeur propre A4.

§ 13. Transformation de la matrice d’une transformation 
linéaire lors du passage d’une base à une autre

Soit X  un vecteur arbitraire :

X  = x2 — x i€ i 4 “ x 2€ 2 4 " *̂ 3̂ 31
X3

(1)

donné dans une base (ej, e%, e3). A l ’aide de la matrice A  le 
vecteur X  se transforme en vecteur Y  :

y =
y i

v%
Vz

yiei +  y^ez +  y3e3. (2)

Y  = A X . (3)
Introduisons dans l ’espace considère une nouvelle base (e', e'2, e3) 

liée avec l’ancienne base par les formules de passage

0t =  ^li^i +  ^2ie2 +  &31e3» 1
e2 ~  bi2ei 4" b22e2 +  &32̂ 3î /  » (4)
e3 ^  1̂3̂ 1 4" 2̂3e2 4" b33e3. J

Supposons que dans la nouvelle base le vecteur X  s’écrit ainsi :

X  — Xi@i “H X2̂ 2 4* ^3^3--

Nous pouvons écrire l ’égalité

*2
*3

(5)

XiCi +  x2e 2 +  x3e3 =  x[e[ +  x2e2 +  x'3e '3, (6)

où dans le second membre nous avons substitué l’expression (4). 
Egalant les coefficients des vecteurs eu 02, 03 à droite et à gauche, 
nous obtenons l ’égalité :

Xi bliXi 4 " ^12^2 4 " b\3X3» 

x2 =  b2ix l 4~ b22x2 -j- b23x3, 
x3 =  ^31̂ 1 +  b32x2 4* b33x3,

(7)
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ou encore plus simplement

avec
B X r7

bu &12 CO

B - bu &22 COC4
-O

bzi & 3 2 ^ 3 3

(8)

(9)

Cette matrice est régulière, possède une. matrice inverse 23"1, 
étant donné que le système (7) possède une solution déterminée par 
rapport à x '2, x'3. Si dans la nouvelle base nous écrivons le vec
teur Y  :

Y  — y y  2̂ 2 ViPv
nous aurons évidemment l ’égalité

Y  = E Y '.  (10)
Portant les expressions (8) et (10) dans (3), nous obtenons;

B Y ' = A B X ' . (11)

Multipliant les deux parties de l ’égalité par JJ"1, nous trouvons
Y'  = B ^ A B X \  (12)

Par conséquent, la matrice A '  de transformation sera dans la 
nouvelle base

A '  = B~XA B .  (13)
E x e m p l e .  Supposons qu’à l ’aide de la matrice A :

1 1 0

A  = 1 0 1

0 1 1

on effectue une transformation du vecteur dans la base (cj, e2, c3). Déterminer 
la matrice de transformation A ' dans la base (e{. e e3), si

e{ =  ei-t-2 e2  +  e3,
e3 = 2ci 4" fi2 4"3e3,

3̂ =  6l+  ̂ 2 +  63.
S o l u t i o n .  La matrice B  a pour expression (cf. formules (4) et (9))

B  =
1 2 1

2 1 1

1 3 1

Trouvons la matrice inverse (À (B) =  1)
- 2 1 1

B-1 = - 1 0 1

. 5 — 1

C
O

.

1
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N o u s  tr o u v o n s  e n s u it e :
—1 —1 2

B - 1 A  = —1 0 2
4 2 — 4

A  l ’a id e  d e  la  fo r m u le  (13) n o u s  o b te n o n s  en  d é f in i t iv e :

—1 3 0
A  =  B - ' A B  = 0 1 0

4 —2 2
Démontrons maintenant le théorème suivant.

T h é o r è m e  i .  Le polynôme caractéristique (le premier membre 
de l’équation (8) du § 11) est indépendant du choix de la base pour 
une transformation linéaire donnée.

D é m o n s t r a t i o n .  Ecrivons deux égalités matricielles.

JE = B 1 JE B ,
où A  et A r sont les matrices correspondant aux différentes bases 
pour une même transformation linéaire, B  est la matrice de passage 
des nouvelles coordonnées aux anciennes, JE est la matrice unité. 

Nous obtenons ainsi en vertu des deux égalités précédentes:
A '  — ME = B"1 {A — ME) B .

Passant des matrices aux déterminants et utilisant la règle 
de multiplication des matrices et des déterminants, nous trouvons :

A (.-1 ' — %E) =  A (B -1 (A — XJE)B) = A (JT1) • A (A — ME) A (B).
Or,

A (B -1) A (B) =  A (B ^B )  =  A (E) =  1.
Par conséquent, nous obtenons,

b ( A ’ — %E) = k(A- -%E) .
Dans cette égalité nous avons à gauche et à droite les polynômes 

caractéristiques des matrices de la transformation. Le théorème 
est ainsi démontré.

§ 14. Formes quadratiques et leur transformation
D é f i n i t i o n  1. On appelle forme quadratique de plusieurs 

variables un polynôme homogène du second degré de ces variables. 
La forme quadratique des trois variables Xi, x2l x 3 est de la forme :

F = anx\ +  a2 2x\ +  a3 2x\ +  2ai2XiX2 +  2ai3xix3 +  2a23x2x3, (1 )
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où a,ij sont des nombres donnés; le coefficient 2 est choisi pour 
simplifier les formules obtenues par la suite.

L’égalité (1) peut s’écrire:
F =  X i  ( a n X i  +  a i 2 x 2 +  « 13̂ 3) +  

4“ x 2 (a 2ix \ 4 ~ &22x 2 4“ a 23x 3) 4 " 

4~ X 3 ( d 3 i X i  4 -  a 32X 2 4 " °'33x 3)i (2)

OU a,i

La matrice

2, 3; 7 =  1 , 2, 3) sont des nombres donnés, et
a12 = a21» ai3 = a3U # 2 3  —  f l 3 2 - (3)

« h #12 « 1 3

A  = a 2\ « 2 2 # 2 3 (4)
a 3i « 3 2 « 3 3

est appelée matrice de la forme quadratique (1). C’est une matrice 
symétrique.

Nous estimerons que {xu x2, x3) sont les coordonnées du point de 
l ’espace ou les coordonnées du vecteur dans la base orthogonale 
{eu e2, e3), où el9 e2, e3 sont les vecteurs unitaires.

Considérons une transformation linéaire dans la base e2, e3) :
X \ = ̂ lî i 4* a \2x 2 4" a i3 X 3 7 'j
x2 =  a2iXi +  a22tx2 -(- a23x3, > (5)
X 3 == & 3ix i 4~* &32x 2 4” ̂ 33*̂3 • J

La matrice de cette transformation coïncide avec la matrice 
de la forme quadratique.

Déterminons ensuite deux vecteurs

X ' =

Ecrivons la transformation (5) sous la forme
X '  = A X .

(6)

(7)

(8)

On peut alors mettre la forme quadratique sous forme du produit 
scalaire de ces vecteurs

F = X A X . (9)
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Soient e[, e2, e3 les vecteurs propres orthogonaux de la trans
formation (8) correspondant aux valeurs propres X2, X3. On peut 
démontrer que si la matrice est symétrique, il existe une base ortho
gonale composée des vecteurs propres de la matrice A.

Effectuons la transformation (8) dans la base (e[, e2, e3). La 
matrice de la transformation sera alors dans cette base la matrice 
diagonale (cf. § 12) :

Xi 0 0
0 À o 0
0 0 3̂

On peut démontrer qu’en appliquant cette transformation à la 
forme quadratique (1), on peut ramener cette dernière à la forme

F =  Kix* +  + Jt3̂ .  (11)

Les directions des vecteurs propres e\, é2, e3 sont dites directions 
principales de la forme quadratique.

§ 15. Rang d’une matrice. Existence des solutions d’un 
système d’équations linéaires

D é f i n i t i o n  1. On appelle mineur d’une matrice A  le dé
terminant formé des éléments restants de la matrice quand on sup
prime quelques lignes et quelques colonnes dans cette matrice.

E x e m p l e  1. Soit donnée la matrice

011 fl12 ^13 014

fl21 û22 023 024 •

031 tt32 033 034

On obtient les mineurs du troisième ordre de cette matrice après avoir 
supprimé une colonne et remplacé le symbole || || de la matrice par le symbole | | 
du déterminant. Il y en a quatre.

On obtient les mineurs du deuxième ordre en supprimant deux colonnes 
et une ligne. Il y en a 18. De même il y a 12 mineurs du premier ordre.

D é f i n i t i o n  2. On appelle rang d’une matrice A  l’ordre 
maximal du mineur non nul de la matrice A .

E x e m p l e  2. On vérifie aisément que le rang do la matrice

1 —1 0
2 0 1
1 1 1

est 2.
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E x e m p l e  3. Le rang de la matrice
1 2  3 
3 6 9

est 1.

Si A  est une matrice carrée d’ordre n, le rang k de cette matrice 
vérifie la relation k ^ .n .  Comme nous l’avons noté plus haut, si 
k =  n, la matrice est dite régulière, si k <  n la matrice est dite 
singulière.

Par exemple, la matrice
0 1 0
0 0 1
1 1 0

est régulière, puisque A (̂ 4) =  ! ^  0; la matrice de l’exemple 2 est singulière, 
car n =  3 mais k =  2.

La notion de rang d’une matrice est largement utilisée dans 
la théorie des systèmes d’équations linéaires. On a ainsi le théorè
me suivant :

T h é o r è m e  1. Soit donné un système d'équations linéaires

a llx l “1“ a12x 2 “l" a i3x 3 == 

Q>2ixi “f* 2̂2*̂ 2 ^23X3 =  2̂ »
a3lxl ”1” #32̂ 2 "t~ Æ33Æ3 “  ^3*

Introduisons la matrice du système

et la matrice élargie

A =

B  =

an a \2 a 13

a 2i a 22 a 23

a3i a32 a 33

i a \2 a 13 h
1 a 22 a 23 h
1 a 32 a B3 b3

( 1 )

(2) 

(3)

La solution du système (1) existe, si le rang de la matrice A  est 
égal au rang de la matrice B . Le système n'a pas de solution, si le 
rang de la matrice A  est inférieur au rang de la matrice B . Si le rang 
des matrices A  et B  est 3, le système possède une solution unique. Si le 
rang des matrices A  et B  est 2, le système possède une infinité de solu
tions, et dans ce cas deux des inconnues s'expriment en fonction de la 
troisième, qui prend une valeur arbitraire.

Si le rang des matrices A  et B  est 1, le système possède une infinité 
de solutions, et dans ce cas deux des inconnues prennent une valeur
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arbitraire, et la troisième s'exprime en fonction de ces deux autres.
On établit aisément la validité de ce théorème en analysant 

les solutions du système d’équations. Ce théorème est valable pour 
les systèmes à un nombre quelconque d’équations.

§ 16. Dérivation et intégration des matrices
Soit donnée une matrice || au {t) || dont les termes ati (£) sont 

fonction d’une certaine variable t :
au (t) ûi2 (t) . . U \ n  (0

Il au (0 II = a21 (t) a22 (t) ..■ • 0*271 (0

O m l (0 O m 2  (0 O m n  (̂ )

nous pouvons encore écrire simplement:
Il o- (t) Il =  Il «ii W II (Î =  1 , 2, . . m\ j =  1 , 2, . . n).

(2)

Supposons que les éléments de cette matrice possèdent des déri
vées

dai i  (t) damn (t)
dt  ’ ’ * ’ 1 dt  *

D é f i n i t i o n  1. On appelle dérivée d'une matrice || a (t) || 
la matrice, notée ^  || a (t) ||, dont les éléments sont les dérivées 
des éléments de la matrice || a (t) ||, autrement dit,

d_
dt «(011=

dan dai2 da\n
dt dt ' ’  dt
da2\ da2 2 da2ji
dt dt  -  ' dt

dam i do>m2 damn
dt dt  ‘  ‘’ '  dt

(3)

. Notons que cette définition de la dérivée d’une matrice s’obtient 
d’une manière fort naturelle si outre les opérations déjà introduites 
de soustraction des matrices et de multiplication d’une matrice 
par un nombre (cf. § 4) on définit l ’opération de passage à la limite :

~ {Il aU (t +  Ai) || —1| ütj (t) ||} =  lim aij{t+A^  a‘
Af-vO

lim -------- t -
AM-0 A i

lij  M

"aij (0
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L’égalité (3) peut être écrite d’une façon condensée sous forme 
symbolique

d
i  «<■« dt aij (t)

ou encore

4 ikwii-I ■£«<*>

(4)

(5)
Il est parfois commode d’utiliser au lieu du symbole de dériva

tion le symbole D ; l ’égalité (5) s’écrit alors :
D \ \ a \ \  = \\Da ||. (6)

D é f i n i t i o n  2. On appelle intégrale d’une matrice || a {t) 
et l ’on note

t

j  II«W ll* .
<0

la matrice dont les éléments sont les intégrales des éléments res
pectifs de la matrice initiale:

t,
j h a w h * =

ou simplement :

t
j  a n  ( 2)  dz  . .

t
. 1 a in (z) dz

J
to to
t t
j  a21 ( 2)  dz  . . • • \  « 21» (2) dz
to to

t t
# m i  ( 2)  dz  . • • \  timn ( z )  dz 

Jto to

(7)

(8)

ou encore

j  || a (z) || dz =  j  au  (z) dz
to to

t t
j  ||a(z) ||dz =  || j  a(z)dz||. (9)
*0 to

t
On désigne parfois le symbole j  ( ) dz par une seule lettre,

to
par exemple S  et, dans ce cas, on peut, de même que (6), mettre 
l ’égalité (9) sous la forme :

(10)
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§ 17. Ecriture matricielle d’un système d’équations 
différentielles et des solutions d’un système 

d’équations différentielles à coefficients constants

Considérons un système de n équations différentielles linéaires 
comportant n fonctions inconnues Xï(t), x 2 {t), . . ., xn {t)\

(0
dt a i l x i  4“ a i 2 ^ 2  4" ■ ■ • “H ü l T i X m

dx2 (t) 
dt =  & 2 \ X \  -f- C i o 4~ • * • 4“ & 2 n X n i

\

( ( 1 )

dxn (t) 
dt a n i^ i 4" a n2X2 4 “ • • • a nnXn •

Les coefficients aij sont constants. Introduisons la notation :

Xi (t) 
Xo ( 0

(2)

Xn (0

C’est la matrice des solutions ou la solution vectorielle du système 
(1). Définissons ensuite la matrice des dérivées des solutions .

dx
dt

dx[
dt

dx2
~dt~

dxn
dt

(3)

Ecrivons la matrice des coefficients du système d’équations diffé
rentielles

« i l CI
éT • a in

Il «  Il =  Il au 11 =
a 21 Cioo • • • Cl2n

a ni Cln2 • • • a n n

Utilisant la règle de multiplication des matrices (cf. § 4), .nous 
pouvons écrire le système d’équations différentielles (1) sous forme
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matricielle
d i ■ 
dt aii ala . . .

dx2
dt a21 a22 • • d2n

dxn
dt a m CLn2 . . . dnn

(5)

*1 

x2

Xn

ou simplement, en vertu de la règle de dérivation des matrices,

11=Il «INI *11- (6)
On peut également mettre cette équation sous une forme plus com
pacte :

dtJO /P7 V- ¥ - =  aac, (7)

où x  est appelée également solution, vectorielle, a  est la notation 
condensée de la matrice \\aij\\.

Posons
a i
cc2

a = a  =

<%n

(8)

où a i sont des nombres.
Nous nous proposons de chercher l’ensemble des solutions du 

système d’équations différentielles sous la forme (cf. formule (2) 
du § 30, ch. XIII)

(9)I x II = e** • Il a I
ou

x  = ehla. (10)

Portant (10) dans (7) (ou (9) dans (6)) et utilisant la règle de mul
tiplication d’une matrice par un nombre et la règle de dérivation 
des matrices, nous obtenons :

kehta — aef*'a, (11)
d’où nous trouvons :

ka =  aa
ou encore

! ! a a — ka — 0. (12)
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Rappelons que dans cette dernière égalité a  est la matrice (4), k est 
un nombre, a la matrice-colonne (8). Nous pouvons alors écrire 
la matrice figurant au premier membre de l ’égalité (12) de la maniè
re suivante :

(a — kE)  a =  0, (13)
où JE est la matrice unité du n~ième ordre. Sous forme explicite 
l ’égalité (13) s’écrit:

#n— k d\2 . . .  
# 2 i  # 2 2  k • . .

# 1 7 1

# 2 7 1

ai
a 2

^ 7 l i  # 7 1 2  • • • #7171 k a n

L’égalité (12) montre que le vecteur a est transformé à l ’aide de la 
matrice a en un vecteur parallèle ka. Par conséquent, le vecteur a  
est un vecteur propre de la matrice a  correspondant à la valeur 
propre k (cf. § 11).

Sous forme scalaire on peut écrire l ’égalité (12) comme un sys
tème d’équations algébriques (cf. système (3), § 30, ch. XIII). Le 
nombre k doit être déterminé à partir de l’équation (5) du § 30, 
ch. XIII que l ’on peut écrire ainsi sous forme matricielle:

A(a —AÆ) =  0, (15)

autrement dit, le déterminant
a ^ - k # 1 2 #171

# 2 1 # 2 2  — & • • • #271 =  0 (16)

# 7 t l # 7 1 2  • • • #7171 k

doit être nul.
Supposons que toutes les racines de (16) soient distinctes: 

Æi, k2, . . kn.

Pour chaque valeur kt du système (13) on détermine la matrice 
des valeurs a

a(0n
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(l’une de ces valeurs est arbitraire). Par conséquent, la solution 
du système (1) s’écrira sous forme matricielle

Xi

x 2

à ™ a (j2) .

■

. .

. .  ai")
C t e ^

Xn a  (n c4" • a(n) . . cxn C ne hnl

(17)

où Ci sont des constantes, ou simplement
II* Il = Il a Il'Il °eht II- (18)

Sous forme scalaire la solution est donnée par les formules (6) 
du § 30, ch. XIII.

E x e m p l e  1. Ecrire sous forme matricielle le système et la solution 
du système a ’équations différentielles linéaires

— - = 2£1 +  2Z2,

-^= *1+ 3* ,.
S o l u t i o n .  Ecrivons la matrice du système

Sous forme matricielle le système d’équations s ’écrira (cf. l ’équation (5)) .
dx̂
dt 2 2 Xi

dx2
dt 1 3 x2

Formons l ’équation caractéristique (15) et trouvons ses racines
2 — k 2 

1 3 — k =  0, c’est-à-diré k2 — 5/c + 4  =  0,

par conséquent,
/ci = l, /c2 =  4.

Formons le système (14) pour déterminer les valeurs a£1\  a^1) correspond 
dant à la racine ki =  l  :

( 2 - l ) c ^ > +  2 a < D  =  0,  

cc(i ) + ( 3 _ _ l ) a < 1 ) = 0 .

1
Posant ajl) =  l, nous obtenons <41} =  — y  » '

Nous trouvons de même aj2) et correspondant à la racine Zc2 =  4.
Nous obtenons :

<*&*> = 1, a«>. =  l.
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Nous pouvons maintenant écrire la solution du système sous forme 
matricielle (formule (17)) :

Xi 1 1 Ctet .

x2 —
4 *

• C2e*t

ou sous forme habituelle :
-{- C2e^

xz — T~2
E x e m p l e  2. Ecrire sous forme matricielle le système et la solution 

du système d’équations différentielles linéaires

=  Zi +  x2 +  3x3.

S o l u t i o n . Ecrivons la matrice du système

A —
10 0 
12 0 . 
1 1 3

Le système s’écrira donc sous forme matricielle (cf. équation (5)) :

Formons l ’équation caractéristique (16) et trouvons ses racines :
1 —A 0 0
1 2 — 7c 0
1 1 3 — k

=  1, c ’est-à-dire (1 — k) (2 — k) (3 — k) =  0,

par conséquent,
ki — 1, k2 == 2, 7̂3 =  3,

Déterminons à partir du système d ’équations (14) les valeurs a£1}, a£l>, 
a£1} correspondant à la racine ki =  i

a<i) +  a<i> =0,
a <1) +  a (i) +  2aJ1) =  0;

nous trouvons :
a P  =  l, a<1> = - l ,  a<D =  0.
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Déterminons les valeurs aj2), a£a), a£a) correspondant à la racine k2 =  2 
à partir du système

— ai2> =0,
<42) . =0,
a i 2> +  a 2a) +  as2> =  0 ;

nous trouvons :
a<2>=0, a<*> =  l , cc<a> = - l .

Déterminons les valeurs a£3), ajj3), aÿ}  correspondant à la racine Ar3 =  3 
à partir du système

— 2<x£3> = 0 ,
a£3) —a£3) =0,
a<3>+a<3> =  0;

nous trouvons :
aj3) = 0, a<3> =  0, a£3) = 1.

Ecrivons la solution du système sous forme matricielle (cf. formule (17))
X i 1 0 0 c ie‘
X 3 = - 1  1 0 . C2e2t
X 3 0 —1 1 C3eSi

ou sous forme usuelle

xi z=Ciei1 
=  — C]et -f- 

£3 =  -{- Cse^.

§ 18. Ecriture matricielle d’une équation linéaire du 
n-ièm e ordre

Soit donnée une équation différentielle linéaire du n-ième ordre 
à coefficients constants

dnx   lx , dn~2x ,
H p r = a * r + a»-‘ *n-z •+ . -f- (L\X. ( 1 )

Notons qu’il apparaîtra de la suite de notre exposé qu’il est par
ticulièrement commode d’employer pour les coefficients la numé
ration adoptée. Posons x =  xl7 et ensuite

dt

dt

%n »

Q>\Xi - f-  &v>X% - f -  (InXn •

(2)
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Ecrivons la matrice des coefficients de ce système

\cr =

0 1 0 0 . . . 0
0 0 i 0 , . .  0
0 0 - 0 0 . . .  1
ai ü2 #3 a4 . . .  d n

(3)

Nous pouvons alors écrire le système (2), de même que la formule 
(5) du § 17, sous la forme:

dxi
dt 0 1 0 . . .  0

dx 2 
dt 0 0 1 . . .  0

dxn~ i 
dt 0 0 0 , ; .  1

dxn
dt ai 0>2 . . . Ctn

xt

x2

X n - i

X n

(4)

ou plus simplement

d t m  =  a (5)

On trouve ensuite la solution en procédant de même qu’au § 17, 
puisque l’équation matricielle (5) est un cas particulier de l’équa
tion (6) du § 17.

E x e m p l e .  Ecrire sous forme matricielle l ’équation
d 2x  d x  , 
i f i =p - d t + ^

S o l u t i o n .  Posons x  =  x± ; nous avons alors
dxi
d t ' =  *2,

d x  2 
d t = PX2 +  2:ri«

Sous forme matricielle le système d’équations s ’écrira :
dxi
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§ 19. Résolution d’un système d’équations différentielles 
linéaires à coefficients variables par la méthode des 
approximations successives en utilisant l’écriture 

matricielle

Soit à trouver la solution d’un système d’équations différen
tielles linéaires à coefficients variables

(0  #1 +  al2 {t) x2 +  • • • +&171 (0  Xn, ^
dx>> I

a2i (0  1̂ +  a 22 (t) X2 +  • • • +^271 (0  Xn, *

-^=0771 (0  ^i +  07i2(O X% +  . . . + ann(t)xn, 

vérifiant les conditions initiales
Xi =  x i0, z2 =  ^207 . - xn = xn0 pour t =  t0. (2)

Si l’on introduit, outre la matrice des coefficients du système 
et la matrice des solutions, la matrice des valeurs initiales

*10
XnQ

XjlQ

alors le système (1) avec les conditions initiales (2) s’écrira:

+ M I = H a (*)IHI*

(3)

(4)

avec les conditions initiales
Il X II =  Il x 0 II pour t =  t0. (5)

Ici || a (t) || désigne de nouveau la matrice des coefficients du 
système.

Nous résolverons ce problème par la méthode des approximations 
successives.

Pour faciliter la compréhension de notre exposé appliquons tout 
d’abord la méthode des approximations successives à une équation 
différentielle linéaire du premier ordre (cf. ch. XIV, § 26).

Nous devons trouver la solution d’une équation
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avec les conditions initiales
x =  x Q pour t — tQ. (7)

Nous supposerons que a (t) est une fonction continue. Comme 
nous l’avons indiqué au § 2G du ch. XVI, la solution de l’équation 
différentielle (6) pour la condition initiale (7) se ramène à la solution 
de l ’équation intégrale

t

x =  xQ +  j  a(z)x (z) dz. (S)
*0

Nous résolverons cette équation par la méthode: des approxima
tions successives

\ ï] (i(z)xadz,
til
f

x9 = xQ +  i a(z) Xi(z) dz,
d (ç,)

t
Xm ■■= X0 +  j  Cl (Z) Xni-i O  dz, 

ta

Introtluisous pour abréger l’écriture l’opérateur d’intégration S
t

S ( ) = \  ( ) dz. (10)
ta

Nous pouvons alors, en utilisant l ’opérateur 5, écrire l ’égalité (9) 
sous la forme :

=  *o +  S (axQ), ,
x2 = x 0 + S (ax{) = x 0 + S (a (xQ + S (ax<,))),
x* ■■■■= x 0 4- S (a (xQ + S (a {x0 -f S (ax0))))),

xm = Xq. 4“ S (a {x0i +  S (a (x0 + .S  (a (x0 +  S (a . . .))))))).

Ouvrant les parenthèses nous obtenons:
Xtn — -f- SQ-Xq S CL S(l Sa . . . -p

4“ Sa Sa Sa . . .  SaxQ.
m  f o is
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Mettant xq en facteur (x0 est une constante), nous avons :
xm~  [1 Sa-\-Sa Sa+  . . . -|- Sa Sa .. . Sa] ,r„. (11)

m  fo is

Nous avons déniontré plus haut (au § 26 du ch. XVI) que, si 
a (t) est une fonction continue, la suite {xm} converge. La limite 
de cette suite est une série convergente :

x =  [1 -j- Sa —f- .Sa Sa -f- . . .] (12)
R e m a r q u e .  Si a {t) =  const. la formule (12) prend une 

forme simple. En effet, en vertu de (10), nous pouvons écrire
S a =  a S 1 a ( t — / q ),

Sa Sa =  a2S  (t -  /„) =  fl2 U~ '0)' ,

Sa Sa .. . Sa = am

m  f o is

n i ! *

Dans ce cas (12) se met sous la forme

 ̂~  [  l JrCL
*~-*o , Ù - h ï 2

1 2 !
..m (t-to)" 

n i  !
,r0

ou
: x (1*0

La méthode de résolution d’une équation (6) que nous venons de 
donner se transpose intégralement au cas de la résolution du système
(1) avec les conditions initiales (2).

Sous forme matricielle le système (1) avec les conditions initiales
(2) s’écrira :

4 l l * i l  =  l|a(0lH i*ll (U)

avec les conditions initiales

Il * Il =  Il *o II pour t =  t0. (15)

Utilisant la règle de multiplication et d’intégration des matrices, 
on peut ramener la solution du système (14) avec la condition (15) 
à la solution de l ’équation matricielle intégrale

t

Il * (0 II = Il *b II + J II « (z) Il • Il * (*) Il «k•
«O

( 16)
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Nous trouvons les approximations successives
t

1l*m(OII«ll*o|| +  { Il a (z) Il * lï*m-l (z) || dz. (17)
*0

En portant successivement les approximations successives sous le 
signe cl’intégration, la solution du système sous forme matricielle 
aura l ’expression :

t Zi

Il * (t) Il =  Il *o II +  J II a (zi) Il ( 11*0 11+ J II <*(*.) Il (iko 11 +
<0 <0

ou

z%
+  j II a (zs) Il ( ■ • • ) Ẑo) dz2) dzt

(o

Il *(011 = l|*o II + j IIa (zi) INI *o Il ̂ zi +
ta

t Zi
+  j  l l a ( Zl ) l l  j  II a ( z î )  Il *11 * o | | < * z 2<*Z1 +  .

ta ta
(18)

Utilisant l ’opérateur d’intégration S , on peut mettre l ’égalité (18) 
sous la forme :

Il * (t) Il =  [ | |£  | | +  5 ||a  | | + 5  ||a  || 5 | |a | |  +  . . Ml *o II- (19)

Notons par une seule lettre fê\\a\\ l ’opérateur figurant entre cro
chets. L’égalité (19) s’écrit alors sous une forme compacte

Il * W IH  4°(0ll 11*0 II- ' (20)
Il est intéressant de souligner la  circonstance suivante. Si les 

coefficients du système (1) sont constants, nous pouvons écrire, 
en utilisant la règle permettant de sortir du symbole désignant la 
matrice un facteur commun à tous les éléments de cette matrice *)

£ I l I I =  ~ I l  a II>

I I a  II Il *  Il =  Il *  ll2 >

5 II « Il 5 1| a || 5 || a | | - î î = ^ .  || a |p, etc.

*) Ici nous laissons de côté le problème du passage à la limite pour les 
opérations effectuées avec les matrices.
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Dans le cas des coefficients constants la formule (19) s’écrira 

1| x (0 1| =- [ | |£ | | Il a || +  (<“ ‘o)a

, ( t - l o)™_„
,m\

1-2 *a If 'H' • • • +  

Il *0 II-

Gette1 dernière égalité petit s’écrire symboliquement : 
|| x (t) || =  e^_*o)ll°ll || Xq ||>

(21)

(22)

Exercices
1. Trouver la matrice de transformation inverse pour la transformation linéaire

y± == 3xi +  2x2, ]/2 =  7*i 5x2.
•q r 5 -211 ' '
Rep> — 7  3 1] ■

2. Trouver la matrice de la transformation inverse
0 1yi = Xl — X2> 1/2 = x 1*

3. Calculer le produit des matrices 
8 - 2

Rép. — 1 1
121 2 0
3 4 1 3 - 1

Rép. 18 - 4
4. Calculer les produits A B  et B  A  des matrices

1 2 3  5 0 7
A =  2 0 1 et B== 1 2 3

3 - 1  1 —1 0  2
4 4 19 t ( 26 3 22

Rép. 9 0 16 et 1 4 —1 8
13 —2 20 5 —4 —1

1 2 3
5. Soit A=r 5 7 10

4 3 1
JET est la matrice unité du 3-ième ordre. Calculer la matrice A  -}-2E. 

3 2 3
Rép

6. Soit A — 

Rép

7. Soit A  =  

Rép

5 9 10 
4 3 3 

1 2
3 4

7 10 
15 22

1 2  
3 4 

12 20

Calculer la matrice A K

Calculer A 2-{-5A.

30 42
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8. Calculer la matrice inverse A"1 si
1 1 1 ' 11 —4 1

A = 5 4 3 
10 5 1

Rép. — 25 9— 2 
15 —5 1

9. Ecrire la solution du système d’équations
X\ 4“ 2x2 4“ x3 “  10, 

2xi -f- X2 4~ x3 == 20, 
X\ 4“ 3a?2 4“ x3 == 30

sous forme matricielle et calculer xit x2, x3.

Rép.
xi
x2 _

— 2 1 1 
— 1 0 1

10
20

X3 5 —1 —3 30
, art =  30, ar2 =  20, x3 = —60.

10. Ecrire la solution du système d’équations
Æl 4~ x2 4"“ x3 — 3 ,  

5 a ? i  4 ~  4 a : 2 -j -  3 a ;3  =  1 1 ,  
10̂ 1 +  5x2 +  x3 =  l'IjS

Rép.
xt
x2 =
x3

11
—25

15

-4 1
9 —2 

-5 1

3
11
11,5

, a:1 =  0,5, x2= i ,  x3 =  l,5.

11. Calculer les valeurs propres et les . vecteurs propres de la matrice
1 2 —4 I
2 —2 —2

—4 —2 1 |

Rép. ki =  6, ïc2 — k3 =  —3 ; Ti =  mi ~  mj — mk, t 2 est un vecteur
arbitraire vérifiant la condition (tit2) =  0, m est un nombre arbitraire.

12. Trouver les vecteurs propres de la matrice
cos a  sin a  I 
sin a  cos a  |

Rép. Ils n’existent pas.
13. Calculer les vecteurs propres de la matrice

Rép. Tout vecteur est un vecteur propre.

14. Trouver la solution matricielle du système d’équations différentielles 
linéaires

4 0 0
0 4 0
0 0 4

dxi
dt

dx2
dt

+- *2 =  0,

-4x4 =  0.
Rép.

xj =  +  c y - 2*, x2 =  - 2  ( c y 2( — c y - 2').



ANNEXES

T a b l e  1

Valeurs de la fonction O (as) =  — f e~ l2dt
V  n Jo

et de la fonction réduite de Laplacë <î>(x) — O (pas)

X ® w A à ( x ) A X A d ) ( x ) A

0,00 0,0000 564 0,0000 269 2,25 0,9985 3 0,8709 83
0,05 0,0564 561 0,0269 269 2,30 0,9988 3 0,8792 79
0,10 0,1125 555 0,0538 268 2,35 0,9991 2 0,8871 74
0,15 0,1680 547 0,0806 267 2,40 0,9993 2 0,8945 71
0,20 0,2227 536 0,1073 266 2,45 0,9995 1 0,9016 66
0,25 0,2763 523 0,1339 265 2,50 0,9996 1 0,9082 04
0,30 0,3286 508 0,1604 262 2,55 0,9997 1 0,9146 59
0,35 0,3794 490 0,1866 261 2,60 0,9998 0 0,9205 56
0,40 0,4284 471 0,2127 258 2,65 0,9998 1 0,9201 53
0,45 0,4755 450 0,2385 256 2,70 0,9999 0 0,9314 50
0,50 0,5205 428 0,2641 252 2,75 0,9999 0 0,9304 46
0,55 0,5633 406 0,2893 250 2,80 0,9999 0,9410 44
0,60 0,6039 381 0,3143 246 2,85 0,9454 41
0,65 0,6420 358 0,3389 243 2,90 0,9495 39
0,70 0,6778, 334 0,3632 238 2,95 0,9534 36
0,75 0,7112 309 0,3870 235 3,00 1,0000 0,9570 33
0,80 0,7421 286 0,4105 231 3,05 0,9603 32
0,85 0,7707 262 0,4336 226 3,10 0,9035 29
0,90 0,7969 240 0,4562 221 3,15 0,9664 27
0,95 0,8209 218 0,4783 217 3,20 0,9091 25
1,00 0,8427 197 0,5000 212 3,25 0,9716 24
1,05 0,8624 178 0,5212 207 3,30 0,9740 21
1,10 0,8802 159 0,5419 201 3,35 0.9761 21
1,15 0,8961 142 0,5620 197 3,40 0 ̂  9782 36
1,20 0,9103 126 0,5817 191 3,50 0,9818 30
1,25 0,9229 111 0,6008 186 3,60 0,9848 26
1,30 0,9340 98 0,6194 181 3,70 0,9874 22
1,35 0,9438 85 0,6375 175 3,80 0,9896 19
1,40 0,9523 74 0,6550 169 3,90 0,9915 15
1,45 0,9597 64 0,6719 164 4,00 0,9930 13
1,50 0,9661 55 0,6883 159 4,10 0,9943 Tl
1,55 0,9716 47 0,7042 153 4,20 0,9954 9
•1,60 0,9736 41 0,7195 147 4,30 0,9963 7
1,65 0,9804 34 0,7342 143 4,40 0,9970 0
1,70 0,9838 29 0,7485 136 4,50 0,9976 5
1,75 0,9867 24 0,7621 132 4,60 0,9981 4
1,80 0,9891 20 0.7753 126 4,70 0,9985 3
1,85 0,9911 17 0,7879 121 4,80 0,9988 3
1,90 0,9928 14 0,8000 116 4,90 0,9991 2
1,95 0,9942 11 0,8116 111 5,00 0,9993 1
2,00 0,9953 10 .0,8227 105 5,10 0,9994 2
2,05 0,9963 7 0.8332 102 5-, 20 0,9996 1
2,10 0,9970 6 0,8434 • 96 5,30 0,9997 0
2,15 0,9976 5 0,8530 92 5,40 0,9997
2,20 0,9981 4 0,8622 87



T a b l e  2

Valeurs de la fonction /  (x ) 1_ —  
V  2k

X 1 (*> - / w  |1 « / (X)

0,00 0,3989 1,35 0,1604 2,70 0,0104
0,05 0,3984 1,40 0,1497 2,75 0,0091
0,10 0,3970 1,45 0,1394 2,80 0,0079
0,15 0,3945 1,50 0,1295 2,85 0,0069
0,20 . 0,3910 1,55 0,1200 2,90 0,0060
0,25 0,3867 1,60 0,1109 2,95 0,0051
0,30 0,3814 1,65 0,1023 3,00 0,0044
0,35 0,3752 1,70 0,0940 3,05 0,0038
0,40 0,3683 1,75 0,0863 3,10 0,0033
0,45 0,3605 1,80 0,0790 3,15 0,0028
0,50 0,3521 1,85 0,0721 3,20 0,0024
0,55 0,3429 1,90 0,0656 3,25 0,0020
0,60 0,3332 1,95 0,0596 3,30 0,0017
0,65 0,3230 2,00 0,0540 3,35 0,0015
0,70 0,3123 2,05 0,0488 3,40 0,0012
0,75 0,3011 2,10 0,0440 3,45 0,0010
0,80 9,2897 2,15 0,0396 3,50 0,0009
0,85 0,2780 2,20 0,0355 3,55 0,0007
0,90 0,2661 2,25 0,0317 3,60 0,0006
0,95 0,2541 2,30 0,0283 3,65 0,0005
1,00 0,2420 2,35 0,0252 3,70 0,0004
1,05 0,2299 2,40 0,0224 3,75 0,0004
1,10 0,2179 2,45 0,0198 3,80 0,0003
1,15 0,2059 2,50 •0,0175 3,85 0,0002
1,20 0,1942 2,55 0,0154 3,90 0,0002
1,25 0,1826 2,60 0,0136 3,95 0,0002
1,30 0,1714 2,65 0,0119 4,00 0,0001



T a b l e  3

Valeurs de la fonction (J) ( . t )  =

V 2ïïJ

22 ■ Odz

X <K(*) 1 * <!>(*) X' ct> (x)

0,00 0,0000 ' 0,95 0,3289 1,90 0,4713,
■ 0r01 0,0040 1,00 0,3413 2,00 0,4772

0,05 0,0199 1,05 0,3531 2,10 0,4821
0,10 0,0398 1,10 0,3643 2,20 , 0,4861
0,15 i 0,0596 1,15 0,3749 2,30 : 0,4893
0,20 0,0793 1,20 0,3849 2,40 0,4918
0,25 0,0987 1,25 0,3944 2,50 . 0,4938
0,30 0,1179 1,30 0,4032 2,60 0,4953
0,35 . 0,1368 .1,35 0,4115 2,70 0,4965
0,40 : 0,1554 1,40 0,4192 2,80 .0.4974
0,45 : 0,1736 1,45 0,4265 2,90 0,4981
0,50 0,1915 1,50 0,4332 3,00 .0,49865
0,55 0,2088 1,55 0,4394 3,20 0,49931
0,60 0,2257 1,60 0,4452 3,40 0,49966
0,65 0,2422 1,65 0,4505 3,60 0,499841
0,70 0,2580 1,70 0,4554 3,80 0,499927
0,75 0,2734 1,75 , 0,4599 4,00 0,499968
0,80 0,2881 1,80 , 0,4641 4,50 0,499997
0,85
0,90

0,3023
0,3159

1,85 0,4678 5,00 . 0,5.00000



INDEX

Aires planes 192
d’un domaine 245 
de surfaces 205 

Amplitude complexe 109, 389, 395 
Analyse harmonique 386 
Application(s) 

affine 563
biunivoque (non dégénérée) 563 
dégénérée 563 
inverse 563 
linéaire 557 
univoque 562 

Approximation 
deuxième 340 
en moyenne 373 
nulle 340 
première 340 

Astroïdc 54

Calcul
de logarithmes 323 
du nombre jt 323 
opérationnel 444 

Cas (chances) ' 482 
favorable 482 

Causes (hypothèses) 493 
Centre 138

de dispersion 540 
de la distribution des probabi

lités 505, 520 
de gravité d’une courbe gauche 

255
— d’une figure plane 215 

Cercle de convergence 338 
Chaînette 17
Champ

de directions 22 
irrotationnel 269 
potentiel 269 
solénoïdal 269 
tubulaire 269 

Changement do variables dans une 
intégrale double 200-205

-  -  triple 223-226

Circulation d’un vecteur 241, 263 
Coefficients de Fourier 359 
Cofacteur 572 
Condition (s)

de convergence des séries 280t 
283, 285, 289, 290 

aux frontières 408, 415 
initiales 20, 62, 408, 415 
aux limites 408 
de Lipschitz 342 
suffisantes pour la convergence 

d’une série de Fourier 383 
Convergence

, intervalle de 310 
, rayon de 311 

Convolution 465
, transformation de 465 

Coordonnées
curvilignes 201 
cylindriques 223 
sphériques 225 

Courbe de distribution 512 
intégrale 21, 68, 131 
— de distribution 515 

Critère suffisant pour qu’une fonc
tion soit développable en série de 
Fourier 360

Densité
de probabilité 512, 536 
spectrale 395 
superficielle 209 

Dérivation de l ’image 451 
Dérivée à droite (à gauche) 383 
Déterminant

fonctionnel 203 
de Wronski 77 

Développement
en série de Fourier 371
— de Maclaurin arcsina: 323
— — ch a; 320
— — cos x 320
— — ex 319



G1Ü I N D E X

Développement
en série de Maclaurin Log(l-l-x)

Q9Q

—  -  sin x  318
—  — sh x  320 
 (1 4- x)n 321

Directions principales de la forme 
quadratique 589 

Dispersion
, centre de 540 
, ellipse(s) de 540 ,
, — totale de 541 

Distribution
de masse 209
stationnaire de la température 

427
Divergence du vecteur 267 
Domaine

de convergence 300 
, diamètre de 217 
ferrpé 176 
d’intégration 177 
régulier 179, 193, 217

Ecart (s) 505
maximum 373, 374 
médian 529 
moyen (s) 507, 520 
probables principaux 540 
quadratique(s) 373, 374 

Egalité de Liapounov-Parscval 377 
Ellipse 246

de dispersion 540, 541 
—, vecteur de 401 

Ellipsoïde 222 
Enveloppe 44 
Equation (s)

de Bernoulli 38 
de Beésel 331 
caractéristique- 84 
—, racines de 122 
de la chaleur 415 
de Clairaut 53 
de continuité 429 
des cordes vibrantes 408 
aux dérivées partielles 18 
aux différences finies 439 
différentielle 15, 18 
—, intégrale de 19
— , — générale de 20, 63
— , — particulière de 21
— linéaires homogènes 76-90 •
— — non homogènes 76, 91-105
— — du premier ordre 34
— ordinaires 18n 
—, ordre de 18
— d’ordre n 76, 598 
—, solution de 19

E q u a lio n (s )
différentielle, solution générale 

de 20, 62 
—, — particulière de 21, 63 
aux différentielles totales 39
— —, intégration de 39 
de Fourier 405 
homogènes 29 
intégrale 340, 392
de Lagrange 55
de Laplace 271, 405, 406, 427, 428
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509

d’inertie d’un corps 227
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— d’un système de points 210 
statique 216

Moyenne
arithmétique des valeurs de la 

variable aléatoire 502 
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Gendre 398 
de base 577 
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Transformée
de Fourier 395 
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559
Travail 238, 247

Valcur(s)
observées 545
principale de l ’intégrale 394 
propres 412, 580 

Variable aléatoire
bidimensionnelle 535 
centrée (écart) 505

Variable aléatoire 
continue 511 
discrète 495 
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empirique 549, 552 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL 
ET INTÉGRAL 
en deux volumes

C e t  o u v r a g e  e s t  u n  m a n u e l  d e  m a t h é m a t i q u e s  d e s 
t i n e  a u x  é t u d i a n t s  d e s  é t a b l i s s e m e n t s  d ' e n s e i g n e m e n t  

t e c h n i q u e  s u p é r i e u r ,
E n  p l u s  d e s  d é v e l o p p e m e n t s  h a b i t u e l l e m e n t  t r a i 

t é s  d a n s  l e s  c o u r s  d ’a n a l y s e  m a t h é m a t i q u e ,  il c o n t i e n t  
( e x p o s é  d e s  n o t i o n s  I n d i s p e n s a b l e s  a u i o u r d ’h u i  p o u r  
{ ' a s s i m i l a t i o n  d e s  d i s c i p l i n e s  l i é e s  à  l ' a u t o m a t i o n  e t  
a u x  m é t h o d e s  d e  c a l c u l  a u t o m a t i q u e .

D a n s  l e  p r e m i e r  v o l u m e ,  p a r  e x e m p l o .  o n  t r o u v e 
r a :  « E t a b l i s s e m e n t  d ’u n e  d é p e n d a n c e  f o n c t i o n n e l l e  
à  p a r t i r  d e s  d o n n é e s  e x p é r i m e n t a l e s  p a r  l a  m é t h o d e  
d o s  m o i n d r e s  c a r r é s -  e t  « F o r m u l e  d  i n t e r p o l a t i o n  
d e  N e w t o n  D é r i v a t i o n  n u m é r i q u e 1»; d a n s  l e  s e c o n d  
v o l u m e :  « I n t é g r a t i o n  n u m é r i q u e  d e s  é q u a t i o n s  d i f f é 
r e n t i e l l e s » ,  « I n t é g r a t i o n  d e s  s y s t è m e s  d é q u a t i o n s  

d i f f é r e n t i e l l e s  l i n é a i r e s » ,  « N o t i o n  s u r  l a  t h é o r i e  
d e  l a  s t a b i l i t é  d e  L i a p o u n o v » » ,  « O p é r a t e u r  h a m i l 

t o n i e n » ,  « I n t é g r a l e  d e  Four l e r»» ,  a i n s i  q u e  
« E q u a t i o n s  d e  l a  p h y s i q u e  m a t h é m a t i q u e -  ( c h o p .
X V I I I ) ,  « C a l c u l  o p é r a t i o n n e l  e t  a p p l i c a t i o n s -  
( c h o p  X I X ) ,  « E l é m e n t s  d e  l a  t h é o r i e  d e s  p r o b a b i 

l i t é s  e t  d e  l a  s t a t i s t i q u e  m a t h é m a t i q u e -  ( c h o p  X X ) ,  
« M a t r i c e s .  E c r i t u r e  m a t r i c i e l l e  d e s  s y s t è m e s  e t  r é 
s o l u t i o n  d e s  s y s t è m e s  d ’é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  l i 
n é a i r e s -  ( c h a p .  XXI ) .

D e  n o m b r e u x  p r o b l è m e s  e t  e x e r c i c e s  a c c o m p a 
g n e n t  c h a q u e  c h a p i t r e  d u  c o u r s  e t  f a c i l i t e n t  l ’a s s i m i J a -  
t l o n  d e  l a  p a r t i e  t h é o r i q u e .  C e r t a i n s  o n t  é t é  r é s o l u s  
e t  c o m m e n t é s  à  t i t r e  d ' e x e m p l e s .  C e l a  r e n d  l u s a g e  d e  
c e  m a n u e l  p a r t i c u l i é r e m e n t  p r é c i e u x  p o u r  l e s  a u t o d i 
d a c t e s .

L e  p r é s e n t  o u v r a g e  a  é t é  r é é d i t é  9  f o i s  e n  r u s s e  
e t  t r a d u i t  é g a l e m e n t  e n  a n g l a i s  e t  e n  e s p a g n o l .
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