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AVANT-PROPOS A LA CINQUIÈME ÉDITION

La cinquième édition en langue française du présent manuel dif
fère de la 4-ième édition.

Deux nouveaux chapitres ont été inclus dans cet ouvrage: le 
chapitre XX « Eléments de la théorie des probabilités et de la 
statistique mathématique » et le chapitre XXI « Matrices. Ecriture 
matricielle des systèmes et résolution des systèmes d’équations 
différentielles linéaires » qui contient le matériel indispensable 
pour la préparation mathématique des étudiants des écoles techni
ques supérieures. En outre dans ce chapitre on a accordé une grande 
importance à récriture matricielle des systèmes d’équations diffé
rentielles linéaires. On a utilisé récriture matricielle des solutions 
approchées successives des systèmes d’équations différentielles liné
aires à coefficients variables. La nécessité d’inclure ce matériel 
dans un cours de calcul différentiel et intégral pour les écoles techni
ques est liée au fait que l ’étude des solutions des systèmes d’équa
tions différentielles est, dans de nombreux ouvrages d’électrotech
nique, de radiotechnique, d’automatique, conduite à l ’appui de 
l’appareil de la théorie des matrices.

Le chapitre XVI a été complété par les paragraphes 26, 27, 28. 
On considère ici la méthode des approximations successives des solu
tions des équations différentielles, on démontre les théorèmes d’exis
tence et d’unicité de la solution d’une équation différentielle. On a 
accentué la rigueur de l’exposé de tout le chapitre consacré aux équa
tions différentielles.

Le paragraphe 31 du chapitre XIII « Eléments de la théorie 
de la stabilité de Liapounov » a été notablement élargi. Il est main
tenant intitulé ainsi : « Eléments de la théorie de la stabilité de 
Liapounov. Comportement des trajectoires de l’équation différen
tielle au voisinage d’un point singulier ». Ici parallèlement à la 
considération de la stabilité des solutions des systèmes d’équations 
différentielles on étudie le comportement des trajectoires à proximité 
d’un point singulier du plan de phase. Cela était indispensable, 
car lors de l'étude des questions correspondantes dans les cours 
d’électrotechnique, de radiotechnique et d’automatique on doit 
savoir utiliser couramment ces notions. Certains paragraphes ont 
été récrits en utilisant la théorie de nombres complexes. On a nota-
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blement élargi le § 2 du chapitre XI, où l'on donne la démonstra
tion de l ’existence d’une intégrale définie d'une fonction continue. 
On a ajouté le § 11 complémentaire du chapitre XI « Intégration 
d’une fonction complexe de la variable réelle ». On a écrit de nou 
veaux paragraphes 24 et 25 du chapitre XVI consacrés aux séries 
de termes complexes et aux séries entières de la variable complexe. 
Le nouveau paragraphe 12 du chapitre XVII est consacré aux sé
ries de Fourier sous forme complexe. On a élucidé certaines notions 
largement utilisées dans les applications (spectre, fonction spectra
le). On a écrit les nouveaux paragraphes 15 « Série de Fourier sui
vant un système orthogonal de fonctions » et 16 « Notion d'espace 
fonctionnel linéaire. Analogie entre le développement d'une fonction 
en série de Fourier et le développement des vecteurs » du chapitre 
XVII. Ce matériel est exposé de façon que les étudiants et les ingé
nieurs puissent comprendre le matériel des autres disciplines basées 
sur cet appareil mathématique.

On a ajouté au chapitre XIX un nouveau paragraphe 20 « La 
fonction delta et son image ».

Le chapitre VIII a été complété par le paragraphe 19 « Obten
tion d’une fonction à partir des données expérimentales par la métho
de des moindres carrés ». Le contenu de ce paragraphe forme dans la 
précédente édition l ’Annexe I placé à la fin du premier tome de ce 
manuel.

L’annexe II de la précédente édition est maintenant répartie 
suivant les paragraphes 10 « Formule d’interpolation de Newton » 
et 11 « Dérivation numérique » du chapitre VII.

Quelques compléments ont été apportés aux chapitres V, VII, 
IX, XII et X III.

L'auteur



Chapitre I

NOMBRE, VARIABLE, FONCTIONS

§ 1. Nombres réels. Représentation des nombres réels 
par les points de l ’axe numérique

La notion de nombre est l ’une des plus fondamentales des mathé
matiques. Elaborée dans l’Antiquité, elle a subi au cours des siècles 
un long processus d’extension et de généralisation.

Les nombres entiers, les nombres fractionnaires positifs et néga
tifs, avec le nombre zéro sont appelés nombres rationnels. Tout nom
bre rationnel peut être mis sous la forme du quotient-^-de deux 
nombres entiers p et q. Par exemple :

5
7 ; 1,25 = £  

4 "
En particulier, tout nombre entier p peut être considéré comme 

le quotient des deux nombres entiers p et 1 : y . Par exemple :

Les nombres rationnels peuvent être mis sous la forme de fractions 
décimales périodiques, limitées ou illimitées.

Les nombres exprimés par les fractions décimales illimités non 
périodiques sont appelés nombres irrationnels ; tels sont, par exemple, 
les nombres | A2, V  3, 5 — V 2, etc.

La collection des nombres rationnels et irrationnels forme l ’en
semble des nombres réels. Les nombres réels constituent un ensemble 
ordonné, c’est-à-dire que, pour chaque couple de nombres réels x 
et i/, une et seulement une des relations suivantes

x < y ,  x = y, x > y
est satisfaite.

Les nombres réels peuvent être représentés par les points de l ’axe 
numérique. On appelle axe numérique une droite infinie sur laquelle 
on a choisi : 1) un point O appelé origine, 2) un sens positif, que l ’on 
indique par une flèche, et 3) une unité de mesure. Le plus souvent 
nous disposerons l ’axe horizontalement et choisirons la direction 
de gauche à droite comme sens positif.
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Si le nombre xt est positif, nous le représenterons par le point 
Mi situé à droite de l'origine et distant de O de OM\ =  xx ; de même 
si le nombre x2 est négatif, nous le représenterons par le point M 2 
situé à gauche de O et distant de O de OM2 =  — x2 (fig. 1).

Le point O représente le nombre zéro. Il est évident que tout 
nombre réel est représenté par un seul point de l'axe numérique. 
A deux nombres réels distincts correspondent deux points différents

0 Mt-o=—I—I--O—|—|—|— o.
-2-1 1 2 3

Fig. 1

x

de l'axe numérique. La proposition suivante est vraie : chaque point 
de l’axe numérique est l ’image d'un seul nombre réel (rationnel ou 
irrationnel).

Ainsi il existe une correspondance biunivoque entre tous les nom
bres réels et tous les points de l’axe numérique: à chaque nombre 
correspond un point unique et inversement à chaque point correspond 
un seul nombre dont il est l ’image. Cela permet dans de nombreux 
raisonnements d'employer indifféremment la notion de « nombre x  » 
ou celle de « point x ». Dans ce manuel nous aurons fréquemment 
l'occasion de mettre cette remarque à contribution.

Indiquons, sans la démontrer, la propriété suivante relative à 
l'ensemble des nombres réels : entre deux nombres réels quelconques, il 
existe toujours des nombres rationnels et des nombres irrationnels. Géo
métriquement cela signifie : entre deux points quelconques de Vaxe numé
rique, il existe toujours des points rationnels et des points irrationnels.

En guise de conclusion, citons le théorème suivant qui joue, en 
quelque sorte, le rôle d’un « pont jeté entre la théorie et la pratique ».

T h é o r è m e .  Tout nombre irrationnel a  peut être exprimé avec 
le degré de précision voulu à Vaide de nombres rationnels.

En effet, soit a  un nombre irrationnel positif. Proposons-nous
1 1d’évaluer la valeur approchée de a  à — près (par exemple, à près,

1
à ïôô près> etc,)‘

Quel que soit le nombre a , il est inclus entre deux nombres entiers 
consécutifs N  et N  +  1. Partageons le segment compris entre N  et 
N +  1 en n parties égales. Alors a  se trouvera inclus entre deux nom
bres rationnels TV-f- — et N  4 - .  La différence entre ces deux n n

1nombres étant égale & - , chacun d’eux exprimera a  avec la précision 
voulue, le premier par défaut, le second par excès.
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E x e m p l e .  Le nombre irrationnel “̂ 2  s’exprime à l ’aide des nombres 
rationnels :

1,4 et 1,5 à-jô“ près,

1,41 et 1,42 à jgg près,

1,414 et 1,415 à près, etc.

§ 2. Valeur absolue d ’un nombre réel

Introduisons maintenant la notion de valeur absolue d'un nom
bre réel.

D é f i n i t i o n .  On appelle valeur absolue (ou module) d'un 
nombre réel x  (noté | x  |) le nombre réel non négatif qui satisfait 
aux conditions suivantes:

| x  | =  x  si x  ^  0;
| x  | =  —x si x <  0.

E x e m p l e s :  | 2 | =  2; | — 5 | =  5; | 0 | =  0.

Il découle de cette définition que pour tout x on a * <  i * i. 
Voyons quelques propriétés de la valeur absolue.

1. La valeur absolue de la somme algébrique de plusieurs nombres réels 
n'est pas supérieure à la somme des valeurs absolues des termes

I * +  y K  I * I +  I y I-
D é m o n s t r a t i o n .  Soit x  -f- y 0, alors

|x  +  p | = x  +  y <  I * I +  I y I (car x  <  | x  |
et y <  I y I)-

Soit x  +  y <  0, alors
l *  +  ÿ l  =  - ( i  +  ÿ)  =  ( - j )  +  ( - ï ) l < î | +  I y I.

c.q.f.d.
La démonstration peut être facilement étendue au cas d’un nom

bre quelconque de termes.
E x e m p l e s :

| - 2 + 3 | < | — 2 | + | 3 | = 2  +  3 =  5 o u l < 5 ,
| _ 3  — 5 | =  | —3 | +  | - 5  | =  3 +  5 =  8 ou 8 =  8.

2. La valeur absolue de la différence n'est pas inférieure à la différence 
des valeurs absolues des termes :

I*  — y \ > \  x \  — | y | ,  | x | >  | y |.
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D é m o n s t r a t i o n .  Posons x — y =  z, alors x  =  y +  z et 
d ’après la propriété précédente

I * I = I y +  2 K  l y l + U I = l y l + l *  — y I,
d’où

1* 1— I y I <  I * — y I.
c.q.f.d.
3. La valeur absolue du produit est égale au produit des valeurs abso
lues des facteurs:

I xyz | =  | x | | y | | z |.
4. La valeur absolue du quotient est égale au rapport des valeurs abso
lues du dividende et du diviseur :

x \x \
y lyl "

Les deux dernières propriétés découlent immédiatement de la 
définition de la valeur absolue.

§ 3. Grandeurs variables et grandeurs constantes

Quand nous mesurons certaines grandeurs physiques telles que 
le temps, la longueur, la surface, le volume, la masse, la vitesse, la 
pression, la température, etc., nous établissons les valeurs numéri
ques de ces grandeurs physiques. Les mathématiques étudient les 
grandeurs sans tenir compte de leur contenu concret. Dans ce qui 
suit, quand nous parlerons de grandeur, nous aurons en vue ses 
valeurs numériques. Durant différents phénomènes certaines gran
deurs varient, c'est-à-dire qu’elles sont susceptibles de prendre 
diverses valeurs numériques; au contraire, d’autres peuvent con
server une même valeur numérique. Ainsi, si un point matériel se 
déplace suivant un mouvement uniforme, le temps et la distance 
varient, tandis que la vitesse reste constante.

On appelle grandeur variable ou variable une grandeur susceptible 
de prendre différentes valeurs numériques. Une grandeur dont les 
valeurs numériques ne changent pas est appelée grandeur constante 
ou constante. Par la suite, nous désignerons les grandeurs variables 
par les lettres x, y, z, u, . . ., etc., et les grandeurs constantes par 
les lettres a, b, c, . . ., etc.

R e m a r q u e :  En mathématiques on considère souvent les 
grandeurs constantes comme un cas particulier des grandeurs varia
bles : une constante est une variable dont les diverses valeurs numé
riques sont toutes égales.

Remarquons, toutefois, qu’au cours de l’étude de divers phéno
mènes physiques il peut arriver qu’une même grandeur soit constante 
dans certains cas et variable dans d’autres. Par exemple, la vitesse
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d’un corps animé d'un mouvement uniforme est une grandeur cons
tante, mais la vitesse d’un mouvement uniformément accéléré est 
line grandeur variable. Les grandeurs qui conservent une même 
valeur quel que soit le phénomène considéré sont appelées constantes 
absolues. Ainsi, le rapport de la longueur d’une circonférence à son 
diamètre est une constante absolue dont la valeur jt =  3,14159...

Nous verrons par la suite que la notion de grandeur variable 
est fondamentale pour le calcul intégral et différentiel. Dans « La 
dialectique de la nature » Engels écrit : « La grandeur variable de 
Descartes a marqué un tournant en mathématiques. C’est avec elle 
que le mouvement et la dialectique sont entrés dans les mathémati
ques et que se fit sentir tout de suite la nécessité du calcul différen
tiel et intégral. »

§ 4. Domaine de définition d’une variable
Une variable est susceptible de prendre des valeurs numériques 

différentes. L’ensemble de ces valeurs peut varier suivant le cara:tère 
du problème considéré. Par exemple, la température de l’eau chauf
fée dans les conditions normales peut varier depuis la température 
ambiante, 15 à 18 °C, jusqu’à celle du point d’ébullition, 100 CC. 
Par contre, la variable x  =  cos a  peut 
prendre toutes les valeurs comprises 
entre —1 et + 1 .

La valeur d ’une variable s’exprime 
géométriquement par un point de l’axe 
numérique. Ainsi, l ’ensemble des valeurs 
que prend la variable x =  cos a pour 
toutes les valeurs de a est représenté par 
l’ensemble des points de l’axe numérique 
compris entre —1 et + 1 , les points —1 
et +1 étant inclus (fig. 2).

D é f i n i t i o n .  On appelle domaine de définition d’une variable 
l’ensemble des valeurs numériques qu’elle est susceptible de prendre.

Citons les domaines de définition de certaines variables que nous 
rencontrerons fréquemment par la suite.

On appelle intervalle ouvert ou intervalle d’extrémités a et b l’en
semble de tous les nombres x  compris entre a et b (a <  b); les nom
bres a et b n'appartiennent pas à cet ensemble. On le désigne soit par 
la notation (a, b), soit par les inégalités a <  x  <  b.

On appelle segment ou intervalle fermé d’extrémités a et b l’en
semble de tous les nombres x  compris entre les deux nombres a et b ; 
les nombres a et b appartiennent à l’ensemble. On le désigne soit par 
la notation [a, b], soit par les inégalités

a ^  x ^  b.

Fig. 2



18 NOMBRE. VARIABLE, FONCTIONS [CH. I

Si l’un des nombres a ou b, a par exemple, appartient et si l ’au
tre n’appartient pas à cet intervalle, on a alors un semi-intervalle 
o u v e r t  en b; on peut le définir par les inégalités

a ^  x <  b

et on le désigne par la notation [a, b). Si le nombre b appartient 
et si a n’appartient pas à cet intervalle, on a alors un semi-inter
valle o u v e r t  en a (a, b], que l’on peut définir à l’aide des iné
galités

a <  x  ^ b .

Si la variable x  prend toutes les valeurs plus grandes que a, on 
désigne cet intervalle par la notation (<z, +  oo), que l’on peut égale-

i  t  X

Fig. 3

ment définir à l ’aide des inégalités conventionnelles
a <  x  <  +  °°-

On considérera également les intervalles et les semi-intervalles 
infinis, définis par les inégalités conventionnelles suivantes :

a <  +  oo; — oo <  x  <  c; — oo <  x  < c ;
—  OO <  X  <  +  OO.

E x e m p l e .  Le domaine de définition de la variable x — cos a , pour tou
tes les valeurs de a , est le segment [—1, +11 ; on peut l ’exprimer à l’aide des 
inégalités —1 <  + L

On peut remplacer dans les définitions précédentes le mot « nom
bre » par le mot « point ». Ainsi, on appelle segment l ’ensemble de 
tous les points x situés entre les points a et b (a et b étant les extré
mités du segment), les points a et b sont inclus dans cet ensemble.

On appelle voisinage d ’un point x0 tout intervalle ouvert (a, b) 
contenant ce point, c’est-à-dire un intervalle (a, b) pour lequel soient 
vérifiées les inégalités a <  x0 <  b. On choisit souvent le voisinage 
(a, b) de sorte que le point x0 se trouve en son milieu. Le point xQ
est alors appelé le centre du voisinage et le nombre -  --- le rayon du
voisinage. La figure 3 représente le voisinage (x0 — e, x0 +  e) de 
centre x0 et de rayon e.
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§ 5. Variable ordonnée. Variable croissante et variable 
décroissante. Variable bornée

On dit que la variable x est ordonnée si l9on connaît son domaine 
de définition et si, pour chaque couple de ses valeurs, on peut in
diquer celle qui est antécédente et celle qui est conséquente. Ici la 
notion d’« antécédence » ou de « conséquence » n’est pas liée au 
temps. Elle exprime une certaine façon d’ordonner les valeurs 
de la variable.

Un cas particulier de grandeur variable ordonnée est celui d'une 
grandeur variable dont les valeurs forment une suite numérique 
xiy *2 i x3, . . ., xn% . . . Dans ce cas, pour k ' < k  la valeur Xh* est 
« antécédente » et la valeur x* « conséquente », indépendamment 
du fait laquelle de ces deux valeurs est la plus grande.

D é f i n i t i o n  1. Une variable est dite croissante si chaque 
valeur conséquente est plus grande que chaque valeur antécédente. 
Une variable est dite décroissante si chaque valeur conséquente est 
plus petite que chaque valeur antécédente.

Les variables croissantes et les variables décroissantes sont appe
lées variables à variation monotone ou simplement variables monotones.

E x e m p l e .  Quand on double le nombre des côtés d'un nolygone régulier 
inscrit dans un cercle, l’aire s de ce polygone est une variable croissante. De 
même, quand on double le nombre des côtés d'un polygone circonscrit à un cer
cle, l'aire de ce polygone est une variable décroissante. Remarquons qu’une 
variable n’est pas nécessairement croissante ou décroissante. Par exemple, la 
variable x =  sin a  n’est pas une variable monotone quand a  croît sur le segment 
10, 2ni. Elle croît d’abord de 0 A 1, puis décroît de 1 à —1, croît de nouveau de 
- 1  A 0.

D é f i n i t i o n  2. Une variable x  est dite bornée s 'il existe 
une constante M  >  0 telle que, pour toutes les valeurs conséquentes 
de la variable à partir d une certaine valeur, les inégalités

—M  <  Af, c’est-à-dire | x  | ^  AT,

sont satisfaites.
En d'autres termes, une variable est dite bornée s'il existe un 

segment \—M , A/l tel qu’à partir d’une certaine valeur toutes les 
valeurs conséquentes de la variable appartiennent à ce segment. 
Toutefois, il existe des variables bornées dont les valeurs ne remplis
sent pas le segment I—Af, Mi. Par exemple, une variable susceptible 
de prendre les différentes valeurs rationnelles du segment (—2, 2] est 
bornée, mais il est évident qu’elle ne prend pas toutes les valeurs 
de ce segment (précisément, les valeurs irrationnelles).
2*
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§ 6. Fonction

L'étude des divers phénomènes de la nature et la résolution de 
divers problèmes techniques et, par conséquent, mathématiques, 
nous amènent à considérer la variation d'une grandeur en corréla
tion avec la variation d'une autre grandeur. Ainsi quand nous étu
dions un mouvement, nous considérons le chemin parcouru comme 
une variable qui dépend du temps. Ici le chemin parcouru est une 
f o n c t i o n  du temps.

Prenons un autre exemple. La surface du cercle en fonction du 
rayon est donnée par la formule bien connue Q =  n/?2. Si le rayon R  
prend différentes valeurs, la surface Q prendra également différentes 
valeurs. Ainsi la variation de Tune de ces variables entraîne la varia
tion de l'autre. Ici la surface du cercle Q est une fonction du rayon R. 
Donnons la définition de la notion de « fonction ».

D é f i n i t i o n  1. Nous dirons que y est une fonction de x et 
nous écrirons y =  /  (x), y =  q (x), etc., si à chaque valeur de la 
variable x  appartenant à un certain domaine correspond une valeur 
de la variable y.

La variable x  est appelée variable indépendante. La dépendance 
entre les variables x et y s'appelle une dépendance fonctionnelle. La 
lettre /, qui entre dans la notation symbolique de la dépendance 
fonctionnelle y =  /  (x), indique qu’il faut appliquer certaines opé
rations à x pour obtenir la valeur correspondante de y . On écrit par
fois y =  y (x), u =  u (x), au lieu de y =  /  (x), u =  <p (x) ; dans ce 
cas, les lettres y et u expriment en même temps la valeur de la fonc
tion et le symbole des opérations appliquées à x.

La notation y =  C, où C est une constante, exprime une fonction 
dont la valeur est égale à C quel que soit x.

D é f i n i t i o n  2. L'ensemble des valeurs x pour lesquelles 
la valeur de la fonction y est donnée par la loi /  (x) est appelé domai
ne d'existence de la fonction (ou domaine de définition de la fonction).

E x e m p l e  1. La fonction y =  sin x est définie pour toutes les valeurs 
de xm Donc, son domaine d’existence est l’intervalle infini — oo <  x <  +  oo

R e m a r q u e  1. S’il existe une dépendance fonctionnelle 
entre les deux variables x et y =  /  (x) et si l'on considère x et y =  
=  /  (x) comme des variables ordonnées, nous dirons alors que pour 
les deux valeurs y* =  /  (x*) et y** =  /  (x**) de la fonction /  (x) 
correspondant aux valeurs x* et x** de la variable x, la valeur con
séquente de la fonction est celle qui correspond à la valeur consé
quente de la variable indépendante. C’est pourquoi nous sommes 
tout naturellement conduits à énoncer la définition suivante.
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D é f i n i t i o n  3. La fonction y =  f  (x) est dite croissante si 
à une plus grande valeur de la variable indépendante cprrespond une 
plus grande valeur de la fonction. On définit d'une manière analo
gue la fonction décroissante.

E x e m p l e  2. La fonction O — jiR% est une fonction croissante pour 
0 <  R <  +  oo, car à une plus grande valeur de R correspond une plus grande 
valeur de Q.

R e m a r q u e  2. Quand on définit la notion de fonction, on 
admet parfois qu’à chaque valeur de x prise dans un certain domaine 
correspond non pas une valeur de y, mais plusieurs ou même une 
infinité. Dans ce cas, la fonction est dite multivoque, tandis que la 
fonction précédemment définie est dite univoque. Par la suite, nous 
conviendrons d'appeler fonctions uniquement celles qui sont uni
voques. Si dans certains cas nous avons affaire à des fonctions mul- 
tivoques, nous le spécifierons chaque fois pour éviter toute confu
sion.

§ 7. Diverses formes d’expression des fonctions
I. F o n c t i o n s  d o n n é e s  à d’a i d e  d e  t a b l e s

Dans ce procédé on dispose dans un certain ordre les valeurs de 
la variable indépendante xif x2, - . xn et les valeurs correspon
dantes de la fonction yu y2» • • îfo-

X x t X 2 xn

y yi y2 Vn

Telles sont, par exemple, les tables des fonctions trigonométri- 
ques, les tables des logarithmes, etc.

On peut obtenir au cours de l'étude expérimentale de certains 
phénomènes des tables qui expriment la dépendance fonctionnelle 
existant entre les grandeurs mesurées. Ainsi, par exemple, les relevés 
de la température de l’air faits dans une station météorologique 
durant une journée nous donnent la table suivante:

Valeur de la température T (en degrés) en fonction du temps t
(en heures)

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9

T 0 —1 —2 - 2 - 0 , 5 i 3 3,5 4

Cette table définit T en fonction de t.
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II. R e p r é s e n t a t i o n  g r a p h i q u e  
d e s  f o n c t i o n s

Soit dans le plan un système de coordonnées rectangulaires. Un 
ensemble de points M  (x, y), tel qu'aucun couple de points ne se 
trouve sur une droite parallèle à l’axe Oy, définit une certaine fonc
tion univoque y =  /  (a:). Les valeurs de la variable indépendante 
sont les abscisses de ces points, les valeurs de la fonction les ordon
nées correspondantes (fig. 4).

L'ensemble des points du plan (xOy) dont les abscisses sont les 
valeurs de la variable indépendante et les ordonnées les valeurs cor
respondantes de la fonction est appelé graphique de cette fonction.

III. R e p r é s e n t a t i o n  a n a l y t i q u e  
d e s  f o n c t i o n s

Précisons tout d'abord ce que nous entendons par « expression 
analytique ». Nous appellerons expression analytique la notation sym
bolique de l'ensemble des opérations mathématiques connues que 
l ’on doit appliquer dans un certain ordre à des nombres et des lettres 
exprimant des grandeurs constantes ou variables.

Remarquons que par ensemble des opérations mathématiques 
connues nous envisageons non seulement les opérations mathémati
ques apprises au cours des études secondaires (addition, soustrac
tion, extraction de la racine, etc.) mais également toutes les opéra
tions qui seront définies au fur et à mesure de l’exposé du cours.

Donnons des exemples d’expressions analytiques:
4 o lo g x — sinx  ox t /z —- t -  x* — 2; —s— — -— ; 2* —V5-J-3x, etc.

5x +  1
Si la dépendance fonctionnelle y =  f  (x) est telle que /  est une expres
sion analytique, nous disons que la fonction y de x est donnée analy
tiquement. Voici quelques exemples d’expressions analytiques :

1) y =  xk — 2; 2) y =  — -+  1 ; 3) y =  V 1 - s 2;x  — 1
4) y =  sin x ; 5) Q = nR*, etc.
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Dans ces exemples les fonctions sont exprimées analytiquement 
par une seule formule. (On appelle formule l'égalité entre deux 
expressions analytiques.) Dans ces cas on peut parler du domaine 
naturel de définition d’une fonction.

Le domaine naturel de définition d'une fonction donnée par une 
expression analytique est l ’ensemble des valeurs de x  pour lesquelles 
l'expression du second membre a une valeur bien déterminée. Ainsi, 
le domaine naturel de définition de la fonction 
y=x*— 2 est l’intervalle infini — oo<Zx<Z+ oo, 
puisque cette fonction est définie pour toutes les

x  -4- 1 ,valeurs des. La fonction y =  — — j—est définie
pour toutes les valeurs de x f excepté la valeur 
x =  1, car pour cette valeur le dénominateur 
s'annule. Le domaine naturel de définition de la 
fonction y =  V 1 — a* est le segment —1 <

^  1, etc.
R e m a r q u e .  Il importe parfois de consi- 

dérer non pas tout le domaine naturel de défi
nition d'une fonction, mais une partie de ce 
domaine. Ainsi, la surface Q du cercle s’exprime en fonction du 
rayon R  par la fonction Q =  ni?2. Le domaine de définition de cette 
fonction pour ce problème géométrique concret est évidemment l'in
tervalle infini 0 <  R  <  +  oo. Toutefois, le domaine naturel de 
définition de cette fonction est l’intervalle infini — oo <Z R  < + o o .

Une fonction y =  f  (x) dont on connaît l ’expression analytique 
peut être représentée graphiquement sur le plan des coordonnées 
xOy. Ainsi, le graphique de la fonction y =  a* est la parabole repré
sentée sur la figure 5.

§ 8. Principales fonctions élémentaires.
Fonctions élémentaires

Les principales fonctions élémentaires sont des fonctions dont 
l’expression analytique est l’une des suivantes:

I. La fonction puissance: y =  x* où a  est un nombre réel *).
II. La fonction exponentielle : y =  ax où a est un nombre positif 

différent de 1.
III. La fonction logarithmique : y =  loga x  où la base du logarith

me est un nombre positif a différent de l’unité.
IV. Les fonctions trigonométriquesi
y =  sin x, y =  cos x% y =  tg x, y =  ctg ar, y =  sec x% 

_____________  y =  cosec x.
*) Pour a  irrationnel, cette fonction se calcule en prenant le logarithme 

et l’exponentielle : log y =  a  log ar. On suppose que x >  0.
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V. Les fonctions trigonométriques inverses :
y =  arc sin x, y =  arc cos x, y =  arc tg x , 

y =  arc ctg x, y =  arc sec x, y =  arc cosec x.
Déterminons les domaines de définition et traçons les graphiques 

des principales fonctions élémentaires:
L a  f o n c t i o n  p u i s s a n c e ,  y =  x®.

1. a  est un entier positif. La fonction est définie en chaque point 
de l’intervalle infini — oo <  x  <  +  oo. Les graphiques de cette 
fonction pour différentes valeurs de a  sont représentés sur les figu
res 6 et 7.

2. a  est un entier négatif. Dans ce cas la fonction est définie pour 
toutes les valeurs de x, excepté la valeur x =  0. Les graphiques de 
cette fonction pour différentes valeurs de a  sont représentés sur les 
figures 8 et 9.

Les figures 10, 11, 12 représentent les graphiques des fonctions 
puissance pour a  rationnels fractionnaires.
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L a f o n c t i o n  e x p o n e n t i e l l e ,  y =  a*, a >  0 et 
a =5É 1. Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de x. Le gra
phique de cette fonction est représenté sur la figure 13.

Fig. 11

L a  f o n c t i o n  l o g a r i t h m i q u e ,  y =  loga x, a >  0 
et a 1. Cette fonction est définie pour x  >  0. Le graphique de cette 
fonction est représenté sur la figure 14.

L e s  f o n c t i o n s  t r i g o n o m é t r i q u e s  ( c i r c u 
l a i r e s ) .  Dans les formules y =  sin x , etc., la variable indépendante

xest exprimée en radians. Avant de donner la définition dvune fonc
tion périodique remarquons que toutes les fonctions circulaires 
énumérées sont périodiques.

D é f i n i t i o n  1. La fonction y =  /  (x) est dite périodique 
s’il existe un nombre constant C tel que la valeur de la fonction ne 
change pas quand on ajoute (ou l’on retranche) le nombre C à la 
variable indépendante: /  (x +  C) =  /  (x).

Le plus petit de ces nombres est appelé période de la fonction. 
Nous la désignerons par la suite par 2Z.
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Il découle immédiatement de cette définition que la fonction 
y =  sin x est une fonction périodique de période 2ji : sin x =  
=  sin (x +  2ji). La période de la fonction y — cos x  est aussi égale 
à 2jt. La période des fonctions y =  tg x  et y =  ctg x est égale à ji.

Les fonctions y =  sin a: et y =  cos x  sont définies pour toutes 
les valeurs de x  ; les fonctions y =  tg x et y =  sec x  sont définies
partout, sauf aux points x  =  (2k +  1) ^  (k =  0, ±1» ± 2 , . . .); les
fonctions y =  ctg x  et y =  cosec x  sont définies pour toutes les 
valeurs de x, sauf aux points x = hx (k =  0, ± 1 , ± 2 , . . .). Les 
graphiques des fonctions trigonométriques sont représentés sur les 
figures 15-19.

Par la suite nous étudierons en détail les graphiques des fonctions 
trigonométriques inverses.

Introduisons la notion de fonction de fonction. Si y est une fonc
tion de u et u une fonction de la variable x, y dépend alors de x. Soit

y = F (u)
«t

u =  q> (x).
Nous en déduisons une fonction y de x: y =  F [<p (x)l.

Cette dernière est appelée fonction de fonction ou fonction com
posée.

E x e m p l e  1. Soit y =  sin u et u =  a*. La fonction y =  sin (x*) est 
une fonction composée de x.

R e m a r q u e .  Le domaine de définition de la fonction y =  
=  F I(p (x)] est soit le domaine de définition tout entier de la fonc
tion u =  <p (x), soit la partie de ce domaine dans laquelle les valeurs 
de u appartiennent au domaine de définition de la fonction F (u).

E x e m p l e  2. Le domaine de définition de la fonction y =  
— (y =  V u , u =  1 — x1) est le segment [—1, 11 puisque quand
| x | >  l f u < 0  et,-par conséquent, la fonction ~[/tî n'est pas définie (quoique 
la fonction u =  1 — x1 soit définie pour toutes les valeurs de x). Le graphi
que de cette fonction est la moitié supérieure de la circonférence de rayon 1, 
dont le centre est l’origine des coordonnées.

L’opération « fonction de fonction » peut être exécutée non seule
ment une fois, mais un nombre arbitraire de fois. Par exemple, on 
obtient la fonction composée y — Log (sin (x® +  1)1 en exécutant 
les opérations suivantes (en définissant les fonctions suivantes):

v =  x2 +  1, u =  sin v, y =  Log u.
Donnons la définition dvune fonction élémentaire.
D é f i n i t i o n  2. On appelle fonction élémentaire toute fonc

tion qui peut être donnée à l’aide d’une seule formule du type y =
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Fig. 19
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=  /  (x), où la fonction /  (x) est le résultat des combinaisons de fonc
tions élémentaires principales et de constantes réalisées à l’aide 
des opérations d'addition, de soustraction, de multiplication, de 
division et de fonction de fonction; toutes les opérations doivent 
être effectuées un nombre fini de fois. Il découle de cette définition

que les fonctions élémentaires font partie 
des fonctions définies analytiquement.

Exemples de fonctions élémentaires: 
y =  | x\ =  y ^ 9 y =  V l + ^ sin,ar ? 

logg4-4^ 1r-|-2 tgg  
y~  10*-*+10

etc.
Exemple de fonction non élémentaire :
La fonction y =  1 -2-3- . . . *n{y =  /  (n)> 

n'est pas une fonction élémentaire puisque le 
nombre des opérations que l’on doit effectuer pour obtenir y croît avec n9 
c’est-à-dire n’est pas un nombre fini.

R e m a r q u e .  La fonction représentée sur la figure 20 est une 
fonction élémentaire bien qu’elle soit donnée à l ’aide de deux for
mules :

/  (x) =  x, si 0 ^  x <  1; f  (x) =  2a: — 1, si 1 <  x <  2. 
Cette fonction peut être donnée par une seule formule :

/<*)=!(*-!)+ii*-n=K*--)+iV(*-i>!
pour 0 <  x <  2.

§ 9. Fonctions algébriques
Les fonctions algébriques comprennent les fonctions élémentaires 

suivantes :
I. F o n c t i o n  r a t i o n n e l l e  e n t i è r e  o u  p o l y 

n ô m e
y =  OoXn +  aixn~l - f . . .  +  a„,

où fl0) fli» . . an sont des nombres constants appelés coefficients ; 
n est un entier positif que l ’on appelle degré du polynôme. Il est 
évident que cette fonction est définie pour toutes les valeurs de x, 
c’est-à-dire qu’elle est définie dans un intervalle infini.

E x e m p l e s :  1. y = a i - ( - b  est une fonction linéaire. Quand b =  0, 
cette fonction exprime une dépendance entre x et y telle que ces deux variables 
sont proportionnelles. Quand a =  0, y =  6, la fonction est constante.



FONCTIONS ALGÉBRIQUES 29$»1

2. y =  or1 +  fcar +  e est une fonction du second degré. Le graphique de cette 
fonction est une parabole (fig. 21). L’étude détaillée de ces fonctions est l'objet 
de la géométrie analytique.

II. F r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s .  Cette fonction est 
définie comme le rapport de deux polynômes :

__Qfrp*1 +  a \xlx 1 4~ • • - a n
boXm bxrf71 1 +  « • - +  bm 

Un exemple de fraction rationnelle nous est fourni par la fonction
a

qui exprime une dépendance inversement proportionnelle.
Le graphique de cette fonction est donné sur la figure 22. Il est 

évident que la fraction rationnelle est définie pour toutes les valeurs 
de xv excepté bien sûr les valeurs pour lesquelles le dénominateur 
s'annule.

Fig. 22

III. F o n c t i o n  i r r a t i o n n e l l e .  On dit que la fonc
tion y =  /  (x) est irrationnelle si /  (x) est le résultat des opérations 
d’addition, de soustraction, de multiplication, de division et 
d élévation à une puissance rationnelle non entière. Voici des exem-
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pies de fonctions irrationnelles :

2 i + V * .
y ï + s s '

y =  Y~x, etc.

R e m a r q u e  1. Les trois types de fonctions algébriques que 
nous venons de citer n'épuisent pas toutes les fonctions algébriques. 
On appelle fonction algébrique toute fonction y = f (x) qui satisfait 
à une équation du type

Po (*) yn +  Pl (x) yn~' +  . . .+ /> „ (* )  =  0, (1)

où Po (x)* Pt (x), • • «t Pfi (x) sont des polynômes de x.
On peut démontrer que toute fonction appartenant à l'un des 

trois types cités vérifie une équation du type (1), mais parmi les 
fonctions vérifiant les équations du type (1), il existe des fonctions 
qui n'appartiennent à aucun des trois types précédents.

R e m a r q u e  2. On appelle fonctions transcendantes les fonc
tions qui ne sont pas algébriques.

Voici des exemples de fonctions transcendantes:

y =  cos x, y =  10*, etc.

§ 10. Système de coordonnées polaires
On peut déterminer la position d'un point du plan à l’aide d’un 

système dit de coordonnées polaires.
Soient dans le plan un point O que l'on nomme pôle et une demi- 

droite issue de ce point que l’on appelle axe polaire. La position d’un 
point arbitraire M  du plan peut être déterminée à l ’aide de deux 
nombres : le nombre p qui donne la distance du point M  au pôle, et 
le nombre <p qui est égal à l ’angle formé par le segment OM et l ’axe 
polaire. On adopte le sens contraire aux aiguilles d’une montre 
comme sens positif.

Les nombres p et q> sont appelés coordonnées polaires du point M  
(fig. 23).

Le rayon vecteur p sera toujours un nombre non négatif. Si l ’an
gle polaire q> varie entre les limites 0 <  (p <  2n, alors à chaque 
point du plan, autre que le pôle, correspond un couple bien déter
miné de nombres p et <p. Pour le pôle on a p =  0 et <p est arbi
traire.

Etablissons les relations qui existent entre les coordonnées polai
res et les coordonnées orthogonales. Supposons que l ’origine du systè
me de coordonnées orthogonales coïncide avec le pôle et le sens posi
tif de l ’axe Ox avec l ’axe polaire.
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U découle directement de la figure 24 que 
x =  p cos q>, y =  p sin <p

et inversement

p =  Vï* +  j^, tgq>=»-|.

R e m a r q u e .  Pour déterminer q>, il faut prendre en considé
ration le quadrant où se trouve le point et choisir la valeur appro
priée de q>. Dans le système de coordonnées polaires l’équation 
p =  F (q>) détermine une courbe.

f  10]

E x e m p l e  1. L’équation p =  a , où a  est une constante, définit dans le 
système de coordonnées polaires un cercle, dont le centre est au pôle et le rayon

est a. L'équation de ce cercle (fig. 25) dans un système de coordonnées orthogona
les, disposé comme l’indique la figure 24, est :

']/Jt* +  y9 =  a ou x* +  y* =  fl*.
E x e m p l e  2.

p =  a<pt où a =  const.
Disposons sous forme de table les valeurs de p pour certaines valeurs de <p :

<p 0 n
4

n
2

3 ji
4 ji

3.1
2 2ji 3n 4ji

p 0 «  0,78 a ® 1,37 a « 2 ,3 6  a
i

a# 3,14 a|w 4,71a % 6,28 a « 9 ,4 2  a «  12,56 a

La courbe correspondante est représentée sur la figure 26. Cette courbe est 
appelée spirale <fArchimède.
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E x e m p l e  3.
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p  =  2 a  COS <p.

C'est l'équation d’un cercle de rayon a, dont le centre se trouve au point 
p0 =  a% q> =  0 (fig. 27). Ecrivons l'équation de ce cercle dans le système de coor
données rectangulaires.

En substituant dans cette équation p =  "l/x*-y y*, cos<p =  —  ■ *-■ ■ on
V*2-t-F2

a V x2 +  F2 =  2û----- X — ou x2-f y2— 2ax =  Q.Vx* + yt

Exercices
1. Soit donnée la fonction /(x )= x 2-(-6*—4. Vérifier les égalités / (1) =  3 

/  (3)=23.
2. /(x )= x *  +  l .  Calculer les valeurs: a) /(4). Rép. 17.

b) / ( V 2 ) .  Rép. 3. c) /(a + 1 ) . Rép. a2 +  2 a + 2 . d) / ( a ) - f l .  Rép. *2 +  2 
e) /(a 2). Rép. a* +  l .  /) |/(a )]2. Rép. a«+2a2 +  l .  g) / (2a). Rép. 4a* + 1.

3. q>(x) = — • Former les expressions: <p| y  J et - ^ y . Rép. q? =

1 —x 1 3x +  5 
~  3-f5x  ' (p(x) — x —1

4. (x) — V x2 +  4* Former les expressions: tp(2x) et t|>(0). Rép. q*(2x) =
= 2 V**+T; t(>(0) = 2.

5. /  (8) =  tg 0. Vérifier l ’égalité /(20) =  - j - J •

6. <p (*)==!o g j ^ j î . Vérifier l ’égalité ç> (a) <p (b) — <p ( ) *
7. /(x) =  logx; q>(x) — x3. Former les expressions: a) /(cp(2)|. Rép. 31og2.

b) J  [ff (a)]. Rép. 3 log a. c) <pl/ («)|. Rép. (logaj3.
8. Indiquer le domaine naturel de définition de la fonction j/ =  2x24-l- 

Rép. —o o < x <  +  oo.
9. Indiquer les domaines naturels de définition des fonctions :

a) V i —x*. Rép. — I < x <  +  1. b) V 3  +  x - h { 7—x. Rép. —3 < x < 7 .
c) ÿ  x + a — x —b. Rép. — o o < x <  +  oo. d) Rép.
e) arcsin2x. Rép. — 1 < x < 1 .  f) y = l o g x .  Rép. x > 0 .  
g) y ^ a x (a > 0 ) . Rép. — oo <  x <  -}-oo..
Construire les graphiques des fonctions suivantes :

10. y — —3x+ 5.  i l .  y =  - x * + i .  12. y =  3—2x2.

13. y = x 2+ 2 x — 1. 14. y =  x ^_\ • 15. F =  sin 2̂‘-

16. y =  cos3x. 17. y — x*—4x +  6. 18. U —y ~ x* m

19. y = s i n  ( ar+ “j - )  • 20. y =  cos ^x—y  J . 21. y =  tg ( y )  x.

22. j/ =  c t g ~ x .  23. y =  3*. 24. y =  2-**.

25. y =  log2— . 26. y =  x3- f l .  27. y =  4—x3.x
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28. y =  ~  . 29. 1/ =  **. 30. y= x* . ‘ 31. y = x 2 .

_ i  i
y =  z 2. 33. y =  Jĉ . 34. y =  |ar|.
y =  log2|* | .  36. y =  log* (l— *).
y =  3sin ^2x+-5-J * 38. y =  4 cos ( * + * y )  ■
La fonction f(x) est définie sur le segment [—1 ; 1] de la manière suivante : 

/(* ) =  i + x  pour — l < a r < 0 ;
/ (x) =  1 —2x pour 0 O < l .

La fonction /  (x) est définie sur le segment [0 ; 2] de la manière suivante : 
/(x )= x 3  pour 0 < * < 1 ;
/ ( * ) = *  pour l < x < 2 .

Construire les courbes données en coordonnées polaires • 
p=* -ÿ- (spirale hyperbolique).

p= a 9 (spirale logarithmique).
p = û  V cos2ç (lemniscate). 44. p = a  ( i —cos<p) (cardiofde). 
p = û  sin 3q>.

3 - U 6 2



Chapitre II

LIMITE ET CONTINUITÉ DES FONCTIONS

§ 1. Limite d’une grandeur variable.
Grandeur variable infiniment grande

Nous allons considérer dans ce paragraphe des variables ordon
nées à variation spécifique que l’on définit par l ’expression « la 
variable tend vers une limite a. Dans la suite de ce cours, la notion 
de limite d’une variable va jouer un rôle fondamental, étant inti
mement liée aux notions de base de l ’analyse mathématique: la 
dérivée, l’intégrale, etc.

D é f i n i t i o n  1. Le nombre constant a est appelé la limite 
de la grandeur variable x si, pour tout nombre arbitrairement petit

Fig. 28

e >  0, on peut indiquer une valeur de la variable x  telle que toutes 
les valeurs conséquentes de la variable vérifient l’inégalité

| x — a | <  e.
Si le nombre a est la limite de la variable x, on dit que x  tend 

vers la limite a et on écrit :
x  —►* o ou lim x = a.

On peut définir également la notion de limite en partant de con
sidérations géométriques.

Le nombre constant a est la limite de la variable x  si pour tout 
voisinage donné, aussi petit qu’il soit, de centre a et de rayon e, 
on peut trouver une valeur de x  telle que tous les points correspon
dant aux valeurs suivantes de la variable appartiennent à ce voi
sinage (fig. 28). Donnons quelques exemples:

E x e m p l e  1. La variable x prend successivement les valeurs
1 1  1 == 1 -f  “2" » 1 4 ’̂  ! • • • * *7*=  1 4“ ~  * • • •

Montrons que cette grandenr variable a une limite égale à P uni té- 
Nous avons
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Pour b arbitraire, toutes les valeurs conséquentes de la variable, à partir de n
1 1défini par la relation — <  e ou n >  —, vérifient l’inégalité n e

| Xn  — 1 | <  b, c .q .f .d .

Remarquons que dans le cas présent la variable tend vers sa valeur limite en 
décroissant.

E x e m p l e  2. La variable x prend successivement les valeurs
J 1 4 , 1  4 1*i =  l — 2~l *2=14"2f; *3 = 1— g3 ■ 

**=i+-p-; .. .  . . .

Cette variable a une limite égale à l’unité. En effet,

Pour e arbitraire à partir de n satisfaisant à la relation

d’où

n

n log 2 >  log-1-
ou

*> log 2 t
toutes les valeurs suivantes de x vérifient l’inégalité | xn — 1 | <  e. Remarquon 
que dans ce cas la valeur de la variable est tantôt plus grande, tantôt plus petite 
que la valeur limite. La variable tend vers sa limite en « oscillant autour d'elle ».

R e m a r q u e  1. Comme il a été indiqué au § 3 du chapitre I, 
la grandeur constante c peut être considérée comme une variable 
dont toutes les valeurs sont égales : x =  c.

Il est évident que la limite d*une grandeur constante est égale 
à cette constante, puisque l'inégalité \ x — c \ =  | c — c | =  0 <  e 
est toujours satisfaite pour e arbitraire.

R e m a r q u e  2. Il découle de la définition de la limite qu’une 
grandeur variable ne peut pas avoir deux limites. En effet, si 
Um x  =  a et lim x  =  b (a <  6), x  doit satisfaire simultanément 
aux deux inégalités suivantes:

la: — fl | < 8  et \x  — 6 | < e  
pour e arbitrairement petit ; mais cela est impossible si e C  — 

(fig. 29).
3*
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R e m a r q u e  3. Il ne faut pas s’imaginer que chaque variable 
doit nécessairement avoir une limite. Soit x une variable qui prend 
successivement les valeurs

1 . . 1 . 1 . . 1 .
Xi — — , Xz — 1 ^ » # 3  — g » • • •• ® 2 2* •

i
X2k+* 22M+1

(fig. 30). Pour k suffisamment grand, la valeur de x& et toutes les 
valeurs conséquentes correspondant aux indices pairs seront aussi 
voisines que l’on veut de l’unité, mais la valeur x2h+ 1  et toutes les

JX-ffl

Fig. 29 Fig. 30

valeurs qui suivent correspondant aux indices impairs seront aussi 
voisines que l ’on veut de zéro. Donc, la variable x ne tend pas vers 
une limite.

Il ressort de la définition de la limite que si une variable tend 
vers une limite a, a est une grandeur constante. Mais l’expression 
« tend vers » peut s’employer également pour caractériser un autre 
mode de variation d’une variable, ce qui apparaît de la définition 
suivante.

D é f i n i t i o n  2. La variable x tend vers l ’infini si pour cha
que nombre positif donné M  on peut indiquer une valeur de x à 
partir de laquelle toutes les valeurs conséquentes de la variable 
vérifient l ’inégalité | x | >  M.

Si la variable x  tend vers l ’infini, on dit que c’est une variable 
infiniment grande et Ton écrit x  -*■ oo.

E x e m p l e  3. La variable x prend les valeurs
art =  —1 ; x2 =  2 ; x3 =  —3 ; . . . ; x„ =  (—i)*n ; . . .

C’est une variable infiniment grande puisque pour M >  <■ arbitraire toutes les 
valeurs de la variable à partir de l’une d’entre elles sont toutes plus grandes que 
M  en valeur absolue.

La variable x  « tend vers plus l’infini » ou x -v  +  oo si pour 
M  >  0 arbitraire, à partir d’une certaine valeur, toutes les valeurs 
conséquentes de la variable vérifient l ’inégalité M  <  x.

Un exemple de variable tendant vers plus l’infini est donné par la variable 
x qui prend les valeurs xt =  1, x2 =  2 , . . ., x„ =  n, . . .
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La variable x « tend vers moins l'infini » ou x — oo si pour 
M  >  0 arbitraire, à partir d’une certaine valeur, toutes les valeurs 
suivantes de la variable vérifient l'inégalité x  <  — Af.

Ainsi, par exemple, la variable qui prend les valeurs z\ =  —1, 
z t  =  —2, . . ., x  ̂ =  —n, . . tend vers moins l'infini.

§ 2. Limite d ’une fonction

Dans ce paragraphe nous étudierons certains cas particuliers de 
variation d une fonction lorsque la variable indépendante x tend 
vers une limite a ou vers l ’infini.

D é f i n i t i o n  1. Soit y =  f  (x) une fonction définie dans 
un voisinage du point a ou en certains points de ce voisinage. La 
fonction y = f  (x) tend vers la limite b (y b) lorsque x tend vers 
a (x -* a ) ,  si pour chaque nombre positif c, aussi petit qu’il soit, 
on peut indiquer un nombre po
sitif 6 tel que pour tous les x 
différents de a et vérifiant l’iné
galité *)

\x  —
l'inégalité

| / ( * )  — 6 | < e
est satisfaite. Si b est la limite 
de la jonction f  (x) quand x a,
on écrit alors

lim /(x )=  6
x-*a

ou f  (x)-*- b quand x-+  a.
Le fait que f  (x) —► 6 quand x  —► a se traduit sur le graphique 

de la fonction y = f  (x) de la manière suivante (fig. 31) ; puisque 
de l'inégalité | x  — a | <  fi découle l ’inégalité | /  (*) — 6 | <  e, 
alors les points M  du graphique de la fonction y =  /  (x), correspon
dant à tous les points x  dont la distance jusqu’au point a est infé
rieure a 6, sont contenus dans une bande de largeur 2e délimitée 
par les droites y = b — e et y — b +  e.

R e m a r q u e  1. On peut également définir la limite de la 
fonction /  (x), quand x —► a, de la manière suivante.

) Dans le cas présent, nous avons en vue les valeurs de x vérifiant l'iné
galité 11 a | <  o et appartenant au domaine de définition de la fonction. 
Par la suite nous rencontrerons fréquemment des cas analogues. Ainsi, quand 
nous étudierons le comportement d une fonction pour z  —► oo, il peut arriver 
que la fonction soit définie pour les valeurs entières et positives de x. Par 
conséquent, dans ce cas x oo, en prenant des valeurs positives entières. Par 
la suite, nous supposerons que cette condition est toujours réalisée.
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Soit une variable x prenant les valeurs telles que (ordonnée de 
sorte que) si

| x* — a | >  | x** — a |,

M W

alors est une valeur conséquente et x* une valeur antécédente. Si

| x* — a [ =  | xm* — a | et x* <  x**,

alors x** est conséquent et x* antécédent.
Autrement dit, de deux points de la droite numérique le point 

conséquent est celui qui est le plus près de a. Si les points sont
à égale distance de a, le point con
séquent sera celui qui se trouve à droite 
de a.

Soit une variable x  ordonnée de 
cette manière et tendant vers la limite 
a \x - *  a ou lim x =  al.

Considérons la variable y =  /  (x). 
En outre, admettons une fois pour 
toutes que de deux valeurs de la fonc
tion la valeur conséquente est celle 
qui correspond à la valeur conséquente 
de la variable x.

Si une grandeur variable y , définie 
comme il a été indiqué ci-dessus, tend 

► a, nous écrirons alors

Fig. 32

vers une limite 6, quand x ■

lim /  (x) =  b
«-►a

et nous dirons que la fonction y =  /  (x) tend vers la limite b pour 
x —► a.

On démontre facilement que ces deux définitions de la limite 
sont équivalentes.

R e m a r q u e  2. Si /  (x) tend vers la limite bx quand x tend 
vers un nombre a en ne prenant que des valeurs plus petites que a, 
nous écrirons alors lim /  (x) =  bt et nous appellerons bt la limite à

Xr-+a~~Q
gauche de la fonction /  (x) au point a. Si x prend des valeurs plus
grandes que a, nous écrirons alors lim /  (x) =  b2 et nous appellerons

*-♦0+0
b2 la limite à droite de la fonction au point a (fig. 32).

On peut démontrer que si les limites à gauche et à droite existent 
et sont égales, c’est-à-dire b% = b2 = b, alors b est la limite de cette 
fonction au point a dans le sens défini plus haut. Inversement, si une 
fonction a une limite b au point a, les limites à gauche et à droite 
de cette fonction au point a existent et sont égales.
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E x e m p l e  1. Montrons que lim (3* +  1) =  7. En effet, soit e >  0
x - * 2

un nombre arbitraire donné; pour que l'inégalité

l(3x + 1 )  — 7 | <  e 

soit satisfaite, il faut que soient satisfaites les inégalités suivantes:

| 3*—6 1< e, | * - 2 | < - - t

Ainsi pour a arbitraire et pour toutes les valeurs de la variable x vérifiant l'iné
galité \ x — 2 | C  -g- =  ô la valeur de la fonction 3x +  1 diffère de 7 de moins 
de e. Cela signifie justement que 7 est la limite de cette fonction pour x -► 2.

R e m a r q u e  3. Pour l'existence de la limite dvune fonction 
quand x  a, il n’est pas nécessaire que la fonction soit définie au 
point x = a. Quand nous calculons une limite, nous devons considé
rer les valeurs de la fonction au voisinage du point a, mais diffé
rentes de a. Ceci est clairement illustré par l’exemple suivant.

4E x e m p l e  2. Montrons que l im ------= -= 4 . Ici la fonction ------- =-
x~*2 x — 2 X — t

n'est pas définie pour x = 2 .
Nous devons démontrer que pour e arbitraire on peut indiquer un A tel que 

soit satisfaite l’inégalité
x*—4

x—2 4) < 8 (1)

dès que | x — 2 | <  A. Mais pour x =£ 2, l'inégalité (1) est équivalente à l’iné
galité

| (a:- ^ + 2)- 4 |  =  |( x + 2) -4 1  <  e

OU

I X -  2 I <  e. (2)

Ainsi, l'inégalité (1) sera satisfaite quel que soit e si l'inégalité (2) est satisfaite 
(ici A =  e). Cela signifie que la limite de cette fonction est égalé à 4 quand 
x tend vers 2.

Considérons encore certains cas de variation d’une fonction quand 
x tend vers l ’infini.

D é f i n i t i o n  2. La fonction /  (x) tend vers la limite b quand 
x 0 0  si pour chaque nombre positif e, aussi petit qu’il soit, on 
peut indiquer un nombre positif N  tel que pour toutes les valeurs 
de x  vérifiant l ’inégalité | x  | >  iV, l’inégalité j f  (x) — 6 | <  e 
est satisfaite.
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E x e m p l e  3. Montrons que

lim ) = 1  ou que lim  =  1 .
X-*oo \  x  /  x-+oo \  x  /

Il faut démontrer que» quel que soit e, l’inégalité

| ( ,+ t ' ~ 1| < * <3)
sera satisfaite dès que | x | > N f où N c st défini par le choix de e. L’inégalité (3) 
est équivalente à l’inégalité suivante : | ^  | <  e, qui est satisfaite si l’on a

Cela signifie que lim ( l - | - - M = l i m  = 1  (fig. 33).
x - m  \  *  /  x -*«a  x

Fig. 33
La signification des symboles x-*  +oo et x~+— oo rend évidente 

celle des expressions
« /  (j:) tend vers 6 quand x -► +  oo » et 

« /  (x) tend vers b quand x -*■ — oo s, 
que l'on note symboliquement par:

lim f ( x ) = b ; lim f (x )= b .

§ 3. Fonctions qui tendent vers F infini.
Fonctions bornées

Nous avons étudié les cas où la fonction /  (a:) tend vers une cer
taine limite b quand i - ^ û o u i - ^ o o .

Considérons maintenant le cas où la fonction y =  f  (x) tend vers 
l ’infini quand la variable x varie d’une certaine manière.

D é f i n i t i o n  1. La fonction /  (x) tend vers l'infini quand 
x -► a, autrement dit /  (x) est infiniment grande quand x  -► a, si 
pour chaque nombre positif A/, aussi grand qu’il soit, on peut trouver 
un nombre 6 >  0 tel que pour toutes les valeurs de x différentes de
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a et vérifiant la condition | x  — a | <  6, l ’inégalité | /  (x) | >  M  
est satisfaite.

Si f  (x) tend vers l ’infini quand x -+ a y on écrit:
lim /(or)=  oo.

ou /  (x) -► oo quand x  -*■ a.
Si /  (x) tend vers l ’infini quand x  a, en ne prenant que des 

valeurs positives ou que des valeurs négatives, on écrit respective
ment lim /  (x) =  +  oo et lim f  (x) =  — oo.

E x e m p l e  1. Montrons que lim -73------ -
® t̂ (!—*)* = 4  En effet, quel que

soit M >  0, on a : 

dès que
(!—*)* > M

'*— >'< T
OU

| l - x | <
y m =0 .

La fonction ^ ne prend que des valeurs positives (fig. 34).

E x e m p l e  2. Montrons que lim | —~ J  =  00. En effet, quel que soit 

M > 0, on a

dès que
~ l > "

1̂ 1 = 1*—0 1 <  - = ô.

ici ( — - )  >  0 pour x <  0 et  ̂— 1 J <  0 pour x >  0 (fig. 35).
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Si la fonction /  (x) tend vers l ’infini quand x oof on écrit :
lim /  (x) =  oo
X-t-OO

et, en particulier, on peut avoir
lim / ( * ) = » ,  lim / ( * ) =  oo. lim /(*)=* — oo.

X-*+O0 X~+—00

Par exemple,
lim a? =  -f- o°, lim — 0 0 .
X-eOO —00

R e m a r q u e  1. Il peut arriver que la fonction y =  /  (x) ne 
tende ni vers une limite finie ni vers l ’infini quand x -*■ a ou x -► oo.

E x e m p l e  3. La fonction y =  sin * est définie dans l'intervalle infini 
—oo <  x < + o o ,  mais ne tend pas vers une limite finie ou vers l’infini quand 
x -► +oo (fig. 36).

Fig. 36

E x e m p l e  4. La fonction y =  sin qui est définie pour toutes les
valeurs de x, excepté x == 0 , ne tend vers aucune limite finie ou vers l'infini 
quand x 0. Le graphique de cette fonction est représenté sur la figure 37.

D é f i n i t i o n  2. La fonction y =  /  (x) est dite bornée dans 
le domaine de définition de la variable x s’il existe un nombre posi
tif M  tel que pour toutes les valeurs de x appartenant à ee domaine 
l'inégalité | /  (x) | ^  M  est vérifiée. Si un tel nombre n’existe pas, 
on dit que la fonction /  (x) n'est pas bornée dans ce domaine.

E x e m p l e  5. La fonction y =  sin x, définie dans l'intervalle infini 
- o o < i < + o o ,  est bornée, puisque pour toutes les valeurs de x

| sin x | <  1 =  M .
D é f i n i t i o n  3. La fonction /  (x) est dite bornée quand a9 

s’il existe un voisinage de centre a dans lequel la fonction est bornée.
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D é f i n i t i o n  4. La fonction y =  f  (z) est dite bornée quand 
x  —► oo, s’il existe un nombre N  >  0 tel que, pour toutes les valeurs 
de x vérifiant l'inégalité | x | >  N, la fonction /  (x) est bornée.

Le théorème suivant permet de conclure si la fonction /  (z), 
quand elle tend vers une limite, est bornée ou non.

T h é o r è m e  1. St lim f  (x) = b et si b est un nombre fin i, la
ao-Ki

fonction f  (z) est bornée quand x  -> a.

D é m o n s t r a t i o n .  Il vient de l’égalité lim f  (x) =  b que
pour tout e >  0, il existe un nombre 6 tel que dans le voisinage 
a — ô <  z <  a +  ô l ’inégalité

| /  (z) -  6 | <  e
ou

I f  (x) | <  |6  | +  e
est satisfaite.

Cela exprime justement que la fonction /  (z) est bornée quand 
x-*~ a.

R e m a r q u e  2. Il découle de la définition d'une fonction 
bornée f  (z) que si

lim f  (z) =  oo ou lim f  (z) =  oo,
x-+a «-► oo

c’est-à-dire si f  (x) est infiniment grande, la fonction nvest pas bor
née. La propriété inverse nvest pas vraie: une fonction non bornée 
peut ne pas être infiniment grande.

Par exemple, la fonction y= x  sin x  n’est pas bornée quand x~*~ ooy 
puisque pour tout M  >  0 on peut indiquer des valeurs de x  telles 
que | x sin x | >  M. Mais la fonction y =  x  sin x  n’est 
pas infiniment grande puisqu’elle s’annule aux points x =  0, n, 2n... 
Le graphique de la fonction y =  x sin x est donné sur la figure 38.
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T h é o r è m e  2. Si l im f  (x)=b 0, la fonction y
/(*)

est bornée quand x -*» a.
D é m o n s t r a t i o n .  Il découle des conditions du théorème 

que quel que soit le nombre e >  0 dans un certain voisinage du 
point x  =  a, on a | f  (x) — 6 | <  e ou || /  (s) | — | 6 || <  e ou 
—e <  | /  (x) | — | 6 | <  e ou I b | — e <  | /  (x) | <  | 6 | +  e.

Il vient de ces inégalités:

1 > - 4 - >  *

En prenant, par

| 6 | —e |/(* ) | |&| +  e
1

exemple, e =  ^  | b | nous avons:

10 1 10
9 16 1

Cela exprime que la fonction

l/(*)l 
1

m
§ 4. Infiniment petits et leurs propriétés fondamentales

11 |6 | 

est bornée.

Dans ce paragraphe nous allons étudier les fonctions qui tendent 
vers zéro quand l’argument x  varie d’une manière donnée.

D é f i n i t i o n .  On dit que a  =  a  (x) est un infiniment petit 
quand x -*■ a ou quand x -*■ oo si lim a  (x) =  0 ou lim a  (x) =  0.

X -»C t X-*O Q

Il découle de la définition de la limite que si, par exemple, on 
a lim a  (x) =  0, alors pour tout nombre positif e arbitrairement

x-*a.
petit, il existe un 6 >  0 te) que pour tous les x  satisfaisant à l ’iné
galité | x — a <  6 on a | a  (x) | <  e.

E x e m p l e  1. La fonction a  =  (x — l )9 est un infiniment petit quand 
x -► 1, car lim a  =  lim (x — l )2 =  0 (fig. 39).

X—► 1 JC-+1

E x e m p l e  2. La fonction a  — —- est un infiniment petit, quand x -► oo 
(fig. 40) (voir l'exemple 3 § 2).
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Démontrons maintenant l ’importante proposition suivante.
T h é o r è m e  1. Si la fonction y =  f  (x) peut être mise sous la 

forme de la somme d'un nombre constant b et d'un infiniment petit a :
y = b + a f (1)

alors
lim y = b (quand x a ou x -► oo).

Inversement, si lim y = b, on peut écrire y =  b +  a , ou a est 
un infiniment petit.

D é m o n s t r a t i o n .  Il vient 
de l’égalité (1) que | y — 6 | =  | a  |.
Mais quel que soit e, toutes les valeurs 
de a  à partir d'une certaine valeur 
vérifient l’inégalité | a  | <  e, et, par 
conséquent, toutes les valeurs de y 
à partir d'une certaine valeur vérifie
ront l’inégalité I y — b | <  e. Cela 
signifie justement que lim y — b.

Inversement : si lim y =  fc, alors 
quel que soit e pour toutes les valeurs 
de y i  partir de l’une d’elles on
a I y  — b | <  e. Posons y — b =  a . alors pour toutes les valeurs de 
a  à partir de l’une d'elles on a | a  | <  e, et a  est un infiniment petit.

E x e m p l e  3. Soit la fonction (fig. 41).

alors

Inversement, si

lim jf=l,

lim y =  1,
X ~ *  oo

nous pouvons exprimer la variable y sous la forme de la somme de sa valeur limi
te 1 et d’un infiniment petit a  — —, c’est-à-dire

y = 1 +  a.
T h é o r è m e  2. Si a  =  a  (x) tend vers zéro pour x~+ a (ou

1
pour x~+ oo) et ne s'annule pas, alors y =  — tend vers Vinfini.

CL

D é m o n s t r a t i o n .  Pour tout M  >  0 arbitrairement grand
1 1l’inégalité -j—r >  M  est vérifiée dès que l’inégalité | a  | <  est\a | i\i

satisfaite. Cette dernière inégalité est satisfaite pour toutes les va
leurs de a  à partir de l ’une d'elles, puisque a (x) 0.
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T h é o r è m e  3 .L a  somme algébrique d'un nombre fini d'infini
ment petits est un infiniment petit.

D é m o n s t r a t i o n .  Nous envisagerons le cas de deux infi
niment petits, car pour un nombre plus grand d’infiniment petits 
la démonstration reste la même.

Soit u (x) = a (x) +  p (x) où lim a  (x) =  0, lim P (x) =  0.
*-*û x-*a

Démontrons que pour b >  0 arbitrairement petit on peut trouver un 
6 >  0 tel que l’inégalité | x  — a | C  ô entraîne l’inégalité | u | C e. 
a (x) étant un infiniment petit, on peut trouver un 6i tel que dans 
le voisinage de centre a et de rayon 6t on ait

P (x) étant un infiniment petit, dans un voisinage de centre a et de
g

rayon ô2 on aura : | P (x) | C-g •

Prenons 6 égal au plus petit des deux nombres ôi et ô2, alors
& epour un voisinage de centre a et de rayon 6 on a | a  | < — ; | P [ < —. 

Par conséquent, nous aurons dans ce voisinage

| u | =  | a (x) +  p (x) | <  | a  (x) | +  | P (x) | <  j  +  j  =  e,

c’est-à-dire | u | <  e, c.q.f.d.
On démontre d’une manière analogue le cas

lim a  (x) =  0, lim P (x) =  0.
X -+ o o  X -»°°

R e m a r q u e .  Par la suite, nous aurons à considérer des som
mes d’infiniment petits telles que le nombre de termes augmente 
parallèlement à la décroissance de chacun d’eux. Dans ce cas le 
théorème précédent peut être pris en défaut. Considérons, par exem-

1 1  1 pie, la somme de x termes u =  — +  — +  • • •  +  — où x ne prend
que les valeurs entières positives (x =  1, 2, . . ., n, . . .). Il est 
clair que chaque terme est un infiniment petit quand x -*  oo, mais 
la somme u =  1 n’en est pas un.

T h é o r è m e  4. Le produit d'un infiniment petit a  =  a  (x) 
par une fonction bornée z =  z (a) est un infiniment petit quand x-+  a 
(ou x  -► oo).

D é m o n s t r a t i o n .  Nous donnerons la démonstration pour 
le cas où x -► a. On peut indiquer un nombre M  >  0 tel que dans 
un certain voisinage du point x =  a l ’inégalité | z | <  M  est satis-
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faite. Pour chaque e >  0, on peut trouver un voisinage où l’inéga- 
£

lité | a  | est satisfaite. Pour tous les points du plus petit de
ces voisinages on aura

g
\az\<Z —  M  =  e.

M
Ce qui exprime que ccz est un infiniment petit. La démo stration est 
identique pour le cas où oo. Du théorème démontré il découle:

C o r o l l a i r e  1. Si lim a  =  0, lim P =  0, alors lim ap =  0, 
car p (x) est une fonction bornée. Ce résultat s'étend au cas d'un 
nombre fini quelconque d'infiniment petits.

C o r o l l a i r e  2. Si lim a  =  0 et c =  const, alors lim ca =  0.

T h é o r è m e  5. Le quotient d’un infiniment petit a(x)
et d'une fonction dont la limite est différente de zéro est un infiniment 
petit.

D é m o n s t r a t i o n .  Soit lim a (x) =  0, liinz (x) =  b ^
1

=5*= 0. Il découle du théorème 2 § 3 que : v- est une variable bornée.z(a)
C'est pourquoi la fraction^—-  =  a (x) est le produit d'un infi
niment petit par une grandeur bornée ; donc c'est un infiniment petit.

§ 5. Théorèmes fondamentaux sur les limites
Dans ce paragraphe ainsi que dans le paragraphe précédent nous 

aurons à considérer des fonctions qui dépendent d'une même varia
ble indépendante x, et pour lesquelles x -+ a  ou x->  oo.

Nous donnerons la démonstration pour l ’un de ces cas, puisque 
la démonstration de l'autre cas est semblable. Parfois nous n'écrirons 
même plus x  -► a ou x -► oo en sous-entendant l'un ou l'autre.

T h é o r è m e  l. La limite de la somme algébrique de deux, de 
trois ou d'un nombre fini quelconque de variables est égale à la somme 
algébrique des limites de ces variables :

lim (i/i +U2 + - • • +  Ufc) =  lim U\ -f-lim 1*2+ • . . +  limu*.
D é m o n s t r a t i o n .  Nous donnerons la démonstration pour 

le cas de deux termes, puisqu’elle s’étend de la même manière à un 
nombre quelconque de termes. Soit lim ux =  ai, lim u2 =  a2. Alors 
en vertu du théorème 1 § 4 on peut écrire :

u\ =  +  ai, u2 = a2 +  a 2l
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où ai et a 2 sont des infiniment petits. Par conséquent 
Hl +  u2 =  (û| +  0 2 ) +  («î +  cc2).

Comme (at +  a2) est une constante et (ai +  cc2) un infiniment 
petit, on peut écrire toujours d*après le théorème 1 § 4 que

lim (i/f +  1*2) =  +  û2 =  lim u 1 +  lim u2.
E x e m p l e  1.

l im -X =  l im ( l + ~ )  = l i m  1 -f- lim — =  i ^-lim —= l - f  0 =  1.
JC-»O0 X  X-+OO \  X  /  X-KO X-+OQ X  X-WÛ X

T h é o r è m e  2. La limite du produit de deux, de frois ou d'un 
nombre fini quelconque de variables est égale au produit des limites 
de ces variables

lim Ui -1*2 ". • . -u* =  lim ut -lim i/2* . . . -lim u*.
D é m o n s t r a t i o n .  Afin de ne pas alourdir la démonstra

tion nous considérerons le cas de deux facteurs. Soit lim ut =  a+% 
lim u2 =  o2. Alors,

ui =  ai +  a i, u2 =  a2 +  a 2,
U\U2 =  (ûi *f a i) (û2 "h a 2) =  û|û2 -f o,\cl2 *f a&Li -f a ta 2.

Le produit ata2 est une constante. D’après les théorèmes du § 4 l ’ex
pression «ia2 +  a2ai +  a ia 2 est un infiniment petit. Par consé
quent, lim U\U2 =  a±a2 — lim uj -lim u2.

C o r o l l a i r e .  On peut sortir un facteur constant de dessous 
le signe de la limite. En effet, si lim u\ =  a* et c est une constante 
on a, par conséquent, lim c =  c, d’où lim (cui) =  lim c-lim ut =  
=  c-lim ulf c.q.f.d.

E x e m p l e  2. lim 5x® =  5 lim * * = 5 -8 = 4 0 .
*-►2 x-+2

T h é o r è m e  3 .L a  limite du rapport de deux variables est égale 
au rapport des limites de ces variables si la limite du dénominateur est 
différente de zéro :

u lim u ,.l im — = -------- 9 si l im o ^ ü .
v lim v

D é m o n s t r a t i o n .  Soit lim u =  a, lim v =  6 0. Alorsf
u =  a +  a , v =  b +  P» où a  et P sont des infiniment petits. 

Ecrivons l ’identité
u a +  a  a (  a +  a  a \  

6 +  P ~ ~b+ \ b  +  p ~b)
a
T

ab — P a 
6(6 +  P)
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on
U

V

£. , afc — (fa 
b +  b(b +  P)

La fraction ^  est un nombre constant et la fraction esto b [b +  p)
d’après les théorèmes 4 et 5 du § 4 un infiniment petit, puisque
ab $a est un infiniment petit et que la limite du dénominateur
b (b +  B) est égale & fc2 0. Donc, lim — =  % —r v b lim v

E x e m p l e  3.
. .  3, + s  i ~ | (3 ,+ 5 )  a t o . +  s  3 1 + 5  8 t

4 i - 2  lim (4r—2) 4 1 i m x ~ 2 4-1 — 2 2
*-♦1 x-*l

Nous avons utilisé ici le théorème relatif à la limite du rapport de deux fonctions, 
car la limite du dénominateur est différente de zéro quand x -► 1. Si Ja limite 
du dénominateur est égale à zéro, on ne peut se servir de ce théorème. Il est 
nécessaire dans ce cas de faire une étude détaillée.

x*_4
E x e m p l e  4. Trouver la limite lim ------- . Ici le numérateur et le déno-

x -> 2  x — 2
minateur tendent vers zéro quand x 2, c'est pourquoi le théorème 3 ne peut 
être appliqué. Effectuons les transformations suivantes:

x* — 4 (x—2)(x-]-2) _ l o
—  o = -----Z—ô-----= *+*<

On est en droit d’effectuer cette transformation pour tous les x différents 
de 2. C’est pourquoi on peut écrire en partant de la définition de la limite:

lim
*-*2

x* — 4 
x—2 =  lim

x -+ 2

(x—2)(x +  2) 
x —2 =  lim (x f  2) —4.

x—2

E x . e m p l e  5. Trouver la limite l i m— Quand x -> - l ,  le déno~
x - + i  x — *

minateur tend vers zéro, alors que le numérateur tend vers 1. Donc, la 
limite de la variable inverse est égale à zéro, c’est-à-dire

lim —— -
X -> 1  x

lim (x— 1) 
x-»1________

l imx  
x —►!

0
1 -0 .

Donc, nous aurons en vertu du théorème 2 du paragraphe précédent
i • xl im ----- — — oo.
x -*  1 1

T h é o r è m e  4. Si les fonctions u = u (x), z =  z (x), v =  
=  v (x) sont liées entre elles par la double inégalité u ^ z  ^ v  et si 
u (x) et v (x) tendent vers une même limite b quand x-+  a (ou x  -► oo), 
alors z — z (x) tend aussi vers la même limite quand x a (ou x -> oo).

4-1162
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D é m o n s t r a t i o n .  Pour fixer les idées nous allons consi
dérer la variation de la fonction quand x  -*• a. Il vient des inégalités 
u ^  z ^  v

u — b ^  z — b ^  v — b;
d'après les conditions du théorème

lim u = ù , lim i;= 6 .
x-+a oc-+a

Par conséquent, pour tout e >  0 on peut indiquer un voisinage 
de centre a où l ’inégalité | u — b | <  e est satisfaite; de même, on 
peut indiquer un voisinage de centre a où l'inégalité | v — b | <  e 
est aussi satisfaite. Dans le plus petit de ces voisinages les inégalités

—e <  u — b <  e et —e <C v — b <  e
seront satisfaites et, par conséquent, les 
inégalités

—e <  z — 6 <  e 
seront satisfaites, c'est-à-dire 

limz =  b.

T h é o r è m e  5. Si la fonction y ne prend 
pas des valeurs négatives y ^  0 quant x -> a 

(ou x  -► oo) et si elle tend vers une limite fc, alors ce nombre b n'est 
pas négatif : b >.  0.

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons que b soit négatif, f c < 0 , 
alors | y — b | ^  | 6 |, c’est-à-dire que la valeur absolue de la dif
férence | y — b | est plus grande que le nombre positif | b | et, par 
conséquent, ne peut tendre vers zéro quand x  -► a. Mais alors, 
quand x~+ a, y ne peut tendre vers 6, ce qui est contraire à l’hypo- 
hèse. Donc, la supposition que f c < 0  nous conduit à une contradic
tion. Par conséquent, b ^  0.

On démontre d'une manière analogue que si y ^  0, lim y ^  0.
T h é o r è m e  6. Si les fonctions u — u (x) et v = v (x) satisfont 

à l'inégalité v ^  u et si les limites de ces fonctions existent quand 
x -*• a (ou x -► oo), alors lim v >  lim u .

D é m o n s t r a t i o n .  D'après l ’hypothèse v — u ^  0 et en 
vertu du théorème 5 lim (u — u) 0 ou lim v — lim u c’est-à- 
dire lim v ^  lim u.

E x e m p l e  6. Montrons que lim sin x =  0.
*-*p

On voit d’après [a figure 42 que si OA = 1, x >  0, alors AC  =» sin x t
AB  =  x, sin x <  x. 11 est évident que si x <  0, | sin x | <  | x |. Il vient de ces 
inégalités en vertu des théorèmes 5 et 6 que lim sin x =  0.JC-*0
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E x e m p l e  7. Montrons que lim sin = 0 .x-*0 &

En effet, sin 4r <  | s i n * |  ; donc, Iimsin-î- =  0.
I  ̂ x~*0 &

E x e m p l e  8. Montrons que lim cos i - l .  Remarquons que
JC-vO

xcosx —1 —2 sin* -g-,

donc,

lim cos x =  lim ( 1 —2 sin2-^-) = 1  — 2 lim sin2 -̂ - =  1 —0 = 1. 
x~+0 x-+Q N ^ /  3c—»0 ^

Lors de l’étude des questions relatives à la limite de certaines 
variables, on est amené à résoudre les deux problèmes suivants:
1) démontrer que la limite existe et déterminer les bornes entre 

lesquelles est comprise cette limite;
2) calculer cette limite avec le degré de précision voulu.

La réponse à la première question est bien souvent donnée par 
le théorème suivant.

T h é o r è m e  7, Si la variable v est croissante, c'est-à-dire si 
toutes ses valeurs conséquentes sont plus grandes que ses valeurs anté
cédentes, et si elle est bornée, c'est-à-dire v <  M, alors cette variable 
a une limite lim i; =  û, où fl ^  M.

On peut énoncer un théorème analogue pour les variables décrois
santes bornées.

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce théorème, car 
elle exige l ’application de la théorie des nombres réels que nous 
n'avons pas développée dans ce livre.

Dans les deux paragraphes suivants, nous 
calculerons les limites de deux fonctions ayant 
une très large application en analyse mathé
matique.

§ 6. Limite de la fonction —  quand x  -+0

Cette fonction n’est pas définie pour x =  0, 
puisque le numérateur et le dénominateur de Fig. 43
la fraction s’annulent en ce point. Calculons
la limite de cette fonction lorsque z-»-0 . Considérons la cir
conférence de rayon 1 (fig. 43). Désignons par x  l’angle au centre
MOB ; nous avons 0 Il vient immédiatement de la fi-

4’



52 LIMITE ET CONTINUITE DES FONCTIONS [CH. II

gure 43 :
surface du triangle M OA<  

- Csurface du secteur M OA<  
<Csurface du triangle CO A. (1)

1 1 1Surface du triangle MO A =  -=- OA-MB =  --■ • l* s in a := -^ s in  x.£* Cà Cà
1 ' —* 1 1Surface du secteur MO A O A-AM  =  -^ -l^x  =  -^x.

1 1 1Surface du triangle CO A =  y  OA • AC =  y  • 1 • tg a: =  ~  tg r.

En simplifiant par-j^, l'inégalité (1) devient:

sin x  <  x  <  tg x.
Divisons tous les termes par sin x  :

A x  1
1 < —---- < -------- ,sin a: cos a:

ou
4 ^  w n i ^1 > ------- > co s  X.

Nous avons obtenu cette inégalité en supposant x  >  0.
Remarquons que sin (—x) _  sin x et cos (—x) =  cos x .

( x ) x
Donc, l'inégalité est encore vérifiée pour x  < 0 . Mais lim cos x  =  1,

x-+0
lim 1 =  1.
x-+0

sin xPar conséquent, la v a r i a b l e e s t  comprise entre deux varia
bles tendant vers une même limite égale à 1. Ainsi, en vertu du théo-
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rème 4 du paragraphe précédent

lim
x-+0

S I T Ï X

Le graphique de la fonction y 
Exem ples.
.. f. tgx  .. s inx 11) l i m —=— = l i m ---------- • —-----

x->0 * x^q x  cos x

smx est tracé sur la figure 44.

n sinAx ..  . sin hx . . .2) lim -------- =  limAf—r— = * l i m
x-*0 x  x-»0 * *  x-»>0<tec-*0)

. .  sinx ..: l im -------- lim
3C -+0 X

sin (kx)

i — a - ! .
x - + 0  CO SX  1

(**) -k» i—k (* =  const).

3) lim  *-►0
à ~ 2 sin*-s- sin-^-1 —cos x 2 . .  2 . x . _ n------------- =  l im -------------- =  l im -------- sin-s- =  1.0 = 0.

x  x -*0  x  x-^0 x  *

sin a x
/v 1t s i n a x  a  ax4) l i m —. -g - s l i m - y » —=—s— 

«-♦0 Sin p i X-+0 P sinpx

sin axlim
x-»o a x

P*
fi .. sin px lim - ^5 -3C-.0 P*

=-p- (a =  const, p =  const).

§ 7. Le nombre e
Considérons la grandeur variable

0 4 )'-
où n est une variable croissante prenant successivement les valeurs 
1, 2, 3, . . .

T h é o r è m e  1. La variable^ 1 +  a une limite comprise 
entre 2 et 3 quand n oo.

D é m o n s t r a t i o n .  D’après la formule du binôme de New
ton nous pouvons écrire:

+
n (n — 1) (w — 2 ) . . .  [n — (w — 1)]

1*2*. . .-Tl ar- (i)
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En effectuant certaines transformations algébriques évidentes, nou? 
trouvons :

0  + 4 ) =, + ,+ri(i“f)+ÎT3 (,“7 )><

x(‘- 7 )-(1 -S7 1)- (2>
On voit de cette dernière égalité que la grandeur variable

1̂ +  —j est une variable croissante quand n croît. En effet, quand
on passe de la valeur n à la valeur n +  1, chaque terme de cette som
me augmente

J - f l - i + C - L f l . - L - V  etc..
1 2 \  n )  1-2V n +  1 /

et de plus un nouveau terme apparaît. (Tous les termes du dévelop
pement sont positifs.)

Montrons que la grandeur variable ^i +  —j est bornée. En

remarquant que 1̂ — <  1 ; 1̂ — j 1̂ — <  1, etc., on obtient
de l ’expression (2) l’inégalité

< 1  +  1 +
1-2 1-2-3 1-2-.

D’autre part,
1 < ± -

1.2-3
1 < ± .

1.2 3 4 2*’ 1 • 2 • . . .  2
1 .

^  on—1

Nous pouvons écrire l ’inégalité

<  i +  1 +  — +  • 1 *

Les termes que nous avons soulignés constituent une progression
\

géométrique de raison q =  -~-,«dont le premier terme est a — 1,
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par suite

(3)

( i + - )  < ‘ + [ i + i + ^ + . . . + - i ] -

T*— :
Par conséquent, pour tous les n nous avons :

( 1 + ^ )n<3-
Il vient de l ’inégalité (2)

( l + i ) " > 2 .
Ainsi nous en déduisons la double inégalité

/ l \ nNous avons prouvé que la variable 1̂ +  —J est bornée.

En récapitulant, nous voyons que la variable[l est pois
sante et bornée; d’après le théorème 7 du § 5 elle a une limite On 
désigne cette limite par la lettre e.

D é f i n i t i o n .  On appelle le nombre e la limite de la variable 
/ 1 \ni l  H----1 quand n -► oo:

\  n J
Il découle de l’inégalité (3) en vertu du théorème 6 § 5 que le 

nombre e vérifie la double inégalité 2 ^  e ^  3. Le théorème est 
démontré.

Le nombre e est un nombre irrationnel. Nous indiquerons par 
la suite une méthode permettant de le calculer avec la précision/  1 V 10
voulue. La valeur approchée de ce nombre à yjçjj près est

e =  2,7182818284. . .

T h é o r è m e  2. La fonction^ 1 tend vers la limite e quand
x tend vers V infini, c'est-à-dire

l im
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/ 1 \nD é m o n s t r a t i o n .  Nous avons prouvé que ( 1 +- — J -► e
quand n tend vers l'infini en prenant des valeurs positives entières. 
Supposons maintenant que oo en prenant des valeurs fraction
naires ou négatives.

1) Soit +  oo. Chaque valeur de x  est comprise entre deux 
nombres positifs entiers:

n ^  x <  n -h 1.

Dans ce cas nous aurons les inégalités suivantes:

n
1

n +  r

1 1  1
n x n -J-1

Si x -*■ oo, il est évident que n-*- oo. Calculons la limite des varia
bles entre lesquelles est comprise l’expression (l +  —) :

(  i Y +t =  lim (' 1 \ " /  i  \
lim ( J + - ) l + Î ) ( 1 + ^ )  =n - * + o o V « / n - +  4  oo \ k n J \  w /

n
lim f l - l - -  \  n Y -  Uni /  !!-*> + » « ) =  e l  =  «,

lim (  i -)------— J - -  lim
ï - ï+ O O  \  ?!-► +

1 +

lim ( lH ----- -— )
n-*+oo \  n -1- 1 /  e

n +  1

n _ * + o o  \  f i  —

donc (d’après le théorème 4 § 5)
-+coV n + 1/

4 §  5)

ira ( * + - )  ►+«V x /
=  e. (4)
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2) Soit x  -► — oo. Introduisons une nouvelle variable / =  
=  — (x -f- 1) ou x  =  — (t +  1). Quand f —► +  oo, o n a i ^  — oo. 
On peut écrire

lin ( 1 +  i y _  lin  f l ------ L _ P _
X -* -° o  V X  )  !-*+» \  t +  1 /

_  lin ( — -— y '" '— lin f l ± l ) ‘+,=
H+oo V t -{" 1 * i-++°° \  t /

=  , ï “ (' +  t ) ’*' - ( *  +  t ) '  ( ‘ + t )  :”  ' :'  - ' •
Le théorème est démontré. Le graphique de la fonction y =^1 +  — 
est Iracé sur la figure 45.

i y

1
Si l’on pose — =  a  dans l'égalité (4), on a a  0 (mais a  0) x

quand x  oo et l’on a

E x e m p l e s .

lim (1 +  a ) a = e .
a-►o

1•»js(*+Tr-!t('+ir(*+4 )-

21 “S, ( “  i Y ' - ' J Z  ( , + t ) ' ( ‘ + t ) ‘ ( 1+ t ) ’ -

“ 155, ( , + t ) ’ - Ï 5 . (4+ i ) ' - “5  (< + t ) ’ — * -* * •
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3> st(‘+fr-“-(«+*r-*
« “s m r +3= t z  < w r -

" Ü  ( 1 + T r r ) * + S -^ i ( , + î 4 î ) 1

R e m a r q u e .  La fonction exponentielle de base e,

y = * x,
joue un rôle particulièrement important dans la suite du cours de 
mathématiques. Cette fonction est dvune grande importance lors de 
l ’étude de divers phénomènes en mécanique (théorie des oscillations),

en électrotechnique et en radiotechni- 
que, en radiochimie, etc. Les graphi
ques de la fonction exponentielle 
y =  e* et de la fonction exponentielle 
y = e~* sont représentés sur la fig. 46.

§ 8. Logarithmes népériens
Nous avons défini au § 8 du cha

pitre I la fonction logarithmique y=  
— loga x. Le nombre a est appelé base 
du logarithme. Si a =  10, y est appelé 
le logarithme décimal du nombre x 
que l ’on désigne par la notation y =  
=  log x. On connaît les tables des 

logarithmes décimaux depuis le cours de l ’enseignement secondaire ; 
ces tables sont appelées tables de Briggs, du nom du savant anglais 
Briggs (1556-1630).

On appelle logarithmes naturels ou logarithmes népériens les loga
rithmes dont la base est le nombre e =  2,71828. . ., du nom de l’un 
des premiers inventeurs des tables de logarithmes, le mathématicien 
Neper (1550-1617). Donc, si ev = x , y est dit le logarithme naturel 
du nombre x . On écrit alors y =  Log x  au lieu de y =  log*?. Les 
graphiques des fonctions y =  Log x et y =  log x sont donnés sur la 
figure 47.

Etablissons maintenant la relation qui existe entre les logari
thmes décimaux et naturels d ’un même nombre x . Soit y=log x  ou 
x  =  10*. Prenons le logarithme de base e des deux membres de cette 
dernière égalité. Nous trouvons Log x =  y Log 10, d’où y =
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=  ^  Log x. En remplaçant y par sa valeur on a log x  =

Ainsi, si l*on connaît le logarithme naturel du nombre x, on ob
tient son logarithme décimal en multipliant le logarithme naturel

de x par le facteur M  = 1 0,434294 qui est indépendantLog 10
du nombre x . Le nombre M  est appelé module de transition des loga
rithmes naturels aux logarithmes décimaux:

log x  =  M -Log x.
En posant dans cette égalité x  =  e on trouve la valeur du nombre 
M  exprimée à l'aide des logarithmes décimaux :

log e = M  (Log e =  1),
Les logarithmes naturels s'expriment à l'aide des logarithmes déci
maux par la formule:

Log x  =  log x  
M

où

—  «2,302585. 
M

R e m a r q u e .  Pour calculer les logarithmes naturels des nom
bres il existe des tables spéciales (par exemple, cf. I. Bronstein et 
K. Sémendiaiev, Aide-mémoire de mathématiques, Phyzmathguiz, 
1967).

§ 9. Continuité des fonctions
Soit y =  f  (x) une fonction définie pour la valeur xq et dans un 

certain voisinage de centre x0. Soit |/0 =  /  ( x q ) .

Si on donne à la variable x un accroissement Ax positif ou néga
tif (cela n a d’ailleurs aucune importance), elle devient x0 +  Ax,



60 LIMITE ET CONTINUITE DES PONCTIONS [CH. II

et la fonction y subit également un accroissement A y. La nouvelle 
valeur de la fonction est yo +  A y=/ (x0 +  Ax) (fig. 48). L'accrois
sement de la fonction est donné par la formule

A y =  /  (x0 +  Ax) — /  (x0).

D é f i n i t i o n  1. La fonction y =  f  (x) est dite continue pour 
la valeur x  =  x0 (ou au point x0) si elle est définie dans un certain 
voisinage du point x0 (et également au point x0) et si

Fig. 48

lim Ay =  0 (1)
Ax-M>

ou, ce qui revient au même,
lim [/ (x0 +  Ax) — /  (Xo)] =  0. (2)

A x -*0

La condition de continuité (2) peut 
aussi s'écrire:

lim f(x0 +  Ax) =  f( z 0),
A x - + 0

OU

lim /(x) =  /(xo), (3)
X-*Xq

mais
Xq =  lim x . 

*-►*0
Par conséquent, l'égalité (9) peut s'écrire :

lim f(x) =  f  (lim x),
x - * x 0  X -+ X Q (4)

autrement dit, pour trouver la limite d’une fonction continue 
quand x  x0f il suffit de remplacer dans l'expression de la fonction 
l ’argument x  par sa valeur x0.

Géométriquement la continuité d’une fonction en un point donné 
signifie que la différence des ordonnées du graphique de la fonction 
y = f  (x) aux points x0 +  Ax et x0 est arbitrairement petite en va
leur absolue dès que | Ax | est suffisamment petit.

E x e m p l e  1. Prouvons que la fonction y =  je9 est continue en tout point 
x0. En effet,

i/o =  Xï , i/o +  Ay =  (xq +  Ax)1,
A y =  (x0 +  Ax)1 — x$ =  2x0Ax +  Ax1,

lim A y — lim (2x0Ax +  Ax1) =  2x0 lim Ax +Ax-*.o Ax-*0 A x - * 0

+  lim Ax-lim Ax =  0 Ax-*0 Ax-»0
indépendamment de la manière dont Ax tend vers zéro (v. fig. 49, a, b).
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E x e m p l e  2. Montrons que la fonction y =  sin x  est continue en tout 
point x0. En effet,

y0 =  sin x0, yo +  A y =  sin ( x 0 +  A:r),

Ay =  sin (xo-|Ax)—9i n x o = 2 sin

Nous avons démontré que lim s i n - = - = 0  (exemple 7 §5). La fonction
Ajc-+0 ^

cos est bornée. Donc,

lim Ay==0. Ax-»0
De façon analogue on pourrait, en considérant séparément chaque 

fonction élémentaire, démontrer que chaque fonction élémentaire 
principale est continue en chaque point, où elle est définie. 

Démontrons enfin le théorème suivant.

T h é o r è m e  i .  Si les fonctions fi (x) et f? (x) sont continues 
au point x0, la somme af (x) =  (a:) +  f 2 (x) est aussi une fonction
continue au point z 0*

D é m o n s t r a t i o n .  Comme / f (x) et /2 {x) sont continues, 
nous pouvons écrire en vertu de l’égalité (3) :

lim /, (x) =  fi fa), lim f2 (x) =  f2 fa).
x - + x 0 x - + x 0

En vertu du théorème 1 sur les limites nous avons 
lim $ (x) — lim [/, (x) +  f2 (x)]=  lim /, (x) +
r+x0 x~+Xq x-+Xc

+  lim f2 (x) =  f t fa) +  f2 fa) — t]) fa ,.
*-►*0

Ainsi la somme^ (*) =  f\ (a:) +  / 2 (x) est une fonction continue. 
Le théorème est démontré.

Notons la conséquence immédiate que le théorème est valable 
pour tout nombre fini de termes.
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En nous basant sur les propriétés des limites nous pouvons démon
trer également les théorèmes suivants :

a) Le produit de deux fonctions continues est une fonction continue.
b) Le quotient de deux fonctions continues est une fonction conti

nue si au point considéré le dénominateur ne s'annule pas.
c) Si u =  <p (x) est continue pour x  =  x0, et f  (u) est continue 

au point u0 =  <p (x0), alors la fonction composée /  [<p (a:)] est conti
nue au point ar0-

Ces théorèmes nous permettent de démontrer le théorème suivant.

T h é o r è m e  2. Toute fonction élémentaire est continue en cha
que point où elle est définie *).

E x e m p l e  3. La fonction y = x *  est continue en tout point xq et par 
suite

lim xf =xj ,  limx* =  3* =  9. 
x-*jco x-»3

E x e m p l e  4. 
per suite

La fonction y =  sinx est continue en tout point et

iim 
n_ 
A5C-*

stn x = sin n
4

V2
T *

E x e m p l e  5. La fonction y —e* est continue en tout point et par suite
lim =  
x-m

1_
E x e m p l e  6. lim =  lim — Log (1 + x )  =  lim L og[(l+x)*J.

x-vO x x->0 x X-+0
1_

Or lim (1 +  x)x = e ;  la fonction Log* est continue pour z > 0  et, per consé-
x-+0

1 J
quent, pour z =  e, on a lim Log [(1+ x )xI =  Log [lim (1 +  x)x) =  Log * =  1.

*-►0 x-*o

D é f i n i t i o n  2. Une fonction y =  /  (x) continue en tout 
point de l’intervalle (a, 6), où a <  6, est dite continue dans cet inter
valle.

Si la fonction est définie pour x  =  a et si lim f  (x) = f  (a), on
dit que la fonction f  (x) est continue à droite au point x = a. Si 
lim f  (x) = f  (6), on dit qu’elle est continue à gauche au point x  =  6.

x- »t> 0
Si la fonction /  (a:) est continue en chaque point de l ’intervalle 

(a, b) ainsi qu’aux extrémités de cet intervalle, on dit que la fonc
tion /  (a:) est continue dans V intervalle fermé ou sur le segment laf 61.

*) Cette question est traitée en detail dans l'ouvrage de G. Fikhtengoltz 
« Fondements de l'analyse mathématique », t. I, Phyzmatnguiz, 1968.



CONTINUITÉ DES FONCTIONS 63Il 9]

E x e m p l e  7. La fonction y =  x* est continue dans tout intervalle fermé 
la, b], ce qui découle directement de l’exemple 1.

Si Tune des conditions qu’exige la continuité n’est pas remplie, 
c’est-à-dire que la fonction /  (x) n’est pas définie au point x  =  x<> 
soit que la limite lim /  (x) n’existe pas en ce point, soit encore que

x-+xo
lim f  (x) /  (20) quand x  tend arbitrairement vers x0 quoique les
X-tXo
expressions à gauche et a droite de l’inégalité existent, la fonction 
y =  f  (x) est dite discontinue au point x  =  x0. Dans ce cas le point 
x = x0 est dit point de discontinuité de la fonction.

E x e m p l e  8 . La fonction 0 =  *~~ est discontinue au point x = 0 .  En 
effet, pour x =  0, la fonction n’est pas définie:

lim —  = + ° o ;  lim  — = — oo.
x-»o+o x  x - * o -o  x

On voit aisément que cette fonction est continue pour toute valeur de x ^  0.

1 y / M

X

s - m

Fig. 51

E x e m p l e  9. La fonction y =  2* est discontinue au point x = 0 .  En 
i  I

effet, lim 2x =oo,  lim 2* =  0. Pour x =  0 la fonction n’est pas définie 
x -*0 -f  0 x -*0 —0

(fig. 50).
E x e m p l e  10. Considérons la fonction /  (x) =  -j-î-j-. Pour x <  0f 

=  —1 ; pour x > 0 ,  -j-ï-j-==l. Donc,

lim /(x) =  lim -7-^7- =  —1 ; lim /(x) =  lim -7-̂ -7-=  1 ;
x-o-o *-0 - 0  1*1 x-o+5 x-o+o 1*1

pour x =  0 la fonction n’est pas définie. Ainsi, nous avons prouvé que la 
fonction f(x)=~r^-r est discontinue au point x = 0  (fig. 51).

1
E x e m p l e  11. La fonction p =  sin — , étudiée dans l ’exemple 4 § 3, 

est discontinue pour x =  0.
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D é f i n i t i o n  3. Si la fonction /  (x) est telle que les limites 
lim /  (x) =  /  (x0 +  0) et lim /  (x) =  /  (x0 — 0) existent et sont

* -* * 0 + 0  X-+XO — 0
finies mais que lim /  (x) =£ lim /  (x) ou que la valeur de la

ac-vxo+O i-»xo—0
fonction /  (x) n est pas déterminée au point x =  x0, le point x =  x0 
est appelé point de discontinuité de première espèce. (Par exemple, le 
point x =  0 est un point de discontinuité de première espèce pour la 
fonction de l’exemple 10.)

§ 10. Propriétés des fonctions continues
Dans ce paragraphe nous exposerons certaines propriétés des 

fonctions continues sur un segment. Ces propriétés seront énoncées 
sous forme de théorèmes sans démonstration.

T h é o r è m e  1. Si la fonction y =  /  (x) est continue sur un 
segment la, 61 (a ^  x ^  6), alors il existe au moins un point x =  xi 
tel que la valeur de la fonction en ce point satisfait à Vinégalité

f  (*l) >  t  (x),
où x est un autre point quelconque de 
ce segment ; de même, il existe au 
moins un point x2 tel que la valeur 
de la fonction en ce point satisfait 
à V inégalité

1 (x2) <  /  (x).
Nous appellerons /  (xf) la plus 

grande valeur de la fonction y =  
=  /  (x) sur le segment [a, 61 et /  (x2) la plus petite valeur de la fonc
tion /  (x) sur ce segment. On peut alors énoncer ce théorème comme 
suit :

Toute fonction continue sur le segment a ^  x ^  6 atteint au moins 
une fois sur ce segment sa plus grande valeur M  etsa plus petite valeur m.

La signification de ce théorème est clairement illustrée par la 
figure 52.

R e m a r q u e .  Le théorème énoncé n’est plus vrai si la fonc
tion est donnée dans un intervalle ouvert. Ainsi, par exemple, pour 
la fonction y =  x, donnée dans l'intervalle 0 <  x <  1, il n’existe 
pas de plus grande ou de plus petite valeur. En effet, il nvexiste pas 
de plus grande et de plus petite valeur pour la variable x dans cet 
intervalle. (Il n'existe pas de point le plus à gauche, car quel que 
soit le point x* choisi on peut toujours indiquer un point plus à

x*gauche, par exemple le point De même, il n’existe pas de point
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le plus à droite, et c’est pourquoi il ne peut exister ni de plus grande 
ni de plus petite valeur pour la fonction y — x.)

T h é o r è m e  2. Si la fonction y =  /  (x) est continue sur le seg
ment la, 61 et si ses valeurs aux extrémités de ce segment sont de signes 
contraires, il existe alors au moins un point x  =  c entre les points a 
et b tel que la fonction s'annule en ce point :

f  (c) =  0, a < c <  b.

L’interprétation géométrique de ce théorème est très simple. Le 
graphique de la fonction continue y =  /  (x), joignant les points 
Mt Ia, /  (a)] et A/2 16, /  (6)1 où /  (a) <  0 et /  (6) >  0 (ou /  (a) >  0 
et /  (6) <  0), coupe l’axe Ox au moins en un point (fig. 53).

y l,

6 -

ii
i

0 
-1

x

*/

Fig. 54

E x e m p l e .  Soit la fonction y =  x3 — 2, =  —1,
Cette fonction est continue sur le segment [1, 2]. Donc, il existe au moins un 
point de ce segment où la fonction p =  ar3 — 2 s'annule. En effet, p ^ * /^  =  0
(fig. 54). *

T h é o r è m e  3. Soit y — f  (x) une fonction définie et continue 
sur le segment la, 61. Si les valeurs de cette fonction aux extrémités 
de ce segment ne sont pas égales f  (a) = A , f  (6) — B , alors quel que 
soit le nombre p. compris entre les nombres A et B, on peut trouver un 
point x =  c compris entre a et b tel que f  (c) =  p,.

Le sens de ce théorème est clairement illustré par la figure 55. 
Dans ce cas, toute droite y =  p coupe le graphique de la fonction
y = f  (*)•
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R e m a r q u e .  Notons que le théorème 2 n'est qu’un cas parti
culier de ce théorème, car si A  et B  sont de signes différents on peut 
prendre p. =  0, puisque 0 est compris entre A  et B .

C o r o l l a i r e  d u  t h é o r è m e  3. Si la fonction y = f  (x) 
est continue dans un intervalle et si elle atteint sa plus grande et sa plus 
petite valeur, alors elle prend au moins une fois toute valeur intermé
diaire comprise entre la plus petite et la plus grande valeur.

En effet, soit /  fo) = M y f  (x2) =  m. Considérons le segment 
lxu x2]. D’après le théorème 3, la fonction y =  f  (x) prend dans 
cet intervalle toute valeur p. comprise entre M  et m. Mais le segment 
l*i, x2] se trouve à l’intérieur de l’intervalle considéré où est définie 
la fonction f  (x) (fig. 56).

§ 11. Comparaison des infiniment petits
Soient

oc, Pt Y* • • •
plusieurs infiniment petits dépendant d’une même variable x  et 
tendant vers zéro lorsque x  tend vers une limite a ou vers l’infini. 
On caractérisera la loi d’après laquelle ces variables tendent vers zéro 
par le comportement de leurs rapports *).

Par la suite nous nous servirons des définitions suivantes:

D é f i n i t i o n  1. Si le rapport ^  a une limite finie et diffé-
o

rente de zéro, c’est-à-dire si lim -  =  A ^  0, et, par conséquent,oc

lim “  =  — 0, alors les infiniment petits a  et p sont dits infini-P A
ment petits du même ordre.

•) Nous supposerons que l ’infiniment petit figurant au dénominateur ne 
s’annule pas dans le voisinage du point a.
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E x e m p l e  1. Soit a  =  x, P =t sin 2x, où x -► 0. Les infiniment petits 
a  et p sont du même ordre, car

lim —  ~  lim 
x-+i) a  a»0

sin 2x 
x —  2 .

E x e m p l e  2. Les infiniment petits x% sin 3x, tg 2x, 7 Log (1 +  x) 
sont tous du meme ordre pour x -► 0. La démonstration est identique à celle que 
nous avons donnée pour l'exemple 1.

O
D é f i n i t i o n  2. Si le rapport de deux infiniment petits -CCO ^

tend vers zéro, c’est-à-dire si lim — =  0  (et, par conséquent, lim 5- =cc p
=  0 0 ), alors l ’infiniment petit P est dit infiniment petit d'ordre
supérieur par rapport à a  et Vinfiniment petit a  est dit infiniment
petit d'ordre inférieur par rapport à p.

E x e m p l e  3. Soit a  =  j ,  p =  xn, n >  1 pour x 0. L'infiniment
petit p est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à a, car lim -i!L =

*-♦0 *
=  lim .Tn_1 =  0.

3C-*0
Inversement, l'infiniment petit a  est un infiniment petit d’ordre inférieur 

par rapport à p.

D é f i n i t i o n  3. L'infiniment petit p est dit infiniment petit 
d'ordre k par rapport à l'infiniment petit a  si p et a* sont du mêmeO
ordre, c’est-à-dire si lim =  A =5̂ = 0.aK

E x e m p l e  4. Si a  =  x, P — x3, alors p est un infiniment petit du troi
sième ordre par rapport à a  quand .r -► 0. car

lim — lim
x^o «s * - 0  (* )3

1.

D é f i n i t i o n  4. Si le rapport de deux infiniment petits ^
O

tend vers l ’unité, c’est-à-dire si lim ^  =  1 , les infiniment petits p 
et a  sont dits équivalents et l’on écrit a  æ  p.

E x e m p l e  5. Soit a  =  x et P — sin x, avec x -► 0. Les infiniment 
petits a  et P sont équivalents, car

..  sin x . l im -------=  1.
3C-*>0 X

E x e m p l e  6. Soit a  =  x, P =  Log (1 +  x) pour x 
petits a  et P sont équivalents, car

lim
x-t-0

Log U +*) ,

0. Les infiniment

(voir exemple ü § 9)
x
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T h é o r è m e  1. Si a et fi sont des infiniment petits équivalents, 
la différence a  — P est un infiniment petit d'ordre supérieur par rap
port à chacun d'entre eux.

D é m o n s t r a t i o n .  En effet,

lim - — -== lim 
a

=  1 — l im - £ -= l  - 1  =  0 . 
a

T h é o r è m e  2. Si la différence de deux infiniment petits a  — P 
est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à a  et à P, alors 
a et P sont équivalents.

D é m o n s t r a t i o n .  Soit lim ^ ----  =  0, alors lim (l — —) =a  \ a  /
=  0  ou 1 — lim -  =  0 , ou encore 1 =  lim —, c’est-à-dire a  «  p. a a
Si lim a  Q Q =  0, alors lim (— — l)  =  0, lim ?  =  1, c’est-à-dire

P 'P ' P
a  «  p.

E x e m p l e  7. Soit a  =  x, P =: x -f- x3, oii x -► 0. Les infiniment petits 
a  et P sont équivalents, car leur différence p — a  =  x3 est un infiniment petit 
d'ordre supérieur par rapport à a  et à p. En effet,

lim - ~ “a  — lim —  =  lim x* =  0, 
x-*Q a  x-*0 x *-*-0

lim P ~ g -I!
P

lim
2T-+0 X \ - T * lim T ir -r  

* - 0  1 +  **
= 0 .

E x e m p le  8. Pourx-*-ao les infiniment petits a- x -f - l et P = ~

sont équivalents, car leur différence a —p *  -----”  est infiniment
CLpetit d'ordre supérieur par rapport à a  et à p. La limite du rapport —̂  est 

égale à 1 :
x -f-1

lim  -^-=i lim —----- »  lim X- lim ( t + —) = 1 .
P x-oo J_ x-m» * x->» '

x
a

R e m a r q u e .  Si le rapport de deux infiniment petits — n’aet
pas de limite et ne tend pas vers l ’infini, P et a  ne sont pas compa
rables au sens indiqué.

E x e m p le  9. Soit a = x ,  p=*xsin — , où x-*-0. Les infiniment petits
fi Ia  et P ne sont pas comparables, car le rapport — = sin  — ne tend ni versoc x

une limite finie ni vers l'infini lorsque x-»>0 (voir exemple 4 § 3).



EXERCICES 69

Exercices 

Calculer les limites suivantes:

1. lim J* + ^ + 5 . Rép. 4. 
* * + l

3. lim . Rép. 0.
* - 2  V 2 + Ï

,  éx3—2z3 +  l 4
3 r . - 5  • T '

, i „  « + » + • • •  + ■ . Mp. '

2. lim I2sin x—co sx + ctg x j. Rép. 2. 
n

*"*1 T
4. lim ( 2 - 1 + — ) .  Hép. 2.

X-¥00 '  *  9

6. lim . Rép. 1.
X-frOO ^

6 . , i „  ! H £ ± 2 L t ^ i ± !  , R é p > 
n1 r 3n-> oo

n.Note. Ecrivons la formule (A + l)3—fc* =  3A*-i 3A+1 pour Ar=0,1,2,
1» = 1 ;

2»—l* =  3 . 1 * + 3 i + l ;
3*-2*  =  3.2*-t 3 -2+ 1  ;

(n + i)* —n3=3/»2 +  3 « + l .

En additionnant membre à membre ces identités on a :
(* + !)*  —3(l* -î-2*+  . . .4  *5) + 3 ( l  +  2 + . . . + n ) + ( n + t ) .

(n + l)3 =  3 ( l * + 2 * + . . .  +  «*)-1-3 ft (n + 1 ) i (* + !)»
d’où

l * + 2 * + . . .  +  »* = w (« 4 -l) (2 n  , 1)

• t . L  r __4
9. lim  —=—r-=— . Rép. oo.

2* + 5
«< i -  — 2 j * + i  n . i
u * l^ '3xr+âT • BeP- T -

13. lim . Rép. 3.

6

10. lim
X-*ao

12. lim X- . Rép. 4.

3x2—2x—1 
x*+4 Rép. 0.

Xr+2 X — 2

x-*l x — 1
.. x*^3x- 1 0  ^15. lim ^ — K . Rep. i.
x-»2 3x2— 5x — 2

.. .. n»-f *\17. lim t—; »;/ - - ov • Itep. 0. û - 2  <ü -i 2)(“ - 3)

i* —5x-j- 6  1
*4- ^ ^ -1 2 x + 2 Ô - ^  T*
16. lim ■y* + 3y,* . Rép. — |

^-.-2 y*-v-*>  * R
18. lim Rép. 3^3.

5 *

19.

y * + » - i

?0. lim  
*-» i

xn— 1 
x — 1 • Rép. n (n est un

21. lim 
x-frO

Rép. y .

23. lim Pl _ _E_ . Bép. ! . .
x--»0 "V^x2 - f  —  0  P

entier positif).
__ .. V 2F + Ï - 3  D. 2 1 / 222. lim — = 4 — —= .  Rép.

x->4 y * - 2 - V 2  v 3
.f * _  a 9

24. lim ------ • Rép.
x—» 1 \ /x  — i
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25. lim
m /— m /—
Y * — V *  

x — a
. Rép. 26. lim Y i +X+S* 1 . nép. 4  • 

*-♦ 0 x *
27. lim V -  3 - Rép. i .

X—1-00 F **+ l
”l/jp2 1

28. lim ■ '—  . Rép. 1 quand i - >  -foo, —1 quand *-► — oo.
X-»oo x • *

29. lim ( V ü + Ï _  Rép. 0.X-4CD
30. lim x ( V z , 'f  l - - * ) .  Rép. quand x -^ -f  oo, — oo quand x -> —oo.

31. l i m - ^ î - .  Rép. 1.
ac-*0 x  x -*0

8in,T  l33. Iim ------— . Rép. . 34. lim
*-♦0 * y

35. lim x c tg z . Rép. 1.
X->0

32. lim 8*n 3̂r . Rép. 4.

X - * - f O  V 1  —  C O S X

1 —2 cos i;

. Rép. y i .

. Rép. V 3 .

37. l i m ( l - 3) t g ~ .  Rép.
2—*1 Z *
. .  sin (c-f-*)—sin (a—x) 039. l im ---- ----------------- --------Rep. 2 cos a.

36. lim

H f 8in ( u ~ t )

38. l i m l a-4 si?? - .  Rép. - | .
x -* 0  3 1  *

x - * Q

tgx—sinx 41. lim ( l  +  —) * .  Rép. e*.
X->O0 '  X •

43. lim ( t - t —) * .  Rép. — . x^oo'H W  v «

40. lim -z - .  Rép. . 
x-*-0 * 1

42. lim  ( l - i ) * .  Rép. -1*

4 4 ‘ n i» ( 1 + « ) n + 5  Répe-
45. lim {n[Log(n-l 1)—Logn]}. Rép. 1.

n-*>oo

46. lim (l+cos*)3,tcx. Rép. *». 47. lim -L.<$ ( 1+ag>. Rép. a .
x - + 0

49. lim (1 -f 3 Ig* x)ctg8*T. Rép. e».x-*0

50. lim (cos • Rép. 1.
m-*oo ' *

L o g ( l  H-ea )51. lim — —!---- 1- . Rép. 1 pour a  -► +  00» 0 pour a  -►—oo.

co .. s in ax  a52. lim —:—5— . Rep. -5- . 
*-o  «" P *  y  P
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53. litn —-----— ( a > l ) .  Rép. + ° °  pour x
X -too X

-f-oo, o pour x - * — oo.

i  Jix_
54. lim n [aw—IJ. Rép. Loga. 55. l im --------------- . Rép. a —p.

n - x »  * -> 0  x

56.   . -h— . Rép. 1.3^0 s in a x —sinpx r
Trouver les points de discontinuité des fonctions :

57. y == —̂— Rép.  Points de discontinuité pour x =  —2 ; — 1 ; 0 ; 2.

1 ' 258. j/ =  tg — . Rép. Points de discontinuité pour x =  0 et x==fc—  ;

3n * • • • » (2 n 4  1) n

59. Trouver les points de discontinuité de la fonction p =  14-2* et tracer 
le graphique de cette fonction. Rép. Points de discontinuité pour x = 0  
(y-*4-oo pour x - * 04 - 0T y - + l  pour x - * 0 —0).

60. Parmi les in finiment petits suivants (quand x-*-0)x®, V x ( l - “x)* 
sin 3x, 2x cos x ÿ tg2 x, xe2* trouver les infiniment petits du même ordre 
que x ainsi que les infiniment petits d’ordre supérieur et d'ordre inférieur 
h x. Rép. Les infiniment petits du même ordre sont sin 3x et xe2* ; les 
infiniment petits d’ordre supérieur sont x2 et 2x cosx f  tg2x, l 'infini
ment petit d'ordre inférieur est 'Ÿ x ( i—x)m

61. Parmi les infiniment petits suivants (quand x ->■()) trouver ceux qui sont

du même ordre que x : 2 sin x v -~ tg2xv x —3x2, ~\/2x24-x3, Log(14~x), 

x, 4-3x4. Rép. y  tg2x, x —3x»f L og(l4-x).

62. Vérifier que les infiniment petits 1—x et 1— ÿ'x sont du même ordre
quand x - * l .  Sont-ils équivalents? Rép. lim * =  3, donc ces

x-*-i 1 — y x
Infiniment petits sont du même ordre mais ne sont pas équivalents.



Chapitre III

DÉRIVÉE ET DIFFÉRENTIELLE

§ I. Vitesse d'un mouvement
Considérons le mouvement rectiligne d'un corps solide, par exem

ple, celui d'une pierre lancée verticalement vers le haut ou celui 
du piston dans le cylindre du moteur. Faisant abstraction de la for

me et des dimensions de ce corps, nous le représenterons 
par un point matériel mobile Af.

La distance s parcourue parce point matériel calculée 
à partir d'une certaine position initiale M0 dépend du 
temps t, c’est-à-dire est une fonction du temps:

* -  /  (*)■ (1 ) 
Supposons qu’à l ’instant t *) le point mobile Al se 

trouvait à la distance s de la position initiale -1 / 0, et 
qu’à l’instant t +  At le point se trouve à la position 71/,, 

57 à la distance s 4* A* de la position initiale (fig. 57).
Ainsi, pendant l’intervalle de temps At la distance s 

a varié de As. Dans ce cas, on dit que la grandeur s a reçu un ac
croissement a*’, pendant l ’intervalle de temps At.

AsConsidérons le rapport ^  ; il nous donne la vitesse moyenne du 
mouvement du point pendant l’intervalle de temps At:

As
M

As
^moy — ’At (2)

La vitesse moyenne n'est pas toujours en mesure de caractériser 
exactement la vitesse du mouvement d'un point M  à l ’instant t. 
Si, par exemple, le mouvement est tel que la vitesse du mobile, 
très grande tout d’abord, devient très petite ensuite, il est évident 
que la vitesse moyenne ne peut exprimer de telles particularités 
du mouvement et nous donner une idée juste de la véritable vitesse 
du mouvement à l’instant t. Pour exprimer, d’une manière plus 
précise, la véritable vitesse à l'aide de la vitesse moyenne, il faudrait 
choisir un intervalle de temps At plus petit. La limite vers laquelle 
tend la vitesse moyenne, quand At —► 0, caractérise au mieux la

*) Ici cl par la suite, nous désignerons la variable et les valeurs concrètes 
qu’elle est susceptible de prendre par une même lettre.
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vitesse du mouvement du mobile à l ’instant t. Cette limite est appe
lée la v i t e s s e  i n s t a n t a n é e  d u  m o u v e m e n t :

v =  lim (3)
Af-M> A t

Ainsi, on appelle vitesse instantanée du mouvement la limite du rap
port de T accroissement du chemin parcouru A s à 1T accroissement du 
temps A/, quand l’accroissement du temps tend vers zéro.

Écrivons l’égalité (3) sous une forme plus explicite. Comme
As = f  (t +  At) — f  (/),

nous avons:

v =  lim +
A t-M> A t (3')

Cette formule donne la vitesse d’un mouvement non uniforme. 
Nous voyons donc que la notion de vitesse d’un mouvement non 
uniforme est intimement liée à la notion de limite. Seule la notion 
de limite permet de définir la vitesse d’un mouvement non uniforme.

On voit, de la formule (3'), que v ne dépend pas de l’accroisse
ment du temps A/, mais dépend de t et de la fonction f  (t).

E x e m p l e .  Trouver la vitesse d'un mouvement uniformément accéléré 
à un instant quelconque t et à l'instant * =  2s, si la loi du mouvement est:

S o l u t i o n .  A l'instant t nous avons s =  -i- à l'instant f +  Af nous 
aurons

* -) A* =  y  g (t | A<)2 24A4 A 4*).

Calculons As:

A* =  y  g (4*+ 24A4 -r A4») — -- gt" =- g4A4 (- y  gA4*.

Formons le rapport :

A, ^ ' 4 ^  
A4 A4 2 gàt;

nous avons par définition :

v — lim 
A f—0

As 
AT lim (g4+ 4-gA 4) = g t .

&l-*0 '  * •
Ainsi, la vitesse a un instant quelconque t est égale h v  — gt. Quand t =  \L 

nous avons (i?)i=2 — g #2 =  9,8-2 =  19,6 mis.
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§ 2. Définition de la dérivée
Soit

y  - /(*) (i)
une fonction définie dans un certain intervalle. Pour chaque valeur 
de la variable x de cet intervalle la fonction y =  /  (x) admet une 
valeur bien définie.

Supposons que l’on donne à la variable x  un accroissement Ax  
(positif ou négatif, cela n’a d’ailleurs aucune importance). La fonc
tion y reçoit alors un accroissement Ay. Ainsi, pour les valeurs x  et 
x -f- Ax de la variable nous avons respectivement y =  /  (x) et 
y +  Ay = f  {x -h Ax).

Calculons l’accroissement Ay de la fonction y:
Ay =  /  (x +  Ax) — /  (x). (2)

Formons le rapport de l ’accroissement de la fonction à l ’accroisse
ment de la variable indépendante

Ay _ f(x  +  Ax)— f(x) 3

Ax Ax
Calculons la limite de ce rapport quand Ax tend vers zéro. Si 

cette limite existe, elle est appelée la d é r i v é e de la fonction 
/  (x) et on la désigne par la notation / ' (x). Ainsi, par définition,

f  (x) =  lim —
Ax—0 AX

OU

f  (x)=  lim
Ax—0

f { x +  Ax)— f(x) 
Ax (4)

Donc, on appelle dérivée de la fonction y =  f  (x) par rapport à x 
la limite vers laquelle tend le rapport de l’accroissement de la fonc
tion à l'accroissement de la variable indépendante quand ce dernier 
tend vers zéro.

Remarquons qu’en général pour chaque valeur de x  la dérivée 
f  (x) a une valeur déterminée, c’est-à-dire que la dérivée est égale
ment une f o n c t i o n  dex.

On emploie également les notations suivantes pour désigner la 
dérivée

. . dy
y ' V t ' d i -

On désigne la valeur concrète de la dérivée pour x =  a par la nota
tion f  (a) ou y9 |

L’opération que nécessite la recherche de la dérivée d’une fonc
tion /  (x) est appelée la dérivation de cette fonction.
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E x e m p l e  1. Soit la fonction y =  x2. Calculer sa dérivée y9 :
1) en un point quelconque x,
2) au point x =  3.
S o l u t i o n .  1) Quand la valeur de la variable indépendante est égale 

il x, nous avons y =  x2. Quand la valeur de la variable indépendante est égale 
a x +  Ax, nous avons y +  Ay =  (x +  Ax)2.

Calculons l'accroissement de la fonction:
Ay =  (x +  Ax)2 — x2 =  2xAx +  (Ax)2.

Formons le rapport :

A V 
Ax

2xA^+(Ax)« = 2 x  Ag 
Ax

En passant à la limite on trouve la dérivée de la fonction :

y ' =  lim - -  =  lim (2x+Ax) =  2x.
Ax->0 “  Aar-*>0

Ainsi, la dérivée de la fonction y =  x2 en un point arbitraire x est égale à
y' = 2 x .

2) Pour x =  3 nous avons :
V'\ ^ = 2 - 3 = 6 .

E x e m p l e  2. y =-^- ; calculer p'.

S o l u t i o n .  En suivant la voie indiquée dans l'exemple précédent nous 
avons:

v = - ;
.   1 1  x —x —A x   Ax

 ̂ x + A x  x x (x-J- Ax) x (x-f-Ax) ’

Ay 1
Ax x (x-(-Ax) ’

y '=  lim  lim  [ -------. !_jp » l = — v *A*-0 A* Ax-0 L * (x+A x)J **

R e m a r q u e .  Nous avons établi au paragraphe précédent 
que si le lien fonctionnel entre le chemin s parcouru par un point 
matériel mobile et le temps t est donné par la formule

* =  /  «).
(a vitesse o à u n  instant arbitraire t s’exprime par la formule :

-  '« + * < > —K O ,
Af~M> tkt At-*0 A*
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Donc
v = s t  =  f'(t),

c’est-à-dire que la vitesse est égale à la dérivée *) par rapport au 
temps t du chemin parcouru.

§ 3. Interprétation géométrique de la dérivée
Nous avons été amenés à la notion de dérivée en étudiant la 

vitesse d’un corps mobile (d’un point), c’est-à-dire eu partant de 
considérations mécaniques. Nous allons à présent donner une inter

prétation géométrique de la dérivée, non moins importante. Pour 
cela il nous faut avant tout définir la tangente à une courbe en un 
point donné.

Etant donnée une courbe, soit M 0 un point fixe de cette courbe. 
Prenons sur cette courbe un autre point Mf, et menons la sécante 
A/0 Af| (fig. 58). Quand le point Mx s’approche indéfiniment du point 
A/ 0 en restant sur la courbe, la sécante M qM i occupe différentes 
positions M 0M[. M 0Af[, etc.

Si. quand le point M x en restant sur la courbe s'approche indé
finiment du point M 0 de nvimporte quel côté, la sécante tend à 
occuper une position limite définie par la droite A/0 7\ cette droite 
est appelée la tangente à la courbe au point Mo- (Nous allons pré
ciser plus loin ce que nous entendons par l’expression « tend à occu
per ».)

Considérons la fonction /  (x) et la courbe qui lui correspond dans 
un système de coordonnées cartésiennes (fig. 59)

y — f  (*)•
Pour une valeur x  donnée, la fonction a pour valeur y =  /  (x). Aux 
valeurs x et y correspond un point M 0 (x, y) sur la courbe. Donnons

*) Quand nous disons « dérivée par rapport à a: » ou « dérivée par rapport 
au temps t », etc., nous sous-entendons que pendant le calcul de la dérivée la varia
ble indépendante est respectivement x ou t, etc.
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à la variable x un accroissement Ax. A la nouvelle valeur x -f- Ax 
de la variable indépendante correspond une nouvelle valeur de la 
fonction: y +  Ay =  f  (x +  Ax). Le point correspondant de la 
courbe sera A/| (x +  Ax, y -|- Ay). Menons la sécante M qM\ et 
désignons par cp l'angle formé par cette sécante avec Taxe des x
positifs. Formons le rapport . On a d’après la figure 59:

Ay
—  =  te «P- Ax ( 1 )

Si maintenant Ax tend vers zéro, le point A/] se déplace le long 
de la courbe en se rapprochant indéfiniment de Mo- La sécante MqM\ 
pivote autour du point A/ 0 et l'angle <p varie avec Ax. Si pour Ax -> 
->■ 0  l'angle q> tend vers une limite a , la droite passant par le point 
A/ 0 et formant un angle a  avec l'axe 
positifs sera la tangente cherchée. On cj 
facilement le coefficient angulaire de 
tangente :

t g a =  lim tg<p =  lim —  =  f  (x).
Ax->0 A*-»0 Ax

Par conséquent,
}' (a:) =  tg a ,

c'est-à-dire que la valeur de la dérivée 
pour la valeur donnée de la variable x est 
à la tangente de Vangle formé par l'axe des x positifs et la tangente 
à la courbe représentative de la fonction y =  f  (x) au point correspon
dant M 0 (x, y).

E x e m p l e .  Trouver la tangente de l'angle formé par la tangente à la 
courbe y =  z* aux points Mt ; Aî2 (—1, 1) (fig. 60).

S o l u t i o n .  Nous avons d’après l’exemple 1 du S 2 y0 =  2*. Par consé
quent,

tgai =  K'| j =  l ; tgo2 =  p#|ae» . 1 =-—2 .
* “ 2

x

égale

§ 4. Fonctions dérivables

D é f i n i t i o n. Si la fonction
y  =  /  (*)

a une dérivée au point x  =  x0, c’est-à-dire si la limite 

lim — =  lim / f a + M - ' W

(D

Ax-M) Ax Ax-M> Ax (2)
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existe, on dira que la fonction est dérivable pour la valeur x =  x0 
ou, ce qui revient au même, qu'elle a une dérivée en ce point.

Si la fonction a une dérivée en chaque point d?un segment la, 6 ] 
ou d’un intervalle (a, 6 ), on dit qu’elle est dérivable sur ce segment 
[a, 6 ] ou respectivement dans cet intervalle (a, 6 ).

T h é o r è m e .  Si la fonction y = f  (x) est dérivable au point 
x  =  x0, elle est continue en ce point.

En effet, si

alors.

lim =  f  (®o)»A ï-+ 0  A x

—  =  /'(* o) +Y .Ax
où y est une grandeur qui tend vers zéro 
quand Ax 0. Or,

&y = f  (*o) Ax +  yAx;
d’où il découle que A y -^0  quand Ax -*■ 0, 
ce qui exprime que la fonction /  (x) est con- 

Ÿig. 61 tinue au point x0 (voir § 9, ch. II)
Ainsi, a u x  p o i n t s  d e  d i s c o n 

t i n u i t é  u n e  f o n c t i o n  n e  p e u t  
a v o i r  de  d é r iv é e .  La proposition inverse n’est pas vraie, c’est-à- 
dire que si une fonction y — f  (x) est continue au point x =  x0, 
i l  n e n  d é c o u l e  p a s  qu’elle est dérivable en ce point: la 
fonction /  (x) peut ne pas avoir de dérivée au point x0- Pour s’en con
vaincre, considérons quelques exemples.

E x e m p l e  1. La fonction /  (x) est définie sur le segment [0, 2] de la 
manière suivante (voir fig. 61):

/  (x) =  x pour 0 <  x <  1,
f  (x) =  2x — 1 pour 1 <  x <! 2.

Cette fonction n*a pas de dérivée au point x =  1, quoiqu'elle soit continue en 
ce point.

En effet, pour A* >  0 nous avons :

lim / ( * + y - / ( i ) lim +  l in  a . 1 _ 2
Ax-*U Ax-*0 Ax

pour Ax <  0 nous avons :

.. /  (1 +  Ax)—/  (1) .. |1 f  Ax| —1 Ax 4lim lim - — ------------=  lim -r—=  1.
A x -0  Ax Ax-»0 Ax Ax->0 * *
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Donc, la limite considérée dépend du signe de Ax et, par conséquent, la fonction 
n’a pas de dérivée au point x =  1 *). Géométriquement cela veut dire qu’au 
point x =  1 cette « courbe » n’a pas de tangente définie.

La continuité de cette fonction au point x =  1 découle de ce que
A y =  Ax pour Ax <  0,
A y =  2Ax pour Ax >  0,

et, par conséquent, indépendamment du signe de Ax, A y -► 0 quand Ax 0.

E x e m p l e  2 .-La fonction y — jTxT dont le graphique est donné sur la 
figure 62, est définie et continue pour toutes les valeurs de la variable x. Nous 
allons voir si cette fonction a une dérivée pour x =  0. Pour cela, calculons la 
valeur de cette fonction aux points x =  0 et x =
=  0 +  Ax ; pour x =  0 nous avons y =  0, pour 
x =  0 +  Ax nous avons y +  Ay =  ^  Ax. D’où

Ay =  >^Ax.

Cherchons la limite du rapport de l’accroisse
ment de la fonction à l ’accroissement de la varia
ble indépendante

lim 4 * - =  lin. - £ * -  
A *-.0  A * Ax-*0 Aar

— lim
Ax-»0

—  ■ — =  U- oo .
jTaï? +

Ainsi, le rapport de l'accroissement de la fonction 
à l’accroissement de la variable indépendante pour
x == 0 tend vers l’infini quand Ax -► 0 (et, par conséquent, la limite n’existc 
pas). Donc, la fonction considérée n’est pas dérivable au point x =  0. La tan
gente à cette courbe forme en ce point un angle égal à ?  avec l’axe 0x, c’est-à- 
dire qu’elle coïncide avec l'axe Oy.

§ 5. Dérivée de la fonction y  =  x w pour n  entier et positif

Pour calculer la dérivée d’une fonction donnée y =  /  (a:), on 
doit en vertu de la définition de la dérivée effectuer les opérations 
suivantes :
1) donner un accroissement Ax à la variable z, calculer la valeur 
correspondante de la fonction:

y +  Ay =  f  (x +  Ax) ;

2 ) calculer l'accroissement correspondant de la fonction:
A j /= / ( z  +  A z ) - / ( z ) ;

*) D’après la définition de la dérivée, le rapport doit tondre vers une
limite déterminée quand Ax -► 0 indépendamment de la manière dont Ax tend 
vers zéro.



so DÉRIVÉE ET DIFFÈRENTIELLE [CH. III

3 ) former le rapport de T accroissement de la fonction à l’accroisse
ment de la variable:

A y _ /(x-f- Ax) — f ( x )m 
Ax Ax

4) chercher la limite de ce rapport quand Ax-*-0:

lin, lin,
Ax-»o Ax a.t-»o Ax

‘Nous adoptons ici et dans les paragraphes qui suivent ce procédé 
général de calcul de la dérivée de certaines fonctions élémentaires.

T h é o r è m e .  La dérivée de la fonction y =  xn, oà n est un 
nombre entier positif, est égale à nx*-1, c'est-à-dire

si y =  xnf alors y — nxn~im (I)
D é m o n s t r a t i o n .  Soit la fonction

y =  a?.
1) Si x subit un accroissement Ax, alors

y +  Ay =  (x +  Az)n.
2) En utilisant la formule du binôme de Newton nous avons:

Ay =  (x -f- Ax)n — x n =  z n +  j  x '*” '1 Ax +

+  n ( n - l ) jn _î(A j)2+  +  {Ax)n _ xn
1 *£t

ou

Ay =  nzn~iAx +   — xn ~ 2 (Ax) 2 +  . . .  -f  (Ax)n.
1 *2

3) Calculons le rapport:

^  =  nxn~x +  x’*"2Ax + . . .  +  (A x)""‘.
Ax 1-2

4) Trouvons la limite de ce rapport :

y =  U m ^ =  lim [nxn~l +  " (”  ^  x"~2Ax + . . .
[A*-H) Ax Ax-M> 1 1-2

. . .  +  (Ax)*1 - 1  j =  nxn-1,

donc, y9 =  nxn-1t ce qu’il fallait démontrer.
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E x e m p l e  l .  y — x*, u' =  Sx*-1 — Sx4.
E x e m p l e  2. y =  x, yr — lx1-1, y' =  1. Ce résultat possède une très 

simple interprétation géométrique : la tangente à la droite y — x coïncide pour 
toutes les valeurs de x avec la droite elle-même et. par conséquent, forme avec 
Taxe des x positifs un angle de 45° dont la tangente est égale a 1.

Remarquons que la formule (I) est valable également dans le cas 
où n est un nombre .fractionnaire ou négatif. (Cela sera démontré au 
§ 12.)

E x e m p l e  3. y =  1/xT 
Mettons cette fonction sous la forme:

l

alors, d'après la formule (1) (en tenant compte de la remarque précédente), on a :

, i  i-*
V = T *

OU

y*
2 \ x

E x e m p l e  4. j /= ----- -=r
x y x

Mettons y sous la forme

I/=*
Alors

3 5
, 3 ~2~l 3 ~2y = - T X = - T x

l x

§ 6. Dérivées des fonctions y  =  sin .r: ?/ =  cos ar

T h é o r è m e  La dérivée de sin x est cos x, c’est-à-dire
si y = sin x , alors y ' =  cos x. (II)

D é m o n s t r a t i o n .  Donnons à la variable x un accroisse
ment Ax. alors:

1) y -I- &y =  sin (x -f Ax) ;

2) Ay =  sin (x -f- Ax)— sin x =  2 sin - — - x

X cos x +  Ax -f- x
2

ù 1162
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4) y =  lim —
Ax-+0 Ax

. Ax
, .  s i n T  f . f  , A ïl ira -----------   lim cos I x H-----
Ax-*0 Ax Ax-H) \  2

T
mais comme

lim
Ax-*0

=  1 ,

2
on a

y' =  lim cos ( x  -f  — ^ 
Ax-*0 V 2 /

=  COS X»

La relation précédente est légitimée par le fait que cos x  est une 
fonction continue.

T h é o r è m e  2. La dérivée de cos x est —sin x f c’est-à-dire 
si y =  cos x, alors y' =  —sin a:. (III)

D é m o n s t r a t i o n .  Donnons a la variable x un accroisse- 
ment Ax, alors:

y +  Ay =  cos (x -f- Ax) ;

a i i a \ „ . x +  Ax — x wAy =  cos (x -J- Ax) — cos x =  — 2 sin — -------------X

X s in
x  -f- Ax -f- x

Ax
Ay
Ax

2
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. Ax
A Sin —

y =  lim — =  l im ------------- sin
Ax-»0 Adt Ax-»0 Ax

T
=  — lim sin [ x  -f  — ^ .

ùx-+o \  ^  2 )
Prenant en considération que sin x  est une fonction continue, nous 
obtenons en définitive:

y9 =  —sin x .

§ 7. Dérivées d ’une constante, du produit d’une constante 
par une fonction, d'une somme, d’un produit et du rapport 

de deux fonctions

T h é o r è m e  1. La dérivée d'une constante est égale à zéro, 
c’est-à-dire

si y = C où C = const, alors y9 =  0. (IV')
D é m o n s t r a t i o n ,  y =  C est une fonction de x  telle que 

pour tous les x  la valeur de y est égale à C.
Donc, quel que soit x

y = f  (x) = C.
Donnons à la variable x un accroissement Ax (Ax =£ 0 ). Puisque la 
fonction y conserve la valeur C, quelle que soit la valeur de la va
riable indépendante, on a:

y +  Ay = f  (x +  Ax) = C.
Par conséquent, l’accroissement de la fonction est égal à 

Ay =  f  (x +  Ax) — /  (x) =  0

et le rapport de l’accroissement de la fonction à l’accroissement de 
la variable indépendante est :

—  =  0 .
Ax

Donc,

y  =  l im 7 ^ =  0 ,
Ax-H) Ax

c’est-à-dire

fi*
y9 =  0 .
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Ce résultat admet une interprétation géométrique simple. Le 
graphique de la fonction y — C est une droite parallèle à Taxe Ox. 
La tangente à ce graphique coïncide évidemment en tous points 
avec cette droite et, par conséquent, forme avec l'axe Ox un angle 
dont la tangente y9 est égale à zéro.

T h é o r è m e  2. On peut sortir un fadeur constant de dessous 
le signe de dérivation, c’est-à-dire

si y =  Cu (x) (C =  const), alors y' — Cu (x). (V)
D é m o n s t r a t i o n .  En répétant le raisonnement de la 

démonstration du théorème précédent on a :
y = Cu (x) ; 

y +  Ay =  Cu (x -r Ax) ;
A y = Cu (x -| Ax) — Cu (x) — C \u {x +  Ax) — u (x)!.

A y c u (x +  Ax) —u(x)
Ax Ax

„ • =  lim *S =  C lim “ <*+ A* 1 - “ <*>, 
Ax-*0 AX Ax +O lA x

c’est-à-dire
y9 -  Cu' (x).

Exemple  1. y= 3——,
T*

c’est-à-dire

y'
3

2

T h é o r è m e  3 . L a  dérivée de la somme d'un nombre fini de 
fonctions dérivables est égale à la somme des dérivées de ces fonctions *). 

Par exemple, pour le cas de trois fonctions nous avons:
y =  u (x) -! v (x) r  w (x), y9 -  u9 (x) v1 (x) ir' (x). (VI)

D é m o n s i  r a t i o n .  Pour la valeur x de la variable indépen- 
d ante

y -= u + v - u \

*) L’cxpresswn y — u W — v (x) est équivalente à .v — u (z) -f- (—1) v (.r) 
et y ’ =  [ u (x) +  (—lï v (x))' =  u' (x) |- [ — = u' (r) — v' (t\.
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(Nous omettons la variable x clans la notation des fonctions pour 
simplifier l ’écriture.)

Pour la valeur x +  Aa: de la variable indépendante nous avons :
y +  Ay = (u -f- Au) 1- (v H- Au) + (u? + Au),

où A y. Au, Au, A w sont respectivement les accroissements des fonc
tions y, u, u, u), pour un accroissement correspondant Ax de la va
riable x. Par conséquent.

Ay =  Au +  Au -f- Axv, A y _Au ^  Au
Ax Ax Ax

Aw
~Âz'

y =  lim — =  lim —  +  lim — -f- lim 
A.\-+ 0  Ax A:v-*0  Ax A.t-M) Ax Ax-*0

Aw
a7

ou

E x e m p l e  2.

y9
c'est-;V(]ire

ÿ  r w'(*) -! v’ (x) 4 - w9 (x). 

y - 3x*—v *
_i _i_i

3(**)’- (*  V  3 .4 * * - ( - - ) *  3 ,

T h é o r è m e  4 .L a  dérivée du produit de deux fonctions déri~ 
uables est égale au produit de la dérivée de la première fonction par 
la seconde plus le produit de la première fonction par la dérivée de la 
seconde, autrement dit

si y =  uu. alors y9 — u9v +  uu\ (Vil)
D é m o n s t r a t i o n .  En suivant le raisonnement utilisé 

pour la démonstration du théorème précédent, on a: 
y =  uv, 

y  +  Ay =  (u +  Au)(u +  Au),
A# — (u +  A u)(v +  Au) — uv =  A uv +  uAv H- AuAv,

Ay Au Av . A Av— =  — v 4- u -----1- Au — ,
A.r Aa: Aar Aa:

. .. A y .. Au .. Au , A Auy =  lim — =  hm —  u -f  lim u —  +  lim Au —  =  
Ax-+0 Ax Ax->0 Ax A.v->0 Ax Ax-*0 Ax

=  (  lim — } v -f- u lim — -|- lim Au lim — 
\ a x ~+o A x /  a x -+o A x  &x~+o a x —o A x

(puisque u et u ne dépendent pas de Aa:).
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Considérons le dernier terme du second membre

lim Au lim — .
A.r-M) Ax-*0 Ax

u (x) étant une fonction dérivable, elle est aussi continue. Donc, 
lim A u — (J. En outre.
Ax̂ O

i- &v , ,lim — =  v =£ oo.
Ax-M) A x

Ainsi le terme considéré est égal à zéro et nous avons en définitive:
y9 =  u'v +  uv

Ce théorème pennet d'obtenir sans difficulté la règle de dérivation 
du produit d'un nombre quelconque de fonctions.

Ainsi, si nous considérons le produit de trois fonctions
y =  uvu)s

en le mettant sous forme du produit de u et de (vw), nous 
avons : y =  u9 (vw) +  u (vw)9 =  u9vw -|- u (v9w -f- vw9) = u9vw +
+  uv9w +  uvw9. Ce procédé permet d'obtenir une formule analogue 
pour la dérivée du produit d'un nombre quelconque (fini) de fonc
tions. Si y = U\U2 . . . Un, alors

y =  u\vv. . .  un_,un -f uxu2. . .  un~iun - f  . . .  +  utU2 . . .  un- tun. 
E x e m p l e  3. Si y — x* sin x, alors

y ' =  (x*)' sin x -1- x* (sin x)' — 2x sin x -1- x* cos x.

E x e m p l e  4. Si y — ~\/x sin x cos x, alors

y' -- (V*)* sinxcosx-f* l / ï ( s in x ) '  cosx f-
/- 1 r* y  x sin x (cos x)' =  — — sin x cos x +  

2 y  X

■ V* cosx cosx |- l / x sinjc( —sinx) =
2  y i

sin xcos x -j-

-!- (cos2 x —sin* x )= = ^ -^  + V xcos 2x- 4 V x
T h é o r è m e  5. La dérivée d'une fraction (c'est-à-dire du rap

port de deux fonctions) est une fraction dont le dénominateur est égal 
au carré du dénominateur de la fraction considérée et le numérateur est 
égal à la différence du produit du dénominateur par la dérivée du numé
rateur et du produit du numérateur par la dérivée du dénominateur, 
c’est-à-dire

u f , u v  — uvsi y =  —, alors y = ------=----
v v

(VIII)
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D é m o n s t r a t i o n .  Si Ay, A u et Av sont respectivement les 
accroissements des fonctions yy u et v pour l’accroissement corres
pondant Ax de la variable x % nous avons

y +  Ay = u -f- Au 
v -f- Av

Ay
Ax

u +  Au u v Au — u Av 
v -j- Av v v ( v +  Av)
vAu  — uAv  Au Av ---------------  — v — u —

Ax Ax Ax---------------- = ----------------- *
v(v-\~Av) v (v + A v )

y  =
Au Av

A y .. A x V u Axlim —  =  lim --------------- =
a x -^ o A x  a*-m> v ( v + A v )

Au .. Av v lim -t----- u lim -7—
A.T-»0  Ajc~»0 &x

v lim (v +  Av)
Ax-M)

D'où, en remarquant que Av-*~0 quand Ax
9

y
u v  — uv 

?  *

0  *), nous avons :

£  xe mp 1 e 5. Si y — alors

ÿ  =
COS X

(x 3) / COS X —  X3 (cos x)' 
C O S 2 X

3x2 cosx r i 3 sinx  
cos2 x

R e m a r q u e .  Si la fonction considérée est de la forme

où le dénominateur est une constante, au lieu d'utiliser la formu
le (VIII), pour calculer sa dérivée, il est préférable de se servir de la 
formule (V) :

Bien sûr, ce résultat peut être également obtenu à l’aide de la
formule (VIII).

_ , _ cos x .E x e m p l e  6. Si y = —y — , alors
, (cosx)' __ sin x 

v ~  7 “  7 *

*) lim Ai; =  0 puisque v (x) est une fonction dérivable et, par conséquent, Ax—0 
continue.
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§ 8 . Dérivée d ’une fonction logarithmique

T h é o r è m e .  La dérivée de la jonction logu x est égale à
1

— logfl ey c'est-à-dire x
\

si y =  loga x, alors y =  — loga e. (IX)

D é m o n s t r a t i o n .  Si Aÿ est l’accroissement de la fonc
tion y — loga z  pour un accroissement correspondant Ax de la 
variable a  alors :

y -f A// =  loga (* +  àx) ;

A// =  loga (x  +  Ai) — loga x — loga X — =  l©g0

Ay 
Ax

Multiplions et divisons par x  l’expression figurant dans le second 
membre de la dernière égalité :

Ay
Ax f l û  SaAx

Désignons la quantité — par a. Il est évident que a —► 0 quand Ax 
tend vers zéro pour un x  donné. Par conséquent,

^  — loga ( 1  4 - a) ° .
Ax x

Or, nous savons que (voir § 7, chap. Il)

lim ( 1  -J- a )a =  e. 
a-*o

Si l'expression figurant sous le signe du logarithme tend vers 
le nombre e, le logarithme de cette expression tend vers loga e (en 
vertu de la continuité de la fonction logarithmique). D’où nous 
avons en définitive :

y =  lim — =  lim — loga ( 1  -|- a) a = ~  loga *•
Ax-̂ O Ax a-►o x x



DÊK1VÊE D’UNE FONCTION COMPOSÉE 695 9]

En remarquant que logn e =  
obtenue sous la forme:

1

Log a nous pouvons mettre la formule

• 1 1
y  = — .----- •x  Log a

Notons un cas particulier important de cette formule: si a — c, 
alors Log a =  Loge =  1, c’est-à-dire

i
si y =  Log x , alors y =  — . (X)

§ 9* Dérivée d’une fonction composée
Soit y = f  (x) une fonction composée, c’est-à-dire pouvant être 

mise sous la forme:
y =--- F (u), u =  <p (x)

ou encore y — F [q (a:)l (voir chap. I, § 8 ). Dans l’expression y =  
— F (u), u est appelée variable intermédiaire.

Etablissons la régie de dérivation d’une fonction composée.
T h é o r è m e. Si la fonction u =  q> (z) a une dérivée ux =  <p' (x) 

au point x  et la fonction y =  F (u) a une dérivée yu = F' (u) pour la 
valeur correspondante de u , alors au point considéré x la fonction com
posée y — F [y (x)l a également une dérivée égale à

yx= F 'u (u)y(z)
où u doit être remplacée par Vexpression u: — q (x). Plus simplement

y'x =  y uux,

c'est-à-dire que la dérivée d'une fonction composée est égale au produit 
de la dérivée de cette fonction par rapport à la variable intermédiaire 
u par la dérivée par rapport à x de la variable intermédiaire.

D é m o n s t r a t i o n .  Pour une valeur donnée de x  nous 
aurons :

“ = <r (*), y  = f '  (“)•
Pour la nouvelle valeur x + Ax de la variable x , on a 

u +  Au — (x +  Aar), y +  Ay =  F (u +  Au).
Ainsi à l’accroissement Ax correspond un accroissement Au auquel 
correspond à son tour un accroissement A y; en outre, quand Ax~+ 0 
nous aurons Au -► 0 et A y 0. Par hypothèse,

i . Ay
lim ~r~= yu'Au-*0 , Au
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De cette relation et d’après la définition de la limite nous avons 
(pour Au 0) :

^  = yu+*, (1)
Au

où a  — 0 quand Am -*■ 0. Ecrivons l'égalité (1) sous la forme
Ay =  y'u Au +  aAu. (2)

L’égalité (2) est également vérifiée pour Au =  0 quel que soit a , 
puisque dans ce cas elle se transforme en l'identité 0 =  0. Pour 
Au =  0 nous poserons a  =  0. Divisons tous les termes de l’égalité 
(2) par Ax:

Au .A u  , Au
- ^  =  î/« —  +  a  — • Ax Ax Ax

(3)

Par hypothèse,

lim —  =  ux, lim a =  0 . 
a,t-*o A x  a*-*o

En passant a la limite dans l ’égalité (3) quand A i->  0 nous avons:

Vx— ÿu'^x, c.q.f.d. (4)
E x e m p l e  1. Soit la fonction y — sin (x2). Calculons y Se. Mettons cette 

fonction sous forme de fonction composée de la manière suivante:
y =  sin u, u =  x1.

Nous trouvons : / $
yu =  cos u, ux — 2t .

Par conséquent, d'après la formule (4)
0 0 0  n

yx — yu u* =  cos u •2x.
En remplaçant u par son expression en x, nous avons en définitive:

yx =  2x  cos (x2).
E x e m p l e  2. Soit la fonction y == (Log x)3. Calculons y'x.
Nous pouvons mettre cette fonction sous la forme:

y =  u3? u =  Log x.
Nous trouvons :

»L =  3u*, u i -  — .X
Par conséquent,

y’x = 3u* -i- =  3 (Log x)* — .

Si la fonction y =  /  (x) peut être mise sous la forme 
y =  F (u), u — «p (v), v =  1J5 (x).
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le calcul de la dérivée yx peut être effectué en appliquaot successi
vement le théorème précédent.

En vertu de la règle que nous venons de démontrer nous avons:

yx=yW x-

En appliquant ce théorème pour calculer u'x nous avons:

u'x^u'vVx-

En substituant l'expression de ux dans l'égalité précédente nous 
avons :

yx=  y'u^v'x (5)
OU

yx= K  («) <pc (v)y’x(*)•
E x e m p l e  3. Soit la foDction y =  sin |(Loga)s |. Calculons yx. Mettons 

cette fonction sous la forme suivante :
y =  sinn, u — v = h o g x .

Nous trouvons :

y'u — cos u, u' =  3i>*,

Par conséquent, nous avons en vertu de la formule (5) : 

y'x=yLui vx -  3 (cos «)*'* — ,

ou en définitive:

j4 = c o 3 KLoè (Log *)* — .

Remarquons que la fonction considérée n'est définie que pour * > 0 .

§ 10. Dérivées des fonctions y  =  tg x , y  == ctg x, ÿ  =  Log | x  |
i

T h é o r è m e  i .  La dérivée de la fonction tg x est égale à — r— fcos2 x
c’est-à-dire

1
si y =  tg x% alors y =  — — . (XI)

cos x
D é m o n s t r a t i o n .  Comme

sinar
y = ------ .cos a:
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nous avons en vertu de la règle de dérivation des fractions [voir 
formule (VIII), § 7, chap. IIII :

(sin x)' cos z  — sin x  (cosx)'
y 2

COS X

cos x cos x  — sin x  (— sin x) cosz x  -f- sin2 x
cos2x cos2x 2COS X

T h é o r è m e  2 . La dérivée de la fonction ctg x est égale à
—K— . c’est-à-dire sm2 x

si y =  ctg x, alors y' =

D é m o n s t r a t i o n .  Comme
cosx

sin2x

y = -

alors
sinx

, (cos x)' si n x — cos x (sin x)' 
sin2x

(XII)

_— sm x sin x — cos x cos x__
sin2x

E x e m p l e  1. Si y =  tg alors

sin2 x-|-cos2x
sin2x sin2x

_ J _ — !— . 
cos8 y *  2  y *  cos8 y *

E x e m p l e  2. Si y =  Log ctg x, alors

T h é o r è m e  3 .L a  dérivée de la fonction Log | x | (fig. 63) 
1

est égale à — , c’est-à-dire x

cos x a n  x sin2x

si y =  L og |x |t alors y =  — .x (XIII)

D é m o n s t r a t i o n ,  a) Si x > 0 ,  alors | x  | =  x, Log | x  | =  
=  Log x et, par conséquent.

1
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b) Soit * <  0, alors | x  | =  —x. Mais
Log | x  I =  Log (—«). 

(Remarquons que si x  <  0, alors —x  >  0.)

Mettons la fonction y — Log (—x) sous la forme d'une fonction 
composée en posant

y =  Log u ; u =  —x.
Alors

y ’x =  (— ! ) = — (—1) = —•
U  — X  X

Donc, pour les valeurs négatives de x  nous retrouvons encore la 
formule

1

Ainsi, la forante (XIII) est démontrée pour toutes les valeurs de 
x  =5É 0. (Pour x  =  0 la fonction Log | x | n’est pas définie.)

§ 11. Fonction implicite et sa dérivée
Supposons que les valeurs des variables x  et y soient liées entre 

elles par une équation que nous désignerons symboliquement par
F(x,  y) = 0 . (1 )

Si la fonction y — f  (x) définie dans un intervalle (a, b) est telle 
qu’en remplaçant dans l’équation (1 ) y par /  (x) cette équation se 
transforme en une identité en x , alors la fonction /  (x) est appelée 
fonction implicite définie par l ’équation (1 ).

Ainsi, par exemple, l’équation:
a* + y2 = 0  (2 )

définit implicitement les fonctions élémentaires suivantes (fig. 64 
et 65) :

y =  V 7 ^ ? .

- V a * - x ? .

(3)

(4»
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En effet, après avoir remplacé y par ces expressions, l’équation (2) 
se transforme en une identité :

z 2 +  (û2 — -i8) — a2 =  0 .
Les expressions (3) et (4) ont été obtenues en résolvant l’équation (2) 
par rapport à y. Mais il n’est pas toujours possible de trouver la forme

explicite d’une fonction implicite, c’est-à-dire qu’il n’est pas 
toujours possible de l’exprimer sous la forme y = f  (x) •), où f  (z) 
est une fonction élémentaire.

Ainsi, les fonctions définies par l ’équation
y* — y — z2 = 0

ou
1

y — x — -j- sin 1/ =  0

ne s'expriment pas à l’aide des fonctions élémentaires, c’est-à-dire 
qu’on ne peut les résoudre en y au moyen des fonctions élémentaires.

R e m a r q u e  1. Remarquons que les termes « fonction impli
cite » et « fonction explicite » caractérisent le mode d'expression 
de la fonction donnée et non pas la nature de celle-ci.

Toute fonction explicite y = f  (z) peut être mise sous la forme 
d’une fonction implicite y — /  (x) =  0 .

Indiquons à présent la règle qui permet de trouver la dérivée 
d'une fonction implicite sans l’avoir préalablement mise sous la 
forme explicite, c’est-à-dire y = f  (z).

Supposons que la fonction soit donnée par l ’équation
x? +  y 2 — à 2 = 0.

Si y est la fonction de z  définie par cette équation, alors cette der- 
ni ère se transforme en identité.

En dérivant les deux membres de cette identité par rapport 
à x, et en supposant que y est fonction de x, nous avons (d'après la

*) Si une fonction est définie par une équation de la forme y =  /  (x), on 
dit qu'elle est donnée sous forme explicite, ou que c’est une fonction explicite.
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règle de dérivation des fonctions composées) :

d t *ou
2x +  2yy' =  0 ,

r

Remarquons que si nous avions dérivé la fonction explicite cor
respondante ______

y =  Va2 — a?,
nous aurions eu :

, _ x________ x

c’est-à-dire le même résultat.
Considérons encore un exemple de fonction implicite :

y* — y — 3? = 0 .
Dérivons par rapport à x :

Gy*y' — y' — 2x =  0 ,
d’où

, 2x
ÿ 6 p* — 1 "

R e m a r q u e  2. Les exemples considérés montrent que pour 
calculer la valeur de la dérivée d’une fonction implicite pour une 
valeur donnée de la variable xn il faut connaître également y pour 
cette valeur de x .

§ 12. Dérivée d’une fonction puissance quand l ’exposant 
est un nombre réel quelconque, dérivée de la fonction 
exponentielle et de la fonction composée exponentielle

T h é o r è m e  1 . La dérivée de la fonction xn, oà n est un nombre 
réel arbitraire, est nx^~1̂ c’est-à-dire

si y =  xn, alors y' =  nxn~*. (F)
D é m o n s t r a t i o n .  Soit x >  0. En prenant le logarithme 

de la fonction donnée, nous avons :
Log y =  n Log x.

Dérivons les deux membres de l’égalité obtenue par rapport à jt, 
en supposant que y est fonction de x :

y 1 . 1—  =  n — ; y = y n  — . 
y x x
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En remplaçant y par sa valeur y =  xn, nous avons en définitive :
_ „ n — 1y — nx

On démontre aisément que cette formule est aussi vraie pour x  <  0 
si xn a un sens *).

T h é o r è m e  2. La dérivée de la fonction ax, où a >  0, est 
ax Log a, c’est-à-dire

si y =  ax, alors y =  a* Log a. (XIV)
D é m o n s t r a t i o n .  En prenant le logarithme de l’égalité 

// =  a*y nous avons :
Log y = x Log g.

Dérivons l’égalité obtenue en supposant que y est fonction de x:  
1

— y =  Log a; ÿ = y h o g a
ou

j/ '=  a* Log a.
Si la base du logarithme a =  et alors Log e =  1 et nous avons la 
formule

y =  ex, y = e x. (XIV')
E x e m p l e  1. Soit la fonction

y = « * a.
Mettons-la sous la forme d'une fonction composée en introduisant la variable 
intermédiaire u :

y =  «u, U r= x» ; 
alors ,

yu =  «u, « i  =  2x-
Et, par conséquent,

y'x =  en2x =  ex22x.

On appelle fonction composée exponentielle toute fonction expo
nentielle dont la base et l’exposant sont des fonctions de x , par 
exemple, (sin z)*2, xx*x, z*, (Logar)*, etc., et en général toute fonc
tion de la forme

est une fonction composée exponentielle.
T h é o r è m e  3.

Si y =  ur, alors y =  vu?~lu -f- u°v Logu. (XV)

*) Précédemment (§ 5, cliap. III) nous avons démontré cette formule dans 
le cas de n entier positif. Elle est maintenant démontrée dans le cas général 
(pour tout nombre n constante
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D é m o n s t r a t i o n .  Prenons le logarithme de la fonction y: 
Log y = v Log u.

En dérivant cette égalité par rapport à x9 nous avons:
1 i

— y =  v — u -f- v h o guf y ud» >ou

y == y + 1)9 L°8 U j  •

En remplaçant y par l'expression uv nous avons:
y =  uuv~lu -f- uvv Log u.

Ainsi, la dérivée d’une fonction composée exponentielle com
prend deux termes : on obtient le premier en supposant au cours de la 
dérivation que u est une fonction de x  et v une c o n s t a n t e  
(c'est-à-dire en considérant uv comme une fonction p u i s s a n -  
c e) ; on obtient le second terme en supposant que v est une fonction 
de a; et u une constante (c’est-à-dire en considérant uv comme une 
fonction e x p o n e n t i e l l e ) .

E x e m p l e  2. Si y =  x*, alors
y r =  xx*-1 (x9) +  x* (x') Log x

ou
y 9 =  x* +  x* Log x =  x* (1 +  Log x).

E x e m p l e  3. Si y =* (sin x)*a, alors

y9 s= x1 (sin x)*31”1 (sin x) 9 -f- (sin x)*3 (x2)' Log sin x =

=  x* (sin x)*2"1 cos x +  (sin x)*2 2x Log sin x.

Le procédé appliqué dans ce paragraphe pour calculer la dérivée 
consiste en ce que nous cherchons tout d’abord la dérivée du logarithme 
de la fonction donnée ; ce procédé est fréquemment employé pour 
trouver la dérivée de certaines fonctions, car, bien souvent, il sim
plifie les calculs.

E x e m p l e  4. Soit à calculer la dérivée de la fonction
(*+!)» V ^ I Ï

v (x+4)»«*
S o l u t i o n .  En prenant le logarithme de cette expression nous avons: 

Log p= 2  Log (* -H 1 )+ —• Log ( i —1)—3 Log (* + 4 )—x.

En dérivant les deux membres de cette égalité, nous trouvons

______ 3_
y x - f l  ' 2 (x—1) x-i-47—1162

i.
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Multipliant par y et remplaçant y par Tcxpression 
avons:

(*+!)»
(*4 4)3 e* , nous

,  (x+i)* y C T  r  2
(*-J-4)s «* L*-|-l

1 ___3___ , 1
2 { x - i )  x  |-4 J*

w'  ̂ #
R e m a r q u e .  L’expression =  (Log y )\  la dérivée du loga

rithme népérien de la fonction donnée y =  y (x), est appelée dérivée 
logarithmique.

§ 13. Fonction inverse (ou réciproque) et sa dérivée
Soit

» = / ( * )  (1 )
une fonction croissante (fig. 6 6 ) ou décroissante définie dans l ’inter
valle (a, b) (a <  b) (voir § 6 , chap. I). Soit f  (a) = cf f  (b) =  d.

Pour fixer les idées, considé
rons une fonction croissante.

Prenons deux valeurs diffé
rentes x{ et x2 de l ’intervalle 
(a, b). En vertu de la définition 
des fonctions croissantes, il vient 
que si xt < x 2 et yt =  /  fo), 
y2  =  /  (*2). alors <  y2- Donc, 
à deux valeurs différentes xx et 
x2 correspondent deux valeurs 
différentes yx et y2 de la fonction. 
Inversement, si yt <C y2 et yx =  
=  /  (*i), 0 2  =  /  (*2)» R découle 

de la définition des fonctions croissantes que xi <C x2. Ainsi, on 
établit une correspondance biunivoque entre les valeurs de x  et les 
valeurs correspondantes de y.

En considérant ces valeurs de y comme les valeurs de la variable 
indépendante et les valeurs de x  comme les valeurs de la fonction, 
nous obtenons x  en fonction de y :

X =  Ç (y). (2 )
Cette fonction est appelée fonction inverse de la fonction y — 

=  /  (jc). Il est évident que la fonction y = f  (x) est la fonction 
inverse de la fonction x =  <p (y). On démontre par un raisonnement 
analogue que la fonction décroissante admet aussi une fonction in
verse.

R e m a r q u e  1 . Nous nous bornerons à citer, sans la démon
trer, la proposition suivante: si la fonction croissante (ou décroîs-

Fig. 66
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santé) y — f  (x) est continue sur le segment [a% 61 et /  (a) =  c, 
/  (6) =  d. alors la fonction inverse est définie et continue sur le 
segment le, d\.

E x e m p l e  1. Soit la fonction y — x8. Cette fonction est croissante dans 
l'intervalle infini —oo < x < + o o t elle a une fonction inverse x =  \T v  
(fig. 67).

Notons que l ’on trouve la fonction inverse x  =  (p (y) en résol
vant l'équation y =  /  (x) par rapport à x.

E x e m p l e  2. Soit la fonction y =  ex. Cette fonction est croissante dans 
l ’intervalle infini — o o < z <  -f-o o . Elle admet pour fonction inverse x *=  
=  Log y. Le domaine de définition de la 
fonction inverse est l'intervalle 0 <; y <  oo 

(fig. 68).

R e m a r q u e  2. Si la fonction y =
= /  (x) n’est ni croissante ni décroissante 
dans un intervalle, elle peut avoir plu
sieurs fonctions inverses *).

E x e m p l e  3. La fonction y — x1 est 
définie dans l'intervalle infini — oo <  x <
<  +  oo. Elle n’est ni croissante ni décrois
sante et n’admet pas de fonction inverse.
Mais, si nous considérons l’intervalle 0 <! x <
< - f  oo, nous voyons que cette fonction est 
croissante dans cet intervalle et que sa fonction 
inverse est x =  yTÿ. Dans l’intervalle -  - oo <  x <  0 la fonction est décroissante 
et admet pour fonction inverse la fonction x = —yTÿ  (fig. 69).

R e m a r q u e  3. Si les fonctions y =  /  (x) et x  =  <p (y) sont 
réciproquement inverses, leur graphique est une même courbe. Mais,

Fig. 69

+) Soulignons, une fois de plus, qu’en disant que y est une fonction de x, 
on sous-entend une dépendance univoque entre y et x.
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si nous désignons de nouveau la variable indépendante de la fonc
tion inverse par x et la fonction par y et si nous traçons le graphique 
de ces deux fonctions relativement à un même système de coordon
nées, nous obtiendrons deux graphiques différents.

On voit aisément que ces graphiques sont symétriques par rap
port à la bissectrice du premier quadrant.

E x e m p l e  4. Sur la figure 68 nous avons tracé les graphiques de la 
fonction v =  e* (ou celui de i  =  Log y) et de sa fonction inverse y =  Log x 
étudiées dans l'exemple 7.

Nous allons démontrer maintenant un théorème permettant de 
trouver la dérivée de la fonction y =  /  (z) si l’on connaît la déri vée 
de sa fonction inverse.

T h é o r è m e .  Si la fonction
» =  /<*) (i)

admet une fonction inverse
x  =  ç  (y) (2)

dont la dérivée <p' (y) en un point donné y est différente de zéro, alors 
la fonction y =  f  (x) possède au point x  correspondant une dérivée
f  (x) égale à i c'est-à-dire que nous avons la formule'.

f ( x )  = 1
<p*(yf

(XVI)

Ainsi la dérivée de l’une des deux fonctions réciproquement inverses 
est égale à l’inverse de la dérivée de l’autre fonction au point consi
déré •).

D é m o n s t r a t i o n .  Dérivons les deux membres de l ’éga 
lité (2) par rapport à x , en supposant que y est une fonction de x **) :

d’où
* =  <P'(0)l4.

V x =
1

<p'(y)

+) Quand nous écrivons / '  (x) ou y'*, nous supposons que pendant le 
calcul de la dérivée la variable indépendante est x\  de même, quand nous 
écrivons <p' (y) ou z 'y, nous supposons que pendant le calcul de la dérivée la 
variable indépendante est y. Notons qu*a p r è s  a v o i r  d é r i v é  p a r  
r a p p o r t  a y n o u s  d e v o n s  r e m p l a c e r  y p a r  s o n  e x *

f r e s s i o n  f  (x) d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r m u -  
e (XVI).

**) En fait, nous cherchons ici la dérivée de la fonction de x donnée impli
citement par Téquation x — <p (y) =  0.
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En remarquant que y'x =  f  (x), nous obtenons la formule (XVI) 
que nous pouvons mettre sous la forme :

Le résultat obtenu possède une illustration géométrique très 
simple. Considérons le graphique de la fonction y — f  (x) (fig. 70). 
Cette courbe sera aussi le graphique de la fonc
tion * =  <p (y), où x  est la variable dépen
dante et y la variable indépendante. Considé
rons un point quelconque M  (x , y) sur cette 
courbe. Menons la tangente à la courbe en ce 
point. Désignons respectivement par a  et P 
les angles formés par cette tangente avec les 
axes positifs Ox et Oy. D’après les résultats 
du § 3 relatifs à la signification géométrique 
de la dérivée nous déduisons :

f  (x) =  tg a, 1 
<p (p) =  tgp. / (3)

JIIl vient immédiatement de la figure 70 que si o  <  -g-, alors

Si a  >  , on voit facilement que P = 3n
2 — a . Par conséquent.

nous aurons toujours

d t ^
OU

tg P =  ctg a ,

tg a  tg p =  tg a  ctg a  =  1
ou

En remplaçant tg a  et tg p par leurs valeurs déduites de la formu
le (3) nous obtenons

1
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§ 14. Fonctions trigonométriques inverses 
et leurs dérivées

1) La fonction y =  arc sin x.
Considérons la fonction

x  =  sin y (1)

et traçons son graphique en prenant pour axe Oy la verticale ascen- 
dante (fig. 71).

Cette fonction est définie dans l'intervalle infini — oo <  y <
31 31<  +  oo. Sur le segment----^  ^  i/ -jj- la fonction x — sin y est

croissante et ses valeurs remplissent le segment —1 ^  x ^  1. C'est 
pourquoi la fonction x =  sin y a une fonction inverse que l'on dé

signe par
y =  arc sin x *).

Cette fonction est définie sur le segment 
—1 ^  x  ^  1 et ses valeurs remplissent
le segment — ~  <  y ^  . Le graphique
de la fonction y =  arc sin x  est représen
té sur la figure 71 par un trait gras. 

T h é o r è m e  1. La dérivée de la 
1

fonction arc sin x est r^. , c'est-à-dire

si y =  arc sin xt alors y = 1
V i - x 2

(XVII)
D é m o n s t r a t i o n .  En vertu de l’égalité (1) nous avons:

xy =  co s y.

D’après la règle de dérivation d’une fonction inverse
1 1

Vx =  ‘ cos y
mais

cos y =  V l —sin2 y =  Vi —
•) Remarquons que l'égalité y =  Arc sin x bien connue en trigonométrie 

n'est qu'une autre forme d'écriture de l'égalité (1). Ici (pour x donné) y désigne 
l ’ensemble des valours des angles dont le sinus est égal à x.
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donc

Vx =  \

Nous prenons le signe +  devant la racine, parce que la fonction 
y =  arc sin x prend ses valeurs sur le segment — ^  y ^  -y et que,
par conséquent, cos y 0.

E x e m p l e  1. y= arcsin e* ,
1 e*

V
E x e m p l e  2.

y =  ( a r c s in i - J 2 ,

y ' =  2 arc sin

y  i —«** ■

i ___ !____ ( ! V  _

=  —2 arc sin-
* x y*»—i * 

2) La fonction y =  arc cos x.

x  =  cos y (2)
et traçons son graphique en orientant l'axe Oy suivant la verticale 
ascendante (fig. 72). Cette fonction est définie dans l'intervalle 
infini — oo <  y <C +  oo. La fonction x  =  cos y est décroissante sur 
le segment 0  ^  y ^  jx et elle a une fonction inverse que l'on désigne 
par la notation

y — arc cos x.
Cette fonction est définie sur le segment —1 ^  x ^  1. Les valeurs 
de cette fonction remplissent l'intervalle n  !> y ^  0. Le graphique 
de la fonction y «= arc cos x  est représenté sur la figure 72 en trait 
gras.

1
T h é o r è m e  2. La dérivée de la fonction arc cosx est —

c’est-à-dire

si y — arc cos x, alors y = 1
V l - x 2

(XVIII)

D é m o n s t r a t i o n .  On trouve d’après l'égalité (2):
x'y= — sin y.
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Par conséquent.

y * = — =
1

Mais cos y — x, d’où

y * =

sinÿ VT

i

cos2 y

V î ^ r

Dans l ’égalité sin y — V \ — cos2 y nous prenons le signe plus de
vant la racine, parce que la fonction y =  arc cos x  est définie sur le 
segment 0 ^  y ^  n et que par conséquent sin j/ > 0 .

E x e m p l e  3. y = a rcco s(tg x), 
1ÿ' = (tg*)' =V i—tg** y i —tg**««**

3) La fonction y =  arc tg x.
Considérons la fonction

x =  tg y (3)
et traçons son graphique (fig. 73). Cette fonction est définie pour

ntoutes les valeurs de y, excepté les valeurs y — (2k +  1) -ÿ- (k =

=  0, ± 1 , ± 2 , . . .). La fonction x = tg y est croissante dans 
l’intervalle — — <  y C  et elle admet dans cet intervalle une£à £ê
fonction inverse que l’on désigne par

y — arc tg x.
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Cette fonction est definie dans l’intervalle — oo <  x  <  +  oo. Les
Jt Jtvaleurs de la fonction remplissent l'intervalle----^  <  V <  -g" *

graphique de la fonction y — arc tg x  est représenté sur la figure 73 
en trait gras.

1
T h é o r è m e  3. La dérivée de la fonction arc tg x est

c’est-à-dire

si y =  arc tg x% alors y' ;
1+ 3? '

D é m o n s t r a t i o n .  On trouve d’après l’égalité (3)
1

! + & ' 

(XIX)

Par conséquent,

^  " 2 * cos y

yi=-V =cos2 y.

mais

cos2 y = 1
sec2 y l + t g 2#* 

puisque tg y =  x, nous obtenons en définitive :
1

y = T T ? -
E xem ple 4. y —(arctg*)4,

y’=4 (arc tg x)3 (aie tg *)' =  4 (arc tg *)* •
4) La fonction y =  arc ctg x.
Considérons la fonction

x  =  ctg y. (4)
Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de y, excepté 

les valeurs y =  kn (k =  0, ± 1 , ± 2 , . . .). Le graphique de cette 
fonction est représenté sur la figure 74. Dans l’intervalle 0 < ÿ < n  
la fonction x  =  ctg y est décroissante et elle a une fonction inverse 
que nous désignons par la notation :

y — arc ctg x.
Cette fonction est donc définie dans l ’intervalle infini — o o < i <  
<  +  oo et ses valeurs remplissent l’intervalle n >  y >  0.
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T h é o r è m e  4 .L a  dérivée de la fonction arc ctg x est — . t ,
1 “p  X

c’est-à-dire

si y =  arc ctg x, alors y = —
1 + * * '

D é m o n s t r a t i o n .  On déduit de l’égalité (4):
1

v ■

(XX)

x„ =

Par conséquent.

</x= — s i n p  =

sin*ÿ

1 1

Mais

Donc,

cosec y 

ctg y = x. 

1

1 + < ^ 0

0x = 1 + * 2 '

§ 15. Tableau des principales formules de dérivation

Réunissons en un tableau unique les principales formules et 
règles de dérivation que nous avons démontrées dans les paragraphes 
précédents :

y — const, y' — 0.
Fonction puissance:

en particulier.
_.  , / __ _. 1y — ® ? y  — clx i

y =  Vx, y = —lj=;
2V *

1 . 1p =  —, y = -----
* *

Fonctions trigononictriques :
y =  sin x% y' =  cos a;,
^ =  cosxf y = — sinx,

1! /= tg x ,  i/r : 2 *COS X

J/ =  CtgX, //' =
•  2 sm  x
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Fonctions trigonométriques inverses:

y =  arc sin x, y =

y —  arc cos y =  ■

V T ^ ? *

î

y =  arc tg x, y =

Vl -3? '
1

ÿ =  arcctg x, y =

1 + ^ ’

1
i  +  x2’ 

Fonction exponentielle :
y =  ax, y =  aTLoga;

eu particulier,
y = e x, y  =  ex.

Fonction logarithmique:

en particulier,
y =  loga x, y =  — i°8a e ;

y =  Logx, y =  — .X
Principales règles de dérivation:

y =  Cu(x), y’ =  Cu (x) (C =  const)
y =  u -\-v  — w, y = i ï - \ - v  — iv , 
y =  u-v.

u
y =  — i

V

y = f ( u ) ,  \
u =  ç(ar), J

=  u u 9
, w'u— i/u' 

y = = — — •

Vx — fu (u) <Px (Æ)»

y=suvf y* =  vu*~lu - f  uvv Log w.
Si y =  /  (x), X =  cp (y), où /  et <p sont deux fonctions réciproque

ment inverses, alors:

«p (y)
OÙ y =  /(*)•
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§ 16. Fonctions données sous forme paramétrique
Soient données deux équations:

x==t(M  a)/  w

où / varie sur le segment [Tu T21. A chaque valeur de t correspon
dent deux valeurs x et y (nous supposons que les fonctions <p et 
sont univoques). Si l ’on considère les valeurs de x  et de y comme les 
coordonnées d*un point du plan Oxy, à chaque valeur de t correspon
dra un point bien déterminé de ce plan. Quand t varie de T% à T29 
ce point décrit dans le plan une courbe. Les équations (1) sont dites 
équations paramétriques de cette courbe, t est appelé paramètre et le 
procédé qui permet de donner la courbe par les équations (1) est dit 
paramétrique.

Supposons ensuite que la fonction 2  =  <p (/) admet une fonction 
inverse t =  C> (x). Il est alors évident que y est une fonction de x:

y = rp [<D(x)l. (2)

Ainsi, les équations (1) définissent y en fonction de x  et l'on dit 
que la fonction y de x  est donnée sous forme paramétrique.

La relation y =  /  (x), exprimant la dépendance directe de y en 
fonction de 2 , s’obtient en éliminant le paramètre t dans les équa
tions (1).

Les courbes données par des équations paramétriques sont fré
quemment employées en mécanique. Par exemple, si un point 
matériel se déplace dans le plan Oxy et si l'on connaît les lois du 
mouvement des projections de ce point sur les axes de coordonnées,

* = * (* ) . )  (n

où le paramètre t est le temps, les équations (1') sont alors les équa
tions paramétriques de la trajectoire du point mobile. En éliminant 
de ces équations le paramètre l, on en déduit l'équation de la tra
jectoire sous la forme y =  /  {x) ou F (2 , y) =  0. Considérons le 
problème suivant.

P r o b 1 è me. Trouver la trajectoire et le point d'impact d’un corps 
pesant lancé d'un avion se déplaçant à la vitesse horizontale v0 à l ’altitude y0 
(on peut négliger la résistance de l ’air).

S o l u t i o n .  Choisissons le système de coordonnées indiqué sur la figure 
75 en supposant que le corps est largué de l'avion & l'instant même où il coupe 
l ’axe Oy. Il est évident que le déplacement horizontal du corps sera un mouve
ment uniforme à vitesse constante vq :

X  =  V q U
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Le déplacement vertical d’un corps tombant sous l’effet de la pesanteur s’expri
me par la formule:

Par conséquent, la distance du corps à la terre à tout*instant sera exprimée par 
la formule

0 =
Les deux équations

v=yo —
seront les équations paramétriques de la trajectoire. 
Pour éliminer le paramètre f, nous tirons la valeur 
de t  de la première équation, et nous substituons
la valeur £ = — dans la seconde équation. Alors
l’équation a trajectoire prend la forme:

v=v° - £ i xt-
Fig. 7.“i

C’est l’équation d’une parabole dont le sommet est le point Af (0, y0) et l’axe de 
symétrie coïncide avec l’axe Oy.

Calculons la grandeur du segment OC. Désignons par X  l’abscisse du point 
C ; remarquons que l’ordonnée de ce point est y =  0. En substituant ces valeurs 
dans la formule précédente nous avons:

d’où

0 = « o -^ X > f

/" 2ÿp
g

§ 17. Equations paramétriques de certaines courbes
C e r c l e .  Soit un cercle de rayon r dont le centre se trouve à l'origine dos 

coordonnées (fig. 76).
Désignons par / l’angle formé par le rayon aboutissant à un point arbitraire 

M [x. y) de la circonférence et l ’axe Ox. On peut alors exprimer les coordonnées 
d’un point arbitraire de la circonférence à raide du paramètre t de la manière 
suivante :

Z = r C Q 3 t ,  *1

y =  rsinf, J 0 < f< 2 n .

Ce sont justement les équations paramétriques du cercle. Si nous éliminons de 
ces équations le paramètre t , nous obtiendrons une équation du cercle dans laquel
le entrent seulement les variables x et y. En additionnant ces équations paramé
triques après les avoir préalablement élevées au carré, nous trouvons :

&  +  ÿ* =  r* (c o sê  t  +  sin* t)

** +  y* =  r*.
ou 87
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E l l i p s e .  Soit donnée l'équation de l'ellipse

Posons
x =  a cos U

En substituant cette expression dans l ’équation (1) nous trouvons

Les équations
y =  b sin U

x =  a cos t, 
y =  b sin t9

j - 0 < t < 2 n

(1)

(2')

(2*)

(2)

sont les éouations paramétriques de l ’ellipse.
Elucidons le sens géométrique du paramètre t . Menons de l'origine prise 

comme centre deux cercles de rayons a et b (fig. 77). Soit M (x, y) un point de

l'ellipse et soit B un point du grand cercle ayant la même abscisse que M . Dé
signons par t l’angle formé par 1e rayon OB et l ’axe Ox. 11 vient immédiatement 
de la figure 77 :

x =  OP =  a cos t Ic’est l ’équation (2')J,
CQ =  b sin t.

Nous concluons de l ’égalité (2*) que CQ =  y % c’est-à-dire que la droite CM est 
parallèle à l’axe Ox.

Par conséquent, dans les éouations (2) t est l’angle formé par le rayon OB 
et l ’axe des abscisses. On appelle parfois l’angle t angle d'excentricité.

C y c l o î d e .  On appelle cycloïde la courbe engendrée par un point situé 
sur une circonférence qui roule sans glisser sur une droite (fig. 78). Supposons 
que le point mobile M de la circonférence se trouve au début du mouvement 
à P origine des coordonnées. Déterminons les coordonnées du point M  après 
que la circonférence a pivoté d’un angle t. Désignons par a le rayon de cette cir
conférence. On voit de la figure 78 que

x =  OP =  OB — PB,

mais comme la circonférence roule sans glisser
OB =  MB =  ai% PB MK  =  a sin t .
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Par conséquent,
x — at — a sin t =  a (f — sin t).

Or,
y =  MP — KB =  CB — CK ~  a — a cos t =  a (1 — cos t).

Les équations
x — a (t — sin 0 . 
V =  a (1 -  cos t).

|  0 <  t <  2n (3)

sont les équations paramétriques de la cyclolde. Quand t varie de 0 à 2ny le 
point M décrit un arc do la cyclolde.

Eliminons le paramètre / de ces équations afin de déterminer la dépendance 
directe existant entre y et x. La fonction y =  a (1 — cos t) admet sur le segment 
0 ^  t ^  n une fonction inverse :

a — yt = arc cos-----a
En substituant cette expression de t dans la première des équations (3) nous 
trouvons :

a  —  y  . /  œ— 1/ \z  — a arc cos---- 1— asm  I arc cos----- - )a \  a /
ou

z =  a arc c o s ^ -^ — V ^ v —y2 pour 0 < z < jw.

On voit directement de la figure 78 que pour n a < z < ;2 n a  

x=2Jta— ^a arc cos —jp—  "V^ay — •

Remarquons que la fonction
z  — a (t — sin t)

admet une fonction inverse qui ne s'exprime pas à l’aide de fonctions élémen
taires.

 ̂ R e m a r q u e  1. L'exemple de la cyclolde montre qu'il est parfois plus 
aisé d'étudier les fonctions et les courbes données sous forme paramétrique que 
sous la forme de la dépendance directe: y de x ou z  de y .

A s t r o l d e .  On appelle astroïde la courbe dont les équations paramétri
ques sont les suivantes :

x =  a cos3 f, 0 <  t <  2îc. (4)
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En élevant les deux membres de ces éciuations à la puissance */3 et en les addition
nant membre à membre nous en déduisons la dépendance directe entre y et x :

2 2 2
ja *3 O- w3 =  i

2 2

x3 + y 3= a 3 (cos* f+ sin*  t),

x3+ y 3—a3. (5)

Nous verrons par la suite (voir § 12, chap. V) que 
cette courbe a bien la forme représentée sur la 
figure 79. Cette courbe peut être définie comme 
la trajectoire décrite par un point d'une cir
conférence de rayon -  roulant sans glisser sur
une autre circonférence de rayon a (le petit 
cercle reste constamment à l'intérieur du grand) 
(voir fig. 79).

R e m a r q u e  2. Notons que les équa
tions (4) et (5) ne définissent pas qu'une seule 

Elles définissent deux fonctions continues sur le

Fig. 79

fonction y =  /  (a:)
—a ^  + n . L’une d’elles ne prend que des valeurs non négatives et 1 autre 
que des valeurs non positives.

§ 18. Dérivée d ’une fonction donnée sous forme paramétrique
Soit une fonction y de x donnée par les équations paramétriques :

X==T!a } (1)V =  *W . J
Supposons que ces fonctions sont dérivables et que la fonction 

x  =  <p (t) admet une fonction inverse t =  O (x) également dérivable. 
Dans ce cas la fonction y = /  (x) définie par les équations paramétri
ques peut être considérée comme une fonction composée:

y — 9  (0. 1 =  ® (*).
où t est une variable intermédiaire.

D’après la règle de dérivation des fonctions composées on a :

ÿx  —  Vt^x— 'l’i (0  (*)• (2)

Il résulte du théorème relatif à la dérivation des fonctions inverses 
que;

®x(z)
1

9i(0  ’
En reportant cette expression dans la formule (2) il vient;

y'x= V it)
V (t)
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OU

i 4 = 4 ‘ (XXI)

Cette formule permet de calculer la dérivée ÿx de la fonction para
métrique, sans connaître explicitement la dépendance entre y et x .

E x e m p l e  1. La fonction y de x est donnée par les équations paramé
triques :

x = flco sf , ï  
y =  a sin t, J

Calculer la dérivée dx 1) pour t quelconque; 2) pour t = ji
7

S o l u t i o n .

1) y'x=

2) (Fi)

(g sin t y  a cos t
(a cos t ) '  —g  sin t

4

ctg<;

E x e m p l e  2. Trouver le coefficient angulaire de la tangente à la cycloïde 
x =  a (I — sin t), 
y =  a (i — cos I) 

en un point quelconque (0 <  t ^  2n).
S o l u t i o n .  Le coefficient angulaire de la tangente est égal en chaque 

point à la valeur de la dérivée y'x en ce point, c'est-à-dire

Mais
2j= f l(  1—cos I), y't = a a in t .

Par conséquent,

, fl sin t 
Vx~  a ( l  — cosl)

2 s in y  c o s y

Ainsi, le coefficient angulaire de la tangente à la cycloïde est égal en chaque
point h tg ----- g-j , où * est la valeur du paramètre correspondant à ce
point. Mais cela signifie que l ’angle a  formé par la tangente et l ’axe des x 
est égal à -----   (pour les valeurs de t comprises entre—îi et j i ) *).

*) En effet, le coefficient angulaire est égal à la tangente de l’angle a  for
mé par la tangente à la courbe et l’axe Ox. C’est pourquoi

t g a = t g ( f - i - )

et a  =  y  — g- pour les valeurs de t  telles que ^ —  y  est compris entre 0 et n.

8-1162
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§ 19. Fonctions hyperboliques

Dans de nombreuses applications de l'analyse mathématique
on rencontre fréquemment les combinaisons des fonctions exponen-

1 1tielles telles que -g- (ex — e~x) et (e* +  e~x). On considère ces
combinaisons comme de nouvelles fonctions que Ton note comme suit:

sli a: = e

chx  — ex +  e~x
2

( i)

La première de ces fonctions 
est nommée sinus hyperbolique, la

seconde cosinus hyperbolique. Ces deux fonctions permettent d’en
lâ,#. . . . .  shx . . * chardéfinir deux autres th x — -r— et etn x — -r— :ch a: slia:

g __g
t h a := --------— tangente hyperbolique,

ex +  e x
ex 4- e~xc thar=  ' ■ cotangente hyperbolique.
ex — e Il

(1 )

Il est évident que les fonctions sh a\ ch x , th x sont définies pour 
toutes les valeurs de x. Toutefois la fonction cth x  est définie par
tout à l'exclusion du point x =  0.

Les graphiques des fonctions hyperboliques sont représentés sur 
les figures 80, 81, 82.
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Il résulte de la définition des fonctions hyperboliques sh x  et 
ch x (formules (1)] que nous venons de donner des identités analo
gues à celles que vérifient les fonc
tions trigonométriques : ^

ch* x  — sh* x  =  1, (2)
ch (a b) — ch a ch b +  sh a sh 6,

(3)
sh (a +  b) — sh a ch b +  ch a sh b.

( 3 ') ----------------1
En effet,

ch2x — sh2x = ----------------

ê* +  2 +  e-** -  eZx +  2 -  «T2*
= 1.

Remarquons que 

ch (o -f h) =

nous trouvons:

ch a ch 6 sh a sh 6 =

ea+h -f e~a~b
Fig. 82

, o I» » —6 —n h  —be 4* e e -j-e e — e e — e

ea+b +  e~"*u +  ea~b -f  é~a~b +  <T*b — e~a+b — e“~b -f e~a~b

_a + fc  i —n —6e +  e =  ch (a 4- b).

On démontre d une manière analogue l'identité (3'). 
L’expression « fonctions hyperboliques » est due au fait que les 

fonctions sh t et ch t tiennent dans les équations paramétriques de 
l'hyperbole

a* — if  — 1
le meme rôle que les fonctions sin t et cos t dans les équations para
métriques du cercle

X* 4- y 2 = 1.
En effet, en éliminant le paramètre t entre les équations 

x =  cos t, y = sin t
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on trouve :
z2 +  y2 =  cos2 t +  sin2 t

ou
x2 +  y* =  1 (réquation du cercle). 

De même, les équations
x =  ch t, y =  sh t 

sont les équations paramétriques de l ’hyperbole.

En effet, en élevant au carré les deux membres de ces équations 
et en retranchant la deuxième de la première, on trouve:

x2 — y* =  ch2 t — sh2 t.

Puisque l’expression figurant au second membre est égale à 
l’unité en vertu de la formule (2), on a en définitive:

x2 - y *  =  l,

c’est-à-dire l ’équation de l’hyperbole.
Considérons le cercle d'équation x2 +  y2 =  1 (fig. 83). Dans les 

équations x =  cos l, y =  sin t la valeur numérique du paramètre t 
est égale à l’angle au centre AOM ou au double de la surface S  du 
secteur AOM% puisque t =  25.

Indiquons, sans le démontrer, que le paramètre £, qui entre dans 
les équations paramétriques de l’hyperbole

x =  ch tf y =  sh t%

est aussi numériquement égal au double de la surface du « secteur 
hyperbolique » AOM  (fig. 84).
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Les dérivées des fonctions hyperboliques sont données par les 
formules :

ch2 x '
(sh xY =  ch x, (th x)' =  - 2

(ch x)' =  sh x, (cth xY =
sh x

(XXII)

e*_e~x
ques; par exemple, pour la fonction sh x =  — =—  nous avons:
qui découlent directement de la définition des fonctions hyperboli- 

, pour la fonction

+  e~ ■ =  ch x.

§ 20. Différentielle
Soit y =  /  (x) une fonction dérivable sur le segment la, 6). On 

a défini la dérivée de cette fonction au point x du segment la, 6) 
par la relation :

lim — = s f  (x)
A x-M ) Ax

Le rapport ^  pour Ax -*■ 0 tend vers un nombre déterminé / ' (x),
et, par conséquent, diffère de la dérivée / '  (x) d’une quantité infini
ment petite:

7 ^  =  /'(*) +  «.Ax
où a  -► 0 quand Ax 0. Multiplions tous les termes de cette éga
lité par Ax; nous avons:

A y =  f  (x)Ax +  aAx. (1)
Puisqu’en général f  (x) 0, le produit f  (x) Ax est, pour x constant
et Ax variable, une quantité infiniment petite du même ordre que 
Ax quand Ax 0. Par contre, le produit aAx est toujours une quan
tité infiniment petite d’ordre supérieur par rapport à Ax, puisque

lim lim a  =  0.
Ax-» 0  Ax Ax-*0

Ainsi, l ’accroissement Ay de la fonction y se compose de deux ter
mes; le premier [pour f  (x) ^  01 est appelé la p a r t i e  p r i n 
c i p a l e  de l ’accroissement, c’est une fonction l i n é a i r e  de
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Ax. On appelle différentielle le produit / ' (x) Ax et on le désigne par 
la notation dy ou df (x).

Ainsi si la fonction y =  /  (x) admet une dérivée / '  (x) au point x, 
on appelle d i f f é r e n t i e l l e  de cette fonction et Ton note dy 
le produit de la dérivée / ' (x) en ce point par l'accroissement de la 
variable indépendante Ax:

dy =  / ' (x) Ax. (2)
Calculons la différentielle de la fonction y =  x. Dans ce cas

y ' <*)' =  i,
et, par conséquent, dy = dx --- Ax ou dx — Ax. Ainsi, la d i f f é 
r e n t i e l l e  dx d e l a  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e  x  
s ' i d e n t i f i e  a v e c  s o n  a c c r o i s s e m e n t  Ax. L'éga
lité dx — Ax aurait pu être prise pour définition de la différentielle 
de la variable indépendante, et l'exemple précédent montre bien que 
cette définition ne contredit pas la définition générale de la diffé
rentielle d'une fonction. Pour tous les cas la formule (2) peut être 
mise sous la forme:

dy =  / ' (x) dx.
Mais il vient de cette relation que

/ » = £ .

Par conséquent, la d é r i v é e  f  (x) p e u t  ê t r e  c o n s i 
d é r é e  c o m m e  l e  r a p p o r t  d e s  d i f f é r e n t i e l l e s  
d e  l a  f o n c t i o n  e t  d e  l a  v a r i a b l e  i n d é p e n 
d a n t e .

Revenons a l ’expression (1) qui d'après (2) peut être récrite com
me suit :

A y dy +  aAx. (3)
Ainsi, l'accroissement de la fonction diffère de la différentielle de 
cette fonction par une quantité iufiniment petite d'ordre supérieur 
par rapport a Ax. Si / ' (a;) =£ 0, alors aAx est aussi un iufiniment 
petit d’ordre supérieur par rapport a dy et

lim =  14- lim - — ^ — — 1 +  lim —̂ — =  1.
A.r-* 0  dy /  (x) Ax f  (x)

C’est pourquoi, on use fréquemment dans certains calculs numéri
ques de l’égalité approchée

A y «  dy, (4)
ou sous forme explicite

/  (x + Ax) — /  (x) «  f  (x) Ax, (5)
ce qui simplifie les calculs.
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E x e m p l e  1. Trouver la différentielle dy et l'accroissement A y de la 
fonction y — x8 :

1) pour des valeurs arbitraires de x et de A* ;
2) pour x =  20, Ax =  0,1.
S o l u t i o n .  1) Ay =  (x +  Ax)8 — x* — 2x Ax +  Ax1, 

dy =  (x8)' Ax — 2x Ax.
2) Si x =  20, Ax =  0,11 alors 
A y t= 2*20-0,1 +  (0,1)8 =  4,01, 
dy =  2*20*0,1 =  4,00.

L'erreur commise en remplaçant A y par dy est égale à 0,01 
nombreux cas on peut l'estimer insignifiante par rap
port àAj/ -  4,01 et la négliger.

Le problème considéré est illustré par la figu
re 85.

Pour les calculs numériques on utilise éga
lement l’égalité approchée qui découle de (5)

f  (x 4- Ax) «  f  (x) +  f  (x) Ax. (6)
E x e m p l e  2. Soit /  (x) =  sin x, alors /' (x) ==

=  cos x. Dans ce cas l'égalité approchée (6) devient :
sin (x +  Ax) «  sin x +  cos x Ax. (7) Fig. 85

Calculons la valeur approchée de sin 46°. Posons x =  45° = A x= 1

4 a * - « * + i - = . J + à .
En reportant dans (7) nous avons :

. .Cû . / n , ïi \ n , n n sin 46° = sin (T + m ) T + Ï8 0 COflT
ou

sin 46° »  - ^  +  " T ^ î îô = 0'7°71 +  0,7071-0,0175 =0,7194.

E x e m p l e  3. Si l'on pose x =  0, Ax =  a  dans la formule (7), on a l'éga
lité approchée

sin a  »  a .

E x e m p l e  4. Si /  (x) =  tg x, nous avons en vertu de la formule (6) 
l'égalité approchée:

tg (x -h Ax) «  t g z + - J L - A xf 

pour x =  0, A i = a  nous avons :
tg a  «  a.

E x e m p l e  5. Si /  (x) =  V** il vient de la formule (6) :

y* f Ax» V*+ —2 y z
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Posant x = l ,  Ax — a  on a l*agalité approchée:

V i  +  a * l + j O .

Le problème de calcul de la différentielle est équivalent à celui 
de la dérivée, puisque en multipliant cette dernière par la diffé
rentielle de la variable indépendante, on obtient la différentielle 
de la fonction. C’est pourquoi la majorité des théorèmes et formules 
relatifs à la dérivée sont valables pour la différentielle. Par exemple : 

La différentielle de la somme de deux fonctions différentiables u et 
v est égale à la somme des différentielles de ces fonctions:

d {u -f- i;) =  du +  dv.

La différentielle du produit de deux fonctions différentiables u et 
v est donnée par la formule :

d (uv) =  u dv +  v du.
Démontrons, par exemple, la dernière formule. Si y =  uvf alors

mais 

d où

dy = y' dx — (uv' +  vu') dx — uv' dx -f- vu' dx.

v' dx =  dv, u' dx = du,

dy = u dv +  v du.
D’une manière analogue on pourrait démontrer également d'au

tres formules, par exemple, celle de la différentielle du rapport 
de deux fonctions:

u
si y =  — ,

v
alors dy = vdu — udv

?

Voici quelques exemples de calcul de la différentielle.

E x e m p l e  6. y =  tg*x, dy =  2 lg x cos2 x dx.

E x e m p l e  7. y =  V *  H-Logx, dy =  - 1 .» — dx.
2 y i +  Logx *

Déterminons la différentielle d ’une fonction composée. Soit: 
y = f  (a), u = cp (x) ou y = f  Icp (x)|.

En vertu de la règle de dérivation des fonctions composées 

Par conséquent,
dy =  f'u (u )y\x)dx .
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Mais <p' (x) dx — du, d’où
dy =  / ' (iu) du.

Ainsi, la différentielle d'une fonction composée s'exprime de la 
même manière que si la variable intermédiaire u était une variable 
indépendante. En d’autres termes, la différentielle d'une fonction 
f  (x) ne dépend pas du fait que x est une variable indépendante ou une 
fonction d'une autre variable. Cette propriété importante de la diffé
rentielle qui consiste dans l'invariance de la différentielle sera large
ment utilisée par la suite.

E x e m p l e  8. Soit la fonction j/ =  sin V *- Calculer dy.
S o l u t i o n .  Mettons cette fonction sous la forme d’une fonction composée

0 = s in  u. =V*.
nous trouvons :

dy =  cos u —~j=r dx ;2 y*
mais ------— dx =  du% on peut donc écrire2 Y x

dy=cos  u du et dy =  cos Ç\/x) d (V x ).

§ 21. Interprétation géométrique de la différentielle
Considérons la fonction

» =  /(* )
et la courbe correspondante (fig. 86).

Prenons sur la courbe y =  /  (x) un point arbitraire M  (x, y) et 
menons la tangente à la courbe en ce point. Désignons par a l ’an

gle *) que cette tangente forme avec l ’axe des x positifs. Donnons 
à la variable indépendante x un accroissement Ax ; alors, la fonction

*) En supposant que la fonction /  (x) a une dérivée finie au point x, on
, R 

a ^"2*
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subit mi accroissement A y =  NM X. Aux valeurs x +  Ax, y +  Ay 
correspond sur la courbe y = f  (x) le point M t (x +  Ax, y +  Ay). 

Ou déduit du triangle M NT  que

puisque

alors

N T  -  MN  t g a ;

tg a  — f  (x), MN  — Ax, 

N T  =  / '  (x) Ax;

mais en vertu de la définition de la différentielle / ' (x) Ax =  dy. 
Ainsi,

N T = dy.

Cette dernière égalité exprime que la différentielle de la fonction 
f  (x) correspondant aux valeurs x et Ax es/ égale à V accroissement de 
Vordonnée de la tangente à la courbe y =  /  (x) au pom/ x donné. 

Il vient directement de la figure 86 que
= Ay — dy.

D'après ce qui a été démontré antérieurement nous avons:

quand Ax—>-0.
NT

Il ne faut pas penser que l'accroissement A y est toujours plus 
grand que dy. Ainsi, sur la figure 87

A y =  M XN , dy =  A7\ mais Ay <  dy.

§ 22. Dérivées de différents ordres
Soit y =  /  (x) une fonction dérivable sur le segment (a, 61. Les 

valeurs de la dérivée f  (x) dépendent généralement de x, en d’autres 
termes l a  d é r i v é e  / ' ( x ) e s l  a u s s i  u n e  f o n c t i o n  
d e  x. En dérivant cette fonction nous obtenons la dérivée seconde 
de la fonction /  (x).

La dérivée de la dérivée première est appelée dérivée du second 
ordre (dérivée secondé) ou dérivée d'ordre deux de la fonctiou initiale; 
on la désigne par le symbole y” ou f ” (x) :

=  (*).
Ainsi, si y =  x6, alors

y' =  5x*; y0 =  (5 x4)' =  20x*.
La dérivée de la dérivée seconde est appelée dérivée du troisième 

ordre (dérivée troisième) ou dérivée d'ordre trois ; on la désigne par le 
symbole yT ou f ” (x).
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Plus généralement, on appelle dérivée du nième ordre (dérivée 
nième) ou dérivée d'ordre n de la fonction /  (:r) la dérivée (du premier 
ordre) de la dérivée d’ordre (n — 1); on la désigne par le symbole
y <n> Q ll f < n ,  ^  .

yM = (y ( n ^  =  f,n)(x)

(L’ordre de la dérivée est mis entre parenthèses pour éviter toute 
confusion possible avec l’exposant indiquant la puissance à laquelle 
cette fonction est élevée.)

On désigne également les dérivées d’ordre quatre, cinq, etc., 
à l ’aide des chiffres romains : yIV, yv. yv*, . . . Dans ce cas, il est 
inutile d’employer les parenthèses. Par exemple, si y — x6, alors 
y ' — 5tf\ y" =  20j?, ym GOj2. yIV ~  y(4> — 120r, — y(S} —
=  120, y<6> -  y<7j =-• . . . -- 0.

E x e m p l e  1. Soit donnée la fonction y — e*x (A* =  const). Trouver 
l'expression générale de la dérivée d’ordre n.

S o l u t i o n ,  y* — ke*x, y* — A2e**, . . ., y<nt =  kn e*x.

E x e m p l e  2. y =- sin s . Trouver y'nK
S o l u t i o n .

^ : -  to s j  --sin 1 ,

jT-- —s in x ^ s in  | j  j 2-^-) , 

ym-- — cosx —sin { 3 — J f 

î/,v  sin je =  sin f  4-^-J *

yito — sin (* .

On obtient d’une manière analogue les formules donnant la 
dérivée nième de certaines fonctions élémentaires. Le lecteur calcu
lera facilement la dérivée n1ime des fonctions y = x*, y =  cos x , 
y =  Log x.

Les règles indiquées dans le3 théorèmes 2 et 3 du § 7 peuvent 
être aisément étendues au cas général des dérivées d’ordre n.

En particulier, nous trouvons les formules :

(u +  v)M =  uM +  vin\  (<Cu)M =  Cuin\

Nous allons établir la formule (dite formule de Leibniz) qui 
permet de calculer la dérivée n'èm* du produit de deux fonctions
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u (x) v (x). Pour obtenir cette formule calculons successivement les 
dérivées premières afin d'établir la loi générale qui donne la dérivée 
d ’un ordre quelconque ni

y — uv,
y' =  u'v +  uv\
y* =  u” v +  u'v' +  u'v' +  uv* =  u*v +  2u'v' +  uv*, 
ym =  um v +  u V  +  2u*v' +  2 u V  +  u'v* +  uxT =

=  umv +  3 u*v' +  3 u'v* +  u if, 
y™ = u™v +  4 u V  +  6 uv* +  4 u V  +  uv™.

Nous voyons que la loi de formation des dérivées est valable pour 
les dérivées d’ordre quelconque et s'énonce ainsi : il faut développer 
l’expression (u +  v)n par la formule du binôme de Newton et rempla
cer dans le développement les exposants de u et de v par les ordres 
correspondants des dérivées; en outre, les exposants zéro (u° =  
=  =  1) qui entrent dans la composition des termes extrêmes du
développement doivent être respectivement remplacés par les fonc
tions u ou v (c’est-à-dire par les « dérivées d’ordre zéro ») :

yin)=  (uv)M == u<n)i; -J- na(n~’,V  +

■ r c . f o - ^ - y
1-2

+  • • • +  ui/n).

C’est précisément la formule connue sous le nom de formule de Leibniz.
La démonstration rigoureuse de cette formule est basée sur la 

méthode d’induction (c’est-à-dire, en supposant que la formule est 
vraie pour l’ordre n, on démontre qu’elle l ’est encore pour l ’ordre 
n +  1).

E x e m p l e  3. î/ =  e«*x2. Calculer la dérivée y*1».
S o l u t i o n .

u =  e**. v =  x*t
u' — ae**. v* —2zt
w* =  a*^*, y" =  2,

a’neax% vm •II>n

y i n y  =  a n e a x x 2 _|_ n a n ~ 1 e a x - 2 x  +  n -̂  n ^  a n ~ i e ^ x - 2,
1*2

ou
yi n) s x  eax [ a n * 2 _|_ 2m z” - l £  n  __  \  )  a n - 2 ] .
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§ 23. Différentielles de différents ordres
Soit y =  /  (x) une fonction de la variable indépendante x . La 

différentielle de cette fonction
dy =  f  (x) dx

est une fonction de x , mais seul le facteur f  (x) dépend de x; le 
second facteur dx est l’accroissement de la variable indépendante x 
et ne dépend pas de la valeur de x . Puisque dy est fonction de x, 
nous sommes en droit de considérer la différentielle de cette fonction.

On appelle différentielle seconde ou différentielle d'ordre deux 
d'une fonction la différentielle de la différentielle de cette fonction, 
on la note d?y:

d (dy) = tPy.
Déterminons l ’expression de la différentielle seconde. En vertu de la 
définition de la différentielle nous avons :

d?y = \ f  (X) dxV dx.
Puisque dx ne dépend pas de x, nous pouvons sortir dx de dessous 
le signe de la dérivation et nous avons :

<Py — f" (x) (dx)3.
Il est d'usage d'omettre les parenthèses quand on note le degré de la 
différentielle. Ainsi, on écrit dx2 au lieu de (dx)2 en ayant en vue 
le carré de dx; au lieu de (dx)8 on écrit dx3, etc.

De même, on appelle différentielle troisième ou différentielle d'ordre 
trois la différentielle de la différentielle seconde :

(Py = d (d?y) =  \f” (x) dx2!' dx =  fm (x) dx3.
Plus généralement, on appelle différentielle niime ou différentielle 

d'ordre n la différentielle première de la différentielle d’ordre (n — 1) :
dny =  d (dn~ty) =  [/(n~,) (x) dxn -1]' dx,

dny =  f n)(x)dxn. (1)
Les différentielles de différents ordres permettent d’exprimer les 
dérivées d’ordre quelconque sous forme du rapport des différentiel
les des ordres correspondants :

/•<*, = nM-S '“«-S (2)

R e m a r q u e .  Il faut noter, toutefois, que les formules (1) et 
(2) (pour n >  1) ne sont valables que dans le cas où x est une variable 
indépendante. En effet soit donnée une fonction composée

y =  F  (u), u =  q> (x). (3)
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Nous avons vu que la différentielle du premier ordre possède une 
forme invariante, indépendamment de ce que u est une variable 
indépendante ou une fonction de x

dy =  F u (w) du. (4)
La seconde différentielle et les différentielles suivantes ne possè

dent pas cette propriété.
En effet nous obtenons en vertu de (3) et (4)

cfy= d(F 'u (u) du).

Mais ici du = q/ (x) dx dépend de x, de sorte que nous obtenons
dzy =  d (F'u (u)) du +  F'u (u) d (du),

ou
(Py =  F lu (u) (du)2 -f- F0U (u) cPu, où (Pu =  qf (x) (dx)2. (5)

On trouve d’une manière analogue cPy, etc.
E x e m p l e  1. Trouver dy et d*y pour la fonction composée 

y —sinu, u =  * l/ï.
S o l u t i o n .

du =  cos u — Î-— d:r =  cos u du.

Nous obtenons ensuite en vertu de la formule (5)
d*y— — sin u (du)2 -( cos u d2u — sin u(du)2 } cos u-u* (da:)* —

= - 8inM ( T i7 î ) 2,',ï)*+cos“ ( ~ l ? r ) {dx)*•

§ 24. Dérivées de différents ordres des fonctions implicites 
et des fonctions données sous forme paramétrique

1. Montrons sur un exemple concret comment il faut calculer les 
dérivées de différents ordres des fonctions implicites.

Supposons que la fonction implicite y de x est donnée par Léga
lité:

^ + £ _ 1 = 0 . <1,

Dérivons par rapport à x les deux membres de cette égalité, en con
sidérant y comme fonction de x :

2x , 2y dy A-
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d’où nous trouvons:

à ...
dx « y

(2)

Dérivons de nouveau cette dernière égalité par rapport à x  (ayant 
en vue que y est fonction de x) :

dy
ê y  b2 y ~ Xd i
d J y

dyRemplaçons ici la dérivée -£■ par son expression tirée de l'égalitédx
(2), nous avons :

£  y
dx2

ou, après simplification :
(fy
d /~

b2 x
,2 y + x ~ —b a y

b1 (aV  +  ùV)
a4y3

Il vient de l'équation (1) que
a*y* +  b2x? =  a* 62, 

et la dérivée seconde peut se mettre sous la forme:

(fy _ _ i _
dx2 d y 2

En dérivant cette dernière expression par rapport à x  nous trouvons
dPy
dx3

etc.

2. Calculons à présent les dérivées d’ordre supérieur d’une 
f o n c t i o n  d o n n é e  s o u s  f o r m e  p a r a m é t r i q u e .

Supposons que la fonction y de x soit donnée par les équations 
paramétriques suivantes:

=  <p(0, )
«=♦(0. J (3)

où la fonction x — <p (t) admet sur le segment W0i T I une fonction 
inverse / =  (x).
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Au § 18 nous avons démontré que, dans ce cas, la dérivée -r- estdx
donnée par la formule:

dy.
dx

dy
dt
dx

m

(4)

Pour calculer la dérivée d’ordre deux dérivons (4) par rapport 
à x  ayant en vue que t est une fonction de x  :

dy \  /  dy
f y = d '
dx? dx __

dt J  '  dt

Col; U llÇ  iU lIv v  1UII UC X •

( dy \  /  dy \
dt I _ d l  dt 1

f ) ~ *  Vf J

dt
dx

(5)

mais

± m

dy \  dx d (  d y \ _dy d f  dx \
dt I dt dt \ d t  )  dt d t \  dt /

dx d*y dy tPx
dt d? dt d? •

(£)’
dt_____l_
dx dx

~dT
En substituant ces dernières expressions dans la formule (5) nous 
avons:

dx dPy _dy S x
cfy dt d/2 dt d f

^  (t)*
On peut donner à cette dernière formule une forme plus compacte:

<?y _  <p' (<) Ÿ  (<) — V  (*) <p' (0
dx2 [<p '(*)]*

D'une manière analogue on peut trouver les dérivées
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E x e m p le .  Soit la fonction y de x exprimée par les équations paramé
triques suivantes:

x =  a cos t, y =  bsint.

Calculer les dérivées dx dx*
S o l u t i o n .

dx—  = - a s m t ; d*x— - = - a c o s t ;

— = 6 c o s t  ; d*y .  • , -S f = - f c s i n « ;

dy b cos t
dx ~  —asin t

d*y ( —asint)  ( — fcsin t )—(frcos t) (—a cos t) 
dx* ~  (—asin f)3

b 1 
a2 sin3 1

§ 25. Interprétation mécanique de la dérivée seconde
La distance s, parcourue par un mobile animé d'un mouvement 

de translation, s'exprime en fonction du temps t par la formule:

« =  /  (i)
Comme nous l'avons déjà vu (voir § 1, cb. III), la vitesse v d’un 

mobile à un instant donné est égale à la dérivée par rapport au 
temps de la distance parcourue:

Supposons qu'à l'instant t la vitesse du mobile est égale à v. 
Si le mouvement n’est pas uniforme, pendant l’intervalle de temps 
Af, compté à partir de l'instant t, la vitesse variera et subira un 
accroissement Av.

On appelle accélération moyenne, dans l'intervalle de temps Af, 
le rapport de l'accroissement de la vitesse Av à l’accroissement du 
temps Af:

Av
amor~ " J T ‘

On appelle accélération à Vinstant donné la limite du rapport de 
l'accroissement de la vitesse à l'accroissement du temps quand ce 
dernier tend vers zéro :

Af-M> A t
9—1162
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en d autres termes, l ’accélération (à l ’instant donné) est égale à la 
dérivée de la vitesse par rapport au temps :

dv

mais puisque v =  ^  , alors

___ d_ /  ds \ _
a ~ l û \ d i  )  =

c'est-à-dire que l'accélération du mouvement rectiligne est égale à 
la dérivée seconde de la distance par rapport au temps. Nous trou
vons de l’égalité (1) :

a  =  r  (t).

E x e m p l e .  Trouver N vitesse v et l’accélération a d’un corps en chute 
libre si le chemin parcouru s s’exprime en fonction du temps t par la formule :

+  (3)

où g =  9,8 m/s* est l’accélération de l’attraction terrestre et *0 =  s<=o la valeur 
de * à l’instant t =  0.

S o l u t i o n .  En dérivant (3) nous trouvons :

*=«* + »I#; (4)

il vient de cette formule que v0 = (v)t=*o- 
En dérivant de nouveau nous trouvons:

du d*s
a ~ n r =='~dï* e ’

Inversement, remarquons que si l'accélération d’un mouvement est constante et 
égale à g, alors la vitesse est donnée par la formule (4), le chemin parcouru par 
la formule (3) à condition que (v)*»* =  v0 et =  *0.

§ 26. Equations de la tangente et de la normale. 
Longueurs de la sous-tangente et de la sous-normale

Considérons la courbe d’équation
y  = / (*)•

Choisissons sur cette courbe un point M  (xu yt) (fig. 88) et écrivons 
l’équation de la tangente à cette courbe au point M, en supposant 
que cette tangente ne soit pas parallèle à l’axe des ordonnées.

L’équation de la droite passant par le point M  et de coefficient 
angulaire k est de la forme :

y — Pt — k (x  — zi).
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Pour la tangente (voir § 3),
* =  / ' (*,), 

donc l’équation de la tangente est :
V — V \ = f  M  (* — *0- 

Très souvent on est amené à considérer, outre la tangente, la nor
male à la courbe en un point donné.

D é f i n i t i o n :  On appelle normale à une courbe en un point 
donné la droite passant par ce point et perpendiculaire & la tangente 
en ce point.

Il découle immédiatement de 
cette définition que le coefficient 
angulaire kn de la normale est lié 
au coefficient angulaire kt de la 
tangente par la relation:

kt 9
kn== '

c’est-à-dire

K  =
f  (*«)

Par conséquent, lfé q u a t i o n  d e  l a  n o r m a l e  à la courbe 
y =  f  (x) au point M  fo , j/i) est de la forme :

y — y i = —t t ~t  (x—*«)•
/  (*t)

E x e m p l e  I. Ecrire l’équation de la tangente et de la normale à la 
courbe y =  z* au point M  (1 ; 1).

S o l u t i o n .  Comme y9 =  3a*, le coefficient angulaire de la tangente est 
égal à =  3.

Par conséquent, l’équation de la tangente est :
y — 1 =  3 (x — 1) ou y =  3x — 2.

L’équation de la normale est :

y—1 = —j ( x— *)

(voir fig. 89).

La longueur T du segment QM (fig. 8 8 ) de la tangente, compris 
entre le point de tangence et Taxe Oz, est appelée longueur de la 
tangente.

La projection du segment QM sur l’axe Ox, c’est-à-dire le seg
ment ÇP, est appelée la sous-tangente. On désigne par ST la longueur

9
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de la sous-tangente. La longueur N  du segment M R  est appelée la 
longueur de la normale et la projection RP  de ce segment sur l’axe 
Ox la sous-normale. On désigne la longueur de la sous-normale par s„.

Trouvons les expressions de T r ST• -W, S N pour une courbe y =  
=  /  (a:) en un point donné M  (art, ÿi).

Il vient de la figure 8 8  que :

QP =  I yt ctg a  | = ÿl _  1 J/i_
tg a 1 Vt

d’ou:

Sj> y\. •
Vt

T = + i _1 . 2 
y» yt

On trouve également:

d t ^ou :
7, /î  =  l i / ,tg a | =  |yry ; |,

SN =  | ytÿj |,
Ar =  V yî +  (î/,y;)2= | y ,  V l  +  j/i2|.

Ces formules ont été établies en supposant yt >  0, y\ >  0 ; 
cependant elles sont aussi valables dans le cas général.

E x e m p l e  2. Trouver l'équation de la tangente et de la normale, la 
longueur de la tangente et de la sous-tangente, la longueur de la normale et de 
la sous-normale à l'ellipse :

x =  a cos £, y =  b sin t

au point M (x f, yi) pour lequel £ = -j-  (fig- 90)-

(1)
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S o l u t i o n .  Il vient de l'équation (1) que
dx . , dy . a dy b . A /  dy \  b-5r =  - « 8.n t ;  -jj- =  bccat;  - £ = _ - c t g l ;   — ■

Calculons les coordonnées du point de tangence AT:

L'équation de la tangente est :
b

V 2 Mr)
ou

bx-\-ay—ab 1/2 =  0. 
L'équation de la normale est :

bU- 1/2
ou

(ax—by) 1 /2 —a* |̂-fc1= 0 .
Les longueurs de la sous-tangente et de la 90us-normale sont respecti

vement :
b

S T = V 2 a
ÿ î ;

Les longueurs de la tangente et de la normale sont : 
b 

1 /2T = i-i —  Va»+ 6*;
V2

K - \ y s V , + ( - T ) ' \ - ^ y ^ -V 2

§ 27. Interprétation géométrique de la dérivée 
. du rayon vecteur par rapport à l'angle polaire

Soit
P =  /  (0) (1)

l'équation d’une courbe en coordonnées polaires. On a entre les 
coordonnées polaires et les coordonnées cartésiennes les relations:

x  =  p cos 0 , y =  p sin 0 .
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En remplaçant dans ces dernières formules p par son expression en 
fonction de 0  tirée de l ’équation (1 ) nous avons:

x=f (Q)c  ose, 1

y =  f(fysinQ. J ' '
Les équations (2 ) sont les équations paramétriques de la courbe 
considérée; le paramètre est ici l ’angle polaire 0  (fig. 91).

Désignons par «p l ’angle formé par la tangente à la courbe au 
point M  (p, 0) et le sens positif de l’axe des x ; nous avons :

Désignons par \i l ’angle formé par le rayon vecteur et la tangente. 
Il est évident que p =  q> — 0,

^ = i i v _ t g e
1  +  tg <p tg 0

Remplaçons dans cette dernière formule tg <p par l ’expression (3) 
et après transformation nous avons:

(p# sin 0  pcos0 )cosO — (p'cosO — psinO) sin 0 ___p_
tgp  = (p'cosO — p sin 0 )cos0  +  (p' sin 0  +  pcos0 )s in 0  p'

ou
pê =  P ctg p.. (4)

Ainsi, la dérivée du rayon vecteur par rapport à l’angle polaire 
est égale à la longueur du rayon vecteur multipliée par la cotangente 
de l ’angle formé par le rayon vecteur et la tangente à la courbe au
point considéré.

E x e m p l e .  Montrer que la tangente à la spirale logarithmique

P =  *û6
coupe le rayon vecteur sous un angle constant.

S o l u t i o n .  Il vient de l'équation de la spirale:
p' =  ae°®.

En vertu de la formule (4) nous avons: 
o*c t g p = — •—«, c ’est-à-dire \i =  arc ctg a =  const.



EXERCICES 135

Exercices
Trouver la dérivée des fonctions en se servant de la définition de la dérivée :

fl. y = x 3. Rép. 3x2.

3. i f = y i .  Rép. .
2  yx

5. y =  sin2x. Rép. 2 sinxcosx.

2. y =  \ -  Rép. —

4. r=r. Rép.
yx 2x "]/*

6. y =  2x2—x. Rép. 4x—1.
Trouver les tangentes des angles formés par les tangentes aux courbes et 

l ’axe des z  positifs :
7. y =x*. a) Pour z = l .  Rép. 3. b) Pour x =  — 1. Rép. 3; construire le 

graphique.

8. y =  — . a) Pour Rép. —4. b) P o u r x = l. Rép. —1 ; faire le dessin.
X A

9. y =  ~[/x pour x=*2. Rép. .
4

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
flO. y --x«-f3x*— 6. Rép. y '= 4 x s+ 6 x . 11. y =  6x3—x2. Rép. y' =  l 8x2—2x.

x* x» , 5 x* 2 xx. Rép. y'a —b a —b
^  —X2 + l

. Rép. y' =

a-\-b a —b 
3x*—2x

- 1 .12. y =

13. y =

14. y =  2ax3 — -|-c. Rép. p/ =  6ox2— y - .

15. y =  &r7/* +  4x6/2 [ 2r. Rép. y' =  21x8/*+10xs/* ( 2.

16. y = V 3 * y  f ï  +  i - . Rép. V '= —— -----
* 2 V *  3 f  x* xi

3 (x |- l )* (x —t)17. y =  Rép. y' = ----------- --------
x 3/* 2 r 6/*

4o x m x2 , n2 f 1
18. y = ---- -------— =H— r -  ReP* y = ------i/i x fi2 x2 1 m

m 2x

1

2n*
x3 •

19. y =  f  x*—2 y * - f -5 .  Rép. —
a y *  y *

20. y .
f  *

21. y =  ( l -4 r S ) ( l - |  2r*). Rép. y '= 4 e ( l  (-3r-(-10x»).
22. y =  x(2x—l)(3x |-2). Rép. y' —2 (9x* +  x —1).
23. y =  (2x—1) (x*—6x-(-3). Rép. y' =  6x*—26x f  12.

* *  Rén 4x3(262-X2)
6 *—X* • nep*  ̂ ~y --

25. y =  ■a t-x Rép. y' = 2a

*• / W = T T ^ - R"p- =
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27.

28. x» +  2
x2~ x  —2 Rép. y' = x* — 2x9—6x2 —4x +  2 

( i » - i - 2)*
29. y — *p l(P —”0 * m—pgm

** P*  ̂ /«rm__s*mM
30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

jtm am ' r ' * (xm—am)*
y =  (2z* —3)*. Rép. =  8x(2x2- 3 ) .
y =  «*)*. Rép. y ^ lO x ^ -j-a -)4.

x
V*M a*'

a —3x

y = V :r* -f  a». Rép. y' — 

y =  ( a |x )  V a - z .  Rép. p' —

/" 1 -| x ,V =  \  j— Rep. p' =

2 ~\/a—x 
1

(1 — x) V l  — ** 
l+ 4 x 2p = ------, Rép. y   ; ------ —.

x V i i-** ** V (i+ ^)s

-X
2x2— 1

F =  f rx2 i-x-j-1. Rép. y' — 2x f  1
3l?(x* * * y l ) 2 

2
v= O+ f i ) 3, wp-

y =  \ /  x - \ - f  x (-V 5 . Rép. y' =

:[.+
2 j / * +  K V*

1

K - W J -2 K * + y i '  z y i /
y — sin2 x. Rép. y' — sin 2x.
j/ =  2sinx-}cos3x. Rép. y '=  2 cos x —3 sin 3x.

a

42. p =

p -^ tg (a x + 6). Rép. p' =  

sin x -. Rép. y' =

cos2 (ûx-t-6) * 
1

48.

1  - f  C O S X  .  *  “  1  +  cosx
y =  sin 2x«cos3x. Rép. y* =  2 cos 2x cos 3x «  3 sin 2x sin’3x. 
y  — ctg2 5x. Rép. ÿ  =  —10 ctg 5x cosec2 5x. 
y — t sin t h cos 1. Rép. y* =  t cos t. 
y =  sin3 /co s /. Rép. y '= s in 2 / (3cos2 / —sin2!).

a sin 2x
V  cos 2 x

r =  a sin8 -2-. Rép. =  a sin2 -y- cos -5-.

43.
44.
45.
46.

47. y =  a~\ cos 2x. Rép. y' =  —

49. y =
tg 4  +  c tg -

Rép. y' ~
2x cos x -f sin2 x {tg y  +  c t g y j

x2 sin2 x
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. Rép. y '=  2a sin8 cos
i

51. y — ~2 t^aXm R^p- y' =  tg zsec2z. 52. y =  Logcosz. Rép. yf =  — tgz.
2

53. y =  Loglgz. Rép. y ' = —.— 54.  y =  Logsin2z. Rép. y '= 2 c tg z .sin m

55. y =  ~ sec x ̂  y# — sinz-f-cosz.

“ • " " ‘' • / S a B '  “ p- ' - 5 Ï 7 -
57. Rép.

58. y = s in  (z-|-a) cos(z +  a). Rép. y* — cos 2 (z-(-o).

59. /  (z) =  sin (Log z). Rép. /' (z) — .

60. /(* ) =  tg(Log*). Rép. /' (*) =  flcl a (.^°8 x\  _

61. /(* ) =  sin (cos*). Rép. /'(*) =  — sin z  cos (cos 2).

62. r = y  tg»<p—tg«p f  <p. Rép. —  =  tg* y

63. /(z )  =  (zc tg z )2. Rép. f  (z) =  2z ctg z  (ctg z —z cosec2 z).

64. p=Log(a*-j-&). Rép. p'==— i _ .

65. p =  log0 (* * f l ) .  Rép.

W- y=:Lo8f=5* RéP- y '= T r^ 7 -

67- V =  log3(**—sin *). Rép. =

68. p =  L o g | ± ÿ .  Rép. V ^ j —  •

69. p =  Log(**4-*)- Rép. v' = — t L .

Qra_9
70. P =  Log(*®—2*4 5). Rép. , , ' = - 5̂ - ^ .

71. p =  *Log*. Rép. p' =  Log* |- l . 72. p=Log3x. Rép. y' =  ̂  ■ * .

73. p = L o g (* 4 -V l +  **). Rép. y' — . _ L = .
l/l- l-* *

74. p =  Log (Log*). Rép. p * - - ^ -̂ .

75. /(*) =  L o g ] / ^ | .  Rép. /'<*) =  — ?•

50. y =  a ^1—cos2*̂  J
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76. /(x )^ L o g j^ l _ 4 .  * . Rép. / ' ( x ) = -  2
y z i^ - i - ' r z  Vl-f-ar*

77.  p = V a «  • x * - a h o g a +  ̂ a'  +  - .  Rép. p' =  3 ^ ! ± £ i .

78. y =  Log (x ~\Zx* r a * ) - ^ X- -  — . Rép. y' =  ^ x̂ a .

CO SX  , 1 - . z  - 1
TO*»= - 2 i H ? r + T I - « l« - ï -  Rép* v =  sînST ’
e_ sinx , 1 f-sin*x
m  RéP- * — 2 cos8 z

i
81. y = ~  tg8x~L ogcosx . Rép. y' =  tg*x. 82. y =  e«x. Rép. y'^soea*.

83. y =  e**+*. Rép. p' =  84. p =  a*2. Rép. 2* a*2 Log a.
85. p =  7**+2*. Rép. p' =  2 (x -|-1) 7**+2* Log 7.

86. p =  cai~xa. Rép. p' =  -  2xc0,- x, Log c.

87. y =  <
2 1 /x

89. r =  a ^ * e. R é p - ^ f h0* ^ " » 0 .

90. p =  e * ( l—x*). Rép. p '= « * ( l—2x —x*).

M- »“ S ï t - Rép- p'= (T O j2 - 92* p=L i« t t W  Rép* y' “ ï “F«*'
X X  X X

93. p =  -J(«5 - e  "). Rép. p ' - - ( « ° h «  “)•

94. y — esin x. Rép. y* — «8,n * cos x.
95. y - -  a** nx. Rép. y' =  n c f e sec* nx Log a.

96. y =  ecos x sin x. Rép. y'rr«cos*(coSx—sin* x).
97. y =  e* Log sinx. Rép. y9 (ctgx-f Logsin x).

98. y =  zneslnx. Rép. y9 — z 17"1 esi“ * (n-j-xcosx).
1 1

99. y =  z x. Rép. y9 = z x (Logx-f- 1). 100. y =  x*. Rép. y9 =  z x X j  .

101. y ^ x Lo**. Rép. y9 =  z L° 8 x~ i LogzZ.

102. y =  ex*. Rép. y' =  ex* (1 -f Log x) xx-

103. J/- ( - ) ”*• ^ P . V' =  " ( - ) nX( l + ^ g - ) -

104. y =  xsln x. Rép. x̂ in x i - f  Logx cosxj .

105. y — (sinx)*. Rép. (sinx)*(Logsin x + x c tg x ) .
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106. y =  (sin x)tgx. Rép. y' =  (sinar)tgx (l>fseca x Logsinx).

<07. y = t g  . Rép. y' = 2e*

« + " ) •
1

108. y =  sin y i  — 2*. Mp. V' =  — CQS V l  _j__ 2* 2.
2 y  1 — 2*

<09. y =  10**®*. Rép. y' =  <Oxt**LoglO .

Calculer la dérivée des fonctions après les avoir logarithmées :

« 0  V -  1 / * ( * * + « >  B f o  „ , _ 1  { /  * ( * *  +  * )  / I  , 2 x _____ 2 _ \110. y - J /  • RéP- V - 3 y  V * + *a-|-< * —1 / *

r _  o + y y g = y  Rép. r, _  (* + < )» î ^ 2js v

x  / J .  _ J _______2 _ \
x V* +  1 ^ 4 ( * - 2 )  5 ( * - 3 > r

<1 2 . if =

113. v --

(* +  !)*
(* + 2 )s (*+3)«

V  (*—2 )*J  ̂(*—3)7

. Rép. y' = (* + l)(5 x * + 1 4 g + 5 )

. Rép. y' =

( * + 2)«(x |-3)*
— 161x«-f480tr—271 

60 ^ (x - l)®  V (* —2)7 (x—3)“> '
*«-(-**) „x , 1-4-3**—2x*

m - v =  i / ù i  ' p* y  -------- “ •
(1 - x *) 2

115. y =  x5(af-3x)S(a-2x)*. Rép. y '=  5x* (a +  3x)* (a -2x)(a*-t-2ax-12x*).

116. y =  arc s in — . Rép. y' =  -Vfl»—x* '
117. y =  (arcsinx)a. Rép. y' =  - ^ ^ = = ^ - .

118. y =  arctg(x*4-l). Rép. y’ =

2z 2119. y =  arctg-j— Rép. y' =  j q ^ -

# —2x
120. y= arc  cos (xa). Rép. y' =

arc cos x ,121. y —------------- . Rép. y =

y r = ^ ’
— (x +  V l — xaarc cos x)

122. y =  arc sin x-4-1
" y T

Rép. y' =

x* y  1 —xt 
1

y i —2x —x*

123. y =  x y û * ~ x * -h « 2arcsin — . Rép. y '=  2 Va* — xa.
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125. a =  a r c t g - ~ ^ - .  Rép, du 1 — au
1

du 1 -fu*
z *  +  i

126‘ V =  ̂ ’ aICtgT ^ *  Rép- ' - x * + x . +  l 

127. y = z a r c s in z . Rép. y '= a rc  sin z-
V ï= r*  •

128. /(z)=arccos(L og z). Rép. /' (z)=
« V l - L o g *  z  

coez129. /  (z) == arc sin V^in x. Rép. /' (z) = ---- = = __________
2 ‘V 'sinz—sins z

130,i. g =  arc tg j / ~ ^ ( 0 < x < n ) .  Rép.
earctg x

1 +
131. y =  <?arc tg x. Rép. p

1 -l-z* -
132. y =  arc tg - — . Rép. y' ̂**-(-*“*

. „ = x “ro8l“ *. Rép. ^ = J «reslnx j .»rC8inx_+  ^ Ix>gx^ j

cos z  __ J + 1  dans le 1er et le 4e quadrant. 
~~ \  —1 dans le 2e et lo 3e quadrant.

133

134. y =  arc sin (sin z). Rép. y '= - coszl
4135. y =  arc tg - - ^ - n z — . Rép. yf =   .3 |- 5 c o s z  r '  5 +  3cosz

136. y =  a r c t g - ? - + L o g | / ^ - .  Rép. y ’ =  ■
1

137. y =  L o g ( i ± f ) 4- ^ .a r c t g x .  Rép.

138. y =  ~ ^ 5~ + L o g  V l  I ** Harttgx. Rép. y' =  •

139. y = - L o g  1 +  1 1, 1 .  2x —1. _ i— - — 7=- arc tg---- — Rép. y' — , .
Vx>—x + 1  1 /3  1 /3  * •+ *

14° - y= L og  ! - x  v K »  + 2 arctgT j | -  Rép- « ' ' - j + â -
z2n_j

141. y —arc cos Rép, 2n | z  |w
Z*n |-1 " z (z2n-|-1)

D é r i v a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s
du

Calculer , si :dx
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« 5 .  y3—3y-f 2 « = 0 .  Rép. ^ - = 3^ ^

146. i  +  y " L A  Rép. i g U - j / I .

147. z3 +  y3 =  o3. Rép. =  — \ f  - j -

148. y*—2*y-(-6* =  0. Rép. -^ -= -  9dx y —x

149. xS-f-y3—3oxy =  0. Rép. •—~ =  ^~— — -" r dx y2—ax

150. y =  cos(*-|-y). Rép. $ - =* '  ̂ dx l  +  sin(x-|-y)
151. cos(xy) =  x. Rép. t + y sm (*F)

x sin (xy)

Trouver ~ ~  pour les fonctions données sous forme paramétrique : dx

152. x =  ocosf, y =  6 sint. Rép. ctgf.

dy t153. x =  a (f—sin£); y =  « ( l —cost). Rép. -^- =  ctg — .

154. x =  a cos3 1 ; y =  6 sin3 t. Rép. tg f.

155. x= 3at
1 -M2 5

y = 3al* Rép. dy 2 /
dx 1 — I* ’

du156. u = 2Logctg*, u =  tgs-}-ctgr. Montrer que -j—=  tg2smdv
Trouver les tangentes des angles de pente des tangentes aux courbes :

157. x = c o s t, y =  s in t au point x —— g*, y- V3 Faire le dessin.

Rép.
V 3 ‘

1 / 3158. x —2 cos t, y —sin i au point x =  1, y = — Faire le dessin.

Rép.
2  y 3 •

159. x =  u (t—sin /), y =  a ( l —cos f) p o u r F a i r e  le dessin. Rép. 1.

160. x — a C068 1, y =  asius t pour t =  -^-. Faire le dessin. Rép. —1.

161. Un corps lancé dans le vide sous un angle a  avec l ’horizon décrit sous 
l ’effet de la pesanteur une trajectoire (parabole) dont les équations para-gt*
métriques sont : x = (u 0cosa) t, y =  ( i ^s i na) t — (g =  9,8 m/sa). Pour
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a  =  60°, i>o =  50 m/s, déterminer la direction du mouvement aux ins
tants :
1) f =  2 s ;  2) 1 =  7 s. Faire le dessin. 
Rép. 1) tgcpi =  0,948, ç i =  43°30/ ;
2) tg<p*=-1 ,0 1 2 , cpj — + 134°7'.
Calculer les différentielles des fonctions suivantes :

162. y =  (a2—x2)3. Rép. dy = —lOtr (a2—x2)* dx.

163. y = y î + ï * .  Rép. tfy = — - .
T 1 +  *2

164. y = - ~  tgSX'f-tgx. Rép. dy= sec*xdz .

165- U -  +  LogO ~ *)• RéP-
Calculer les accroissements et les différentielles des fonctions :

166. y =  2x*—x pour x = l ,  Ax =  0,01. Rép. Ay=0,0302, rfy =  0,03.
167. Soit y =  x3-\~2x. Calculer Ay et dy pour x = —1, Ax=0,02.

Rép. Ay =0,098808, dy =  0,l.

168. Soit y = s in  x. Calculer dy pour , Ax =  -~ - . Rép. d y = - ^ - =

=0,0873.
l / 3  1169. Connaissant sin 60 °= -*g—= 0,866025; cos 60°=* y ,  calculer la valeur

approchée de sin 60°3' et sin 60°18'. Comparer les résultats obtenus avec 
les données des tables. Rép. sin 60°3' »  0,866461 ; sin 60°18' ^  0,868643.

170. Trouver la valeur approchée de tg45°4'30". Rép. 1,00262.
171. Connaissant logio 200=2,30103, calculer la valeur approchée de 

logio 200,2. Rép. 2,30146.
D é r i v é e s  de d i f f é r e n t s  o r d r e s

172. y — Sx3—2x*'|-5x—1. Calculer y*. Rép. 18x—4.

42 ~
173. y =  ̂ x». Calculer y". Rép. j ^ x  5 .

174. y= z« . Calculer y<«>. Rép. 6 !.

175. y = - ~ ^ .  Calculer y". Rép. n C

176. y =  l / a a— x*. Calculer y*'. Rép.

177. y =  2 V i .  Calculer y<«. Rép. —

(a2 — x3) V a * — x3 
15

81/Ï7'
178. y =  ax*-f bx-\-c. Calculer ym. Rép. 0.

179. /  (x) =  Log (x -f-1). Calculer / I v (x). Rép. — ̂  ^ 4

180. y = tgz. Calculer y*. Rép. 6 sec4x —4sec*x.
181. y =  Log sin x. Calculer y”. Rép. 2 ctg x cosec2 x.
182. / (x) =  V sec 2x. Calculer f  (x). Rép. /" (x) =  3 [ / (x)l« —/(x).
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183. Calculer (z). Rép. 7 r 4 1 ,1— x ' ^ (1 — x)*

184. p=(p*-f a*)arctg-^-. Calculer Rép.
4a*

(ai +  ÿ)«-
x — * j a

185. p = - | ( « “ +  « °). C a lc u le r -^ - . Rép.

186. j/=  cos or. Calculer y,n>. Rép. a" cos ^ax+ n —

187. p =  a*. Calculer y<">. Rép. (Loga)n ax.

188. p =  L cg (l+ * ). Calculer p<">. Rép. ( —l)n -i

189. Calculer *<«>. Rép. 2 ( - l ) " ^ - - —

190. p =  e*x. Calculer p<">. Rép. n).

191. y=ar*»-i Logx. Calculer p<">. Rép. - .

192. p = sin *x . Calculer p<n). Rép. — 2n"1 cos ^2x+-^- •

193. p = x s fn z . Calculer p<*>. Rép. xsin  n) — ncos ( x + ' ^ “ n

194. Si p= e* sin x, démontrer que p*—2p' +  2p=0.
d*u195. pa =  4flx. Calculer . Rép. 4aa 

P® ’
196. Mr*+ a*y*= o*6*. Calculer - 0 -  et Rép. b« 36*x

fl*y3 * *

197, x* +  p*=r*. Calculer Rép. —

198. p*—2xp=0. Calculer . Rép. 0.

199. p=tg(cp-bp). Calculer Rép. ^ »

200. sec (p-cosp =  C. Calculer-^—- . Rép. ***■ -  »

201. e * + * = e v + y . Calculer — . Rép. •

202. !/* + !* —3 « ir = 0 . Calculer . Rép. —  -.dx* r (p*—ox)3

203. x = a (f—sin t), p = a ( l — cost). Calculer . R é p . --------------4
4«3in« ( ^ - )

dap204. x = a c o s 2/, p =  6sin8*. Montrer que - ^ |- = 0 .
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205. x — a cos f, y — a sin t. Calculer R ép .--------?dx* r  a* sin61

206. Montrer que d**
dz*n (shx) =  shx d2n+i

dr*«+i (shx) =  ch x.

E q u a t i o n s  de la t a n g e n t e  e t  de  l a  n o r m a l e .  L o n 
g u e u r s  de  l a  s o u s - t a n g e n t e  e t  de  l a  s o u s - n o r m a l e
207. Former l'équation de la tangente et de la normale a la courbe y =  xa— 

— 3x*—x +  5 au point M (3,2). Rép. La tangente Sx—y —2 2 = 0 ;  
la normale x~\- 8y—19= 0.

208. Trouver l 'équation de la tangente et de la normale, la longueur de la sous- 
tangente et de la sous-normale au cercle x8 +  y* =  r* au point M (xu yt).
Rép. La tangente xxt -f-yyt =  r2 ; la normale xiy —yix =  0 ; ST =  |“ | l

Sn = |*i|.
209. Montrer que le sommet de la parabole ya=4px coupe la sous-tangente en 

son milieu et que la longueur de la sous-normale est constante et égale à 
2p. Faire le dessin.

210. Trouver l'équation de la tangente au point A/(«i«yi): a) à l'ellipse
, J(L_4 Rén t Mi = 1 b) à l'hyperbole -îj-----f r  =  l-

**i VV\ i
a * 6*

211. Trouver l'équation de la tangente et de la normale à la courbe y =
gflS

=  4fl2 _l_ xi  au point où x = 2 a . Rép. La tangente x-f-2y=4a ; la nor

male y =  2x—3û.
212. Montrer que la normale à la courbe 3y =  6x —5x$, menée au point 

M ^1, , passe par l'origine des coordonnées.

213. Montrer que la tangente à la courbe ^^-|"Jn =  2 menée au point

A/(«f 6 )est-î-+ -g -= 2 .

214. Trouver l'équation de la tangente à la parabole y* =  20x qui forme un 
angle de 45* avec l ’axe Ox. Rép. y =  x +  5 [au point (5, 10)).

215. Trouver les équations des tangentes au cercle x* +  y* =  52 qui sont 
parallèles a la droite 2x +  3y =  6. Rép. 2x +  3y ±  26 =  0.

216. Trouver les équations des tangentes à l'hyperbole 4x* — 9w* =  36, qui 
sont perpendiculaires à la droite 2y +  5x =  10. Rép. Il n*y en a pas.

217. Montrer que les portions de la tangente à l’hyperbole xy — m comprises 
entre les axes de coordonnées ont pour milieu le point de tangence.

2 2 2

218. Montrer que les portions de la tangente à 1 ’astroîde x3 +  y3 =  fl3 com
prises entre les axes de coordonnées ont une longueur constante.

219. Sous quel angle se coupent les courbes y® ax et y»»&*? Rép. t g a =
Loge—Logé 

l  +  Logfl«Logfe *
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220. Trouver la longueur de la sous-tangente, de la sous-normale, de la tan
gente et de la normale à la cycloîde x = a ( 0 —sinG), y = c ( l — cosO)
au point pour lequel 0 =  -—-. Rép. S T =  a ; SN = a \  f  =  f l ] /2 ;  N =  a ~\/2.

221. Calculer S Tt SNt T et N  pour l ’astroîde * =  4aces3 /, p —4a sin8 *.

Rép. £ T =  |4asin*tcos11 ; S N =  1 ; T =  4asin2 <; iV =
=  |4asin 2 t tg f  |.

222. y

P r o b l è m e s  d i v e r s  
Calculer les dérivées des fonctions : 

sinx
2cos2x

223. y =  arc sin ~ . Rép. = 1

224. y = arc sin (sin x). Rép. y9 --

| i |  V**—î
cos X

Icosxl

*“ ■ y = ï ^ f e p ’arctg( / i 5 t8 f ) (a> 0- 6> 0)-I/o*  

Rép. y' a +  bcosx'

226. y =  |x | .  Rép. =

227. y =  arc sin ~\/i — x* . Rép. y9 x 1
TïT y r ^ '

4
228. Il ressort des formules nr3 et s =  4nr* pour le volume et la sur

face de la sphère que-^»=*. Expliciter la signification géométrique de
O T

ce résultat. Trouver une relation analogue entre la surface du cercle et 
la longueur de la circonférence.

229. Dans le triangle ABC le coté a s ’exprime en fonction des deux autres 
côtés by c et de l ’angle A qu’ils forment par la formule a =  
— V&* f  r î— 2bc cos A. Quand les côtés b et c sont constants, le côté a
est fonction de l ’angle A. Montrer que — ha, où ha désigne la hau
teur du triangle correspondant à la base a. Expliquer ce résultat 
à l ’aide de considérations géométriques.

230. Utilisant la notion de différentielle expliquer la provenance des for
mules approchées a - f ~ ,  f  a3-f a - f - -^  » où |ô | est un
nombre petit par rapport à a.

231. La période du pendule est égale à T — n \ / l /g .  Quelle influence 
sur l 'erreur de calcul de la période T exercera une erreur de 1 % lors de la 
mesure: 1) de la longueur du pendule f ; 2) de l ’accélération de la pesan
teur g? Rép. 1) ^  1/2 % ; 2) ^  1/2 %.

10 1162
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232. La tractrice a la propriété qu'en chacun de ses points le segment de tan
gente T conserve une valeur constante. Démontrer cela en utilisant :
1) l'équation de la tractrice sous la forme

* = V a * _ y *  + -H. Log fl— Vflg—y2 
A-f Va2 —y2

(« >  0 ) ;

2) les équations paramétriques de la courbe
x =  a(Lpgtg(/2~f cos t)y y ~ a  sint.

233. Démontrer que la fonction y —C\trx -f-C^** vérifie l ’équation y”+ 3 ÿ  +  
+ 2 y = 0  (Ci et C3 désignent ici des constantes).

234. Démontrer les égalités y*=2z et —2y, si y ^ ^ s i n  x9 z =«*  cos x.
235. Montrer que la fonction p = sin  (m arcsinx) vérifie l'équation (1—x2) X 

X y"— xy' +  m fy = 0.

-  2 2
236. Démontrer que si (a +fex) «*=»zt alors x3 ^ x ^  —y J 2 •



Chapitre IV

THÉORÈMES RELATIFS AUX FONCTIONS 
DERIVABLES

§ 1. Théorème relatif aux racines de la dérivée 
(théorème de Rolie)

T h é o r è m e  d e  R o 1 1 e. Si la fonction f  (x) est continue 
sur le segment [a, 6 ], dérivable en tout point intérieur du segment et 
s'annule aux extrémités de ce segment \f (a) = f  (b) =  0 Jt alors il 
existe au moins un point intermédiaire x  =  c, a <  c < 6 , oà la déri
vée f  (x) s'annule, c'est-à-dire / ' (c) =  0  *).

D é m o n s t r a t i o n .  La fonction f  (x) étant continue sur le 
segment [a, b], elle atteint au moins une fois sur ce segment sa borne 
supérieure M  et sa borne inférieure m.

Si M  =  m, la fonction /  (x) est constante, c’est-à-dire que pour 
toutes les valeurs de x la fonction a une valeur constante /  (x) =  0 . 
Mais alors, en tout point du segment, nous aurons / ' (x) =  0 et le 
théorème est démontré.

Supposons que M  m. Dans ce cas l’un au moins de ces nombres 
est différent de zéro.

Supposons pour fixer les idées que M  >  0 et que la fonction 
atteint sa borne supérieure M  au point x =  c, c’est-à-dire que 
f (c) =  A/. Remarquons, à ce propos, que c est distinct de a et de fc, 
car en vertu de l ’hypothèse /  (a) =  0  =  f  (b) ; /  (c) étant la borne 
supérieure de la fonction f  (x), /  (c +  Ax) — f  (c) ^  0 aussi bien 
pour Ax positif que pour Âx négatif.

Il en résulte que:
/(c  + A x )—/(g )^ c 

A x

f ± ± M = M > 0

pour A :c>0, 

pour A * < 0 .

(!')

( 1")

Etant donné que les conditions du théorème impliquent l ’exis
tence de la dérivée au point x — c, nous avons en passant à la limite 
pour Ax~+ 0 :

lim — liSÏ — f  (c) ^ o  pour A at>0,
ax-*o Ax

lim A*)— f  (c) ^  o pour A x <  0.
Ax-M) A x

10*

*) Le nombre c est appelé racine de la fonction <p (z) si <p (c) =  0.
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Mais les inégalités f  (c) ^  0 et / '  (c) ^  0 ne sont compatibles 
que dans le cas où f  (c) =  0. Par conséquent, nous avons prouvé 
Pexistence d’un point c intérieur au segment [a, b] tel qu’en ce 
point f  (a:) s’annule.

Le théorème de Rolle admet une interprétation géométrique 
simple : si une courbe continue ayant une tangente en chaque point

coupe l ’axe Ox aux points d’abscisses a et b, il existe sur cette courbe 
au moins un point d’abscisse c, a <  c <  6 , tel que la tangente en ce 
point est parallèle à l ’axe Ox.

R e m a r q u e  1. Le théorème reste valable pour une fonction 
dérivable qui ne s’annule pas aux extrémités, du segment [a, fcj, 
mais prend en ces points des valeurs égales /  (a) =  /  (fc) (fig. 92). 
Dans ce cas la démonstration est identique à la précédente.

R e m a r q u e  2. Si /  (a:) est une fonction telle que sa dérivée 
n ’existe pas en certains points de l’intervalle ouvert (a, 6 ), alors le 
théorème peut cesser d’être vrai (c’est-à-dire que dans ce cas il 
peut ne pas exister sur l’intervalle fermé [a, fc| un point intermédiai

re c où la dérivée / '  (x) s’annule).
Par exemple, la fonction

y =  f ( x ) =  1 — V  7?
(fig. 93) est continue sur le segment [—1, IJ 
et s’annule aux extrémités du segment; 
toutefois, la dérivée

r ( x ) = ~ ï V I
Fig. 94

ne s’annule pas à l’intérieur de ce segment. Cela provient du fait 
qu’à l’intérieur de ce segment il existe un point * =  0  où la dérivée 
n’existe pas (elle devient infinie).

Le graphique représenté sur la figure 94 donne également un 
exemple de fonction dont la dérivée ne s’annule en aucun point du 
segment [0 , 2 1 .
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Les hypothèses de validité du théorème de Rolle ne sont pas 
non plus remplies pour cette fonction, car au point x  =  1 la dérivée 
n’existe pas.

§ 2. Théorème des accroissements finis 
(théorème de Lagrange)

T h é o r è m e  d e  L a g r a n g e .  Si la fonction f  (x) est con
tinue sur le segment (a, b J et dérivable en tout point intérieur de ce 
segment, il existe alors au moins un 
point c, a <  c <  fc, tel que

f ( b ) - f  (a) =  / '  (c) (b -  a). (1 )
D é m o n s t r a t i o n .  Désignons 

par Q le nombre —— ^  ̂—
dire posons

b —a

/  (ft) — /  (fl)

c’est-à-

=  —  " 7- <2> b — a
Considérons la fonction auxiliaire 
F (a) définie par l ’égalité :
F (x) =  /  (x) — /  (a) — (x — a) Q. (3)
Dégageons la nature géométrique de la fonction F (x). Pour cela, 
formons, tout d’abord, l’équation de la corde AB  (fig. 95) en ayant
en vue que son coefficient angulaire est égal à =  Q et queo — a
cette corde passe par le point (a ; /  (a)) :

d’où
y — f  (a) = Q ( x  — a).

ÿ — f  (o) +  Q{x — a).
Mais F (x) = f  (x) — [/ (a) -f- Q (± — a)]. Par conséquent, pour 
chaque valeur de x , F (x) est égale à la différence des ordonnées de 
la courbe y =  f  (x) et de la corde y =  /  (a) +  Q (x — a) pour les 
points de même abscisse x.

On voit aisément que F  (x) est continue sur le segment (a, b], 
dérivable dans (a, b) et s'annule aux extrémités de cet intervalle, 
c’est-à-dire F (a) =  0 et F (b) =  0. Par conséquent, les conditions 
de validité du théorème de Rolle sont remplies pour cette fonction. 
En vertu de ce théorème, il existe un point * =  c à l ’intérieur de ce 
segment tel que

Mais
F' (c) =  0.

F' (X) =  r  (x) -  Q.
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Donc,

d’où
F' (c) =  f  (c) -  Q =  0,

Ç = / '( c ) .
En substituant cette valeur de Q dans l ’égalité (2 ) nous avons :

(O

d’où l’on déduit immédiatement la formule (1). Ainsi, le théorème 
est démontré.

Pour dégager la signification géométrique du théorème de La
grange reportons-nous à la figure 95. D’après cette figure, on voit
que la grandeur est la tangente de l’angle o  que forme la
corde passant par les points A et B  d’abscisses a et b du graphique 
et l’axe positif des x.

D’autre part, / '  (c) est égal à la tangente de l’angle que forme la 
tangente à la courbe au point d’abscisse c et l ’axe positif des x. 
Ainsi, l’égalité (1') (ou l’égalité équivalente (1)) peut être interpré
tée géométriquement de la manière suivante : si la courbe admet une 
tangente en tout point de l’arc A B , il existe alors un point C entre A 
et B  tel que la t a n g e n t e  e n  c e  p o i n t  e s t  p a r a l 
l è l e  à l a  c o r d e  AB.

D’autre part, puisque c vérifie la condition a <Cc <  b, alors 
c — a <  b — a ou

c — a =  0  (b — a).
où 6  est un nombre positif compris entre 0  et 1 , c’est-à-dire

0  <  0  <  1 .
Mais alors,

c =  a -f- 0  (b — a)
et l’on peut mettre la formule (1 ) sous la forme:

/  (b) -  f  (a) =  (b -  a) f  [a 4  fl (b -  a)l, 0  <  6  <  1 . (1 *)

§ 3. Théorème de Cauchy 
(rapport des accroissements de deux fonctions)

T h é o r è m e  d e  C a u c h y .  Soient /  (x) et <p (x) deux fonc
tions continues sur le segment [a, b], dérivables dans (a, b) et soit 
q> (x) telle que ip' (x) ne s’annule en aucun point de (a, b) ; il existe 
alors un point x = c à l’intérieur de [a, bl, a <  c <  b, tel que

f ( b ) - f ( a )  _ f ( c )
<p (b) — q> (a) <p (c)

(1 )
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D é m o n s t r a t i o n .  Définissons Q par l'égalité :
(2)

<p (&) —<p (û)
Remarquons que q> (6 ) — <p (a) 0 , car dans le cas contraire q) (&)
serait égale à q> (a), ce qui entraînerait, en vertu du théorème de 
Rolle, que q>' (x) =  0 en un point intérieur du segment, ce qui con
tredit les conditions du théorème.

Formons la fonction auxiliaire:
F (x) =  /  (x) — /  (a) — Q I«p (x) — ç  (a)].

Il est évident que F  (a) =  0 et F (b) =  0 (cela découle de la 
définition de la fonction F (x) et du nombre Q). Notons que pour la 
fonction F (x) les hypothèses de validité du théorème de Rolle sont 
remplies. Nous pouvons donc conclure qu’il existe un nombre c entre 
a et b (a <  c <  b) tel que F' (c) =  0. Mais F '  (x) =  / '  (x) — 
— Ç(p' (x), par conséquent,

r  (c) = r  (c) -  cv (c) = o,
d’où

« p »
En substituant cette valeur de Q dans l'égalité (2), nous avons 

l'égalité (1 ).
R e m a r q u e .  Le théorème de Cauchy ne peut être démontré, 

comme on pourrait être tenté de le croire, en appliquant le théorème 
de Lagrange au numérateur et au dénominateur de la fraction

f ( b ) - f ( a )
«p (6 ) — <p (a)

En effet, en procédant de cette manière, nous obtiendrons (après 
avoir simplifié la fraction par b — a) la formule

f ( b ) - f ( a )  _  f  (c,)
<p (6 ) — <p (a) <p'(C2)

où a <  Ci <  fc, a <Z c2 <  b. Mais comme, en général, c{ c2, ce 
résultat ne permet pas d’obtenir le théorème de Cauchy.

§ 4L Limite du rapport de deux infiniment petits 
(vraie valeur des indéterminations de la forme

Soient /  (x) et <p (x) deux fonctions définies sur le segment [a, 6 ] 
satisfaisant aux conditions du théorème de Cauchy et s'annulant au 
point x  =  a de ce segment, c’est-à-dire /  (a) =  0  et q) (a) =  0 .
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/  ix\ f
Le rapport n’est pas défini au point x =  a, mais en tout autre

point x a, c'est une quantité bien déterminée. C9est pourquoi 
nous pouvons nous proposer de trouver la limite de ce rapport 
quand x-+ a. Le calcul de limites semblables s'appelle « calcul de la

vraie valeur des indéterminations de la forme -jj- » ; on dit aussi :

« lever 1*indétermination de la forme ».
Nous avons déjà eu affaire à un problème de ce genre, lors de

et du calcul des dérivées de certainessinxl’étude de la limite iim
oc-+0 x

fonctions élémentaires. L'expression s in i n’a pas de sens pour
sm je

x = 0, en d’autres termes, la fonction F (x) ---------n’est pas définiex
en ce point, mais nous avons vu que la limite de l'expression 
pour x -► 0  existe et est égale à 1 .

SlTiX

T h é o r è m e  ( r è g l e  d e  L' H o s p i t a 1). Soient f  (x) et 
cp (x) deux fonctions satisfaisant aux conditions du théorème de Cauchy 
sur un certain segment la, 61 et s'annulant au point x  =  a, c'est-à-dire

f 9 M
/  (a) =  cp (a) =  0. Si, en outre, la limite du rapport ■ existe

quand x-*~ a, alors lim existe et
X—Kl Ç M

* - o  <p(x) x - * a  < p »

« p »

D é m o n s t r a t i o n .  Choisissons un point x  ^  a arbitraire 
sur le segment [a, b]. En appliquant la formule de Cauchy, nous 
avons :

/ (* > - /(« )  n i )
V (*) — <P (a) V (£) ’

où g est un point compris e n t r e  a et x. Mais par hypothèse 
/  (a) =  cp (a) =  0 , par conséquent,

f(x) /(g )
<p(*) ç ( D

(i)
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Si x  a, g tend également vers <z, puisque £ est compris entre
f  fa:) f  (Q

x  et a. En outre, si lim \  =  A f lim existe et est égale
<P (x) V (w

à i4. Par conséquent, il est évident que

llm iS S -
x->o <p(r)

Ilm £ ie . _ U m X ® .
*-*« q>' (Ê) 9  fê)

lim
x-+a

/ »
9 »

— A,

et en définitive:

x->a <p(x) x-*a 9 '(* )

R e m a r q u e  1. Le théorème est valable également dans le 
cas où /  (2 ) et q> (2 ) n e s o n t  p a s  d é f i n i e s  au point x  =  
=  a, mais

lim/(a:) =  0 , lim<p(2 ) =  0 .
x-+a x-+a

Ce cas se ramène sans difficulté au précédent si Ton d é f i n i t  
les fonctions /  (#) et <p (x) au point x  =  a de sorte quvelles soient 
continues en ce point. Pour cela, il suffit de poser

f  (a) =  lim / (a;) =  0 ; q> (a) — lim q> (x) :
t x-*a x~+a

/(*)

0,

puisque évidemment la limite du rapport , quand x  a, ne 
dépend pas de la valeur de f  (x) et de <p (x) au point x = a.

R e m a r q u e  2. Si f  (a) =  <p' (a) =  0 et si les dérivées f  (x) 
et <p' (#) satisfont aux conditions requises pour la validité du théorè
me, nous pouvons appliquer de nouveau la règle de L’Hospital au 

/ '  (x)rapport ■ y- ^ ; nous en déduisons, par conséquent, la formule

9'(x) 9"(x)’ etc.

R e m a r q u e  3. Si q>' (a) =  0, mais f  (x) 0, le théorème
peut être appliqué au rapport inverse %-r \  , qui tend vers zéro pour

/ \x) f ( x \
x-+ a. Par conséquent, le rapport ■. tend vers l’infini.

Exem ple 1.
. .  sin5x (si&5x)' .. 5cos5x 5l im— — = lim ■ = h m ---- 5 =
*-*o *-►0 (3*)' x-»0
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E x e m p l e  2.

li m L08 ( l + x ) = i i | p _ L + £ _ = l
X - 0  X  JC -rO  1  1

E x e m p l e  3.

■ '--Cl - 2» ,  llm * + ~ - *  _  „ m - I I »  * a r r  , 1  _  2.
x—+ 0 I - 3 1 D  x x-*0 1 cos x  sina: x _ 0 cosx

Nous avons dû appliquer ici trois fois de suite la règle de L’Hospi
tal, puisque le rapport des dérivées premières, secondes et troisièmes
conduit à l’indétermination pour x  =  0 .

R e m a r q u e  4. La règle de L’Hospital peut également être 
appliquée dans le cas où

lim /(x) =  0  et lim <p (x) =  0 .

1En effet, posons# =  — ; nous voyons que z 0 quand x z
et, par conséquent,

l'is'd)-0- iirU) - 0

'£)

oo

Appliquons la règle de L'Hospital au rapport

vons:

lim l ^ L  =  lim

’ (t )*

/'(*)

nous trou-

=  lim •—r----- ,
x-*«> q>' (æ )

ce q u ’il fa lla it  démontrer. 
E x e m p l e  4.

lim
. k sin— 

x

X

k cos
: lim-

X -ta o 1
Z*

=  lim A; cos —=
x-*oo x
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§ 5. Limite du rapport de deux infiniment grands 
(vraie valeur des indéterminations de la forme g j

Considérons à présent le problème de la limite du rapport de 
deux fonctions /  (x) et <p (x) tendant vers l’infini quand x -> a (ou 
quand x oo).

T h é o r è m e :  Soient f  (x) et <p (x) deux fonctions continues et 
dérivables en tout point a au voisinage du point a ; la dérivée 
<p' (x) ne s'annule en aucun point de ce voisinage ety en outre,

lim /  (x) =  oo, üm<p(x) =  oo.
x-+a  x-»o

Si la limite

x-+a <jp (x)
A

existe, alors la limite lim
Jt-N Z

/(*)
<p(x) existe également et

x -*a  (jp (x) x -*a  (p (x)
=  A.

( i )

(2)

D é m o n s t r a t i o n .  Choisissons deux points arbitraires a  
et x dans le voisinage du point a de sorte que a  <  x <  a (ou a <  
< x < a ) .  En vertu du théorème de Cauchy nous avons:

/ ( * ) - / ( « ) _  f (c )  (3)
<p(*) —<p(a) q>'(c) ’

où a  <  c <  x. Transformons le premier membre de l ’égalité (3) :

i  /(«)
/ ( * ) - / ( « ) _  f(x) f(x) (4)

Ç(*) — <P(a) V(*) j <P(«)
<P(æ)

Nous déduisons des relations (3) et (4) :

i - Æ L
f (ç)  _ /(*) ;(*)
<p' (c) <P (x) 1 _  çp (ct) 

q>(x)
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D’où nous tirons:

/(*) f  (c)
q>(«)
q>(x) (5)

q> (x) <p (c) i  _  /(«)
/(*)

Il vient de la condition (1) que, pour e >  0 arbitrairement petit, 
on peut choisir a  suffisamment voisin de a pour que l’inégalité

f  (c) — A < e

ou

A — e < l ^ r < A + e  
q> (c) (6)

soit satisfaite pour tous les x =■ c, où a  <  c <  a. Considérons en
suite la fraction

4 (p(a)
V (*)

1
/(«)
/(*)

Fixons a  de sorte que l ’inégalité (6 ) soit satisfaite et faisons ten
dre x vers a. Puisque /  (x) —► oo et <p (x) -*• oo pour x-*- a, alors

t <P(«)

lim
x-+a

q>(x)

1
/(«)

=  1.

/(*)
et, par conséquent, pour tout e >  0  préalablement choisi, nous 
aurons pour tous les x  suffisamment voisins de a

<p(a)
1

1 -

ou

1  -
i  —e < -

<P(*)
/(«)
/(*)

<p(oQ
<p(*)
/(«)
/(*)

< C

< 1  + e . (7)



LIMITE DU RAPPORT DE DEUX INFINIMENT GRANDS 157fi 51

Multiplions les termes correspondants des inégalités (6 ) et (7), nous 
avons:

i  <p(«)

(A — ®) ( 1  — e) <  -----î ^ - < M + e ) ( l + e ) .
«P (c) l  /(«)

f(x)
et en vertu de l ’égalité (5)

M - e ) ( l - e ) < i ^ < ( 4 + e ) ( l + e).
<jp(x)

e étant arbitrairement petit quand x  est suffisamment voisin de <z9 

nous déduisons de ces dernières inégalités que

ou en vertu de (1 )

1 U n l® -  =  A
x-+a q>(x)

*-*-a (jp (x )  x-*a 9  (x )

G a q af ada
R e m a r q u e  1. Si dans les conditions (1) on pose A =oo, 

c’est-à-dire si
n m m = „ ,

x-*a cp (n)
i ’égalité (2) reste valable dans ce cas également. En effet, il vient 
de la relation précédente :

iim i Ë L = o.
*-o /  (x)

Alors, d ’après le théorème que nous venons de démontrer, 

x—a j  (x) x-*a f  (x)
d’où

l h n - ü ^ o o .
x-+a <p(x)

R e m a r q u e  2. Le théorème peut être aisément étendu au 
cas où x  oo. Si les limites lim /  (x) =  oo, lim <p (x) =  oo et

X-+OO  X - K D
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lim 4 ^ :  existe, alors
q>'(x)

/<*) / »lim ' vw/ — lim
x-+oo (p fe) x-+°o (pr (i) (8)

(«*)' .. e*lim v. ■ =  lim —  =  oo.
*-*> (*> —  i

On démontre cette proposition en effectuant le changement de va- 
1

riables x  =  — , de même que dans le cas de l ’indétermination de la

forme -|j- (voir § 4, remarque 4).

E x e m p l e  1.
l im —  -

OC—*00 x

R e m a r q u e  3. Attirons une fois de plus l ’attention sur le 
fait que les formules (2 ) et (8 ) ne sont valables que si la limite (fi
nie ou infinie) du second membre existe. Il peut arriver que la limite 
du premier membre existe, tandis que la limite du second membre 
n*existe pas. Voici un exemple. Soit à calculer la limite:

.. i  +  sin xlim ---- ---------- .
|  .T-*-» X

Cette limite existe et est égale à 1. En effet,

l lm z ± i i £ £ .  =  iim ( ,  +  J i £ ± )  =
x->«> X  x-+°° \  X  J

Mais le rapport des dérivées
(x -f- sin xY l-f-cosa:

( x )  1
ne tend vers aucune limite quand x  -j 

E x e m p l e  2.
ax2-\-b 

lim — -— T =  lun

=  1 -f- cos x

* oo, car il oscilie entre 0  et 2 .

2ax _  a
2ex ~~ c "

E x e m p l e  3.

tgxlim Q 
X“* 2

l im 
n 

’ 2

cos2 a:

lim

cos2 Sx 
2-3cos Sxsin Sx

>= lim

- T

1 cos2 3r
3 cos2 x

2 cos x sin x

_  i î -  3 sin Sx (—1)
-  ,ùnn - a n r - ( ï t — (ï)

=  lim

- f
(-

cos Sx 
cosx lim sin 3s 

sin x

1) ( - D  n
(îj— 3*
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Exe mpl e  4.

En général, pour tout entier n > 0

lim -^-=  lim -4 -= 0 .
^  X - * a o  ^

lim -=-= lim —-— =  ... =  lim —----- zr------ = 0.

Les autres cas d'indétermination que l ’on note symboliquement:
a) 0-oo; b) 0°; c) oo°; d) 1 °°; e) oo — oo

se ramènent aux cas précédents que nous venons d’étudier. Expli
citons ces notations symboliques.

a) Etant donné que lim /  (x) = 0 ;  lim <p (x) =  oo, on demande
x-*a x-kx

de calculer la limite
lim [/(x)-«p (a:)].
x-+a

C’est une indétermination de la forme O-oo.
Mettons cette expression sous la forme:

lim [/ (x) • q> (x)] =  lim
x~*a x-+a  1

<p(x)
OU

lim [/ (x) • q> (x)] =  lim -9 ^ 1 ,
x - *a  x - *a  1

J W
, 0  ooquand x-+  a nous avons une indétermination de la forme -tt ou — .U oo

Exe mpl e  5.

lim jpw-Log lim =  lim---------- » —lim — = 0 .
x -*0  x -*0  *  * - + 0 _______n x -*0  nX?i ^n+1

b) Etant donné que
lim /  (x) =  0 , lim q> (x) =  0 t
x-+a x-+a

on demande de calculer la limite
Iim [/(x)r(*>,
x-+a

ou, en d'autres termes, de lever l ’indéteimination de la forme 0 0.
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Posons
y = [/(* )F w-

Prenons le logarithme des deux membres de cette expression:
Log y =  <p (x) ILog /  (x)l.

Quand x a nous avons (à droite) une indétermination de la forme
0»oo. Connaissant lim Log y, on détermine aisément lim y . En 

ac-m  X r-+ a

effet, en vertu de la continuité de la fonction logarithmique, 
lim Log y =  Log lim y et si Log lim y =  6 , alors il est évi-
jc-ki ac-*p x
dent que lim y =  eb. Si en particulier b =  +  oo ou —oo, nous

x~*a
aurons respectivement lim y =  +  oo ou 0 .

E x e m p l e  6. Soit à calculer lim x*. Posons y = x x, nous trouvonsat-*0
Log lim y =  lim Log y =  lira Log lim  (x Log x) ;

lim (x Log x) =  lim  = lim  — ~ —= — lim x = 0 ,
x->0 x-*0 x-+0 * x-*0

X  X*

par conséquent, Log lim  y =  0, d’où lim y =  e ° = 1, c ’est-à-dire
lim x * = l.
JC -*0

On trouve d’une manière analogue les limites dans les autres cas d'in
détermination.

§ 6 . Formule de Taylor
Supposons que les dérivées de la fonction y =  /  (x) existent 

jusqu'au (n +  l)<4me ordre inclus dans un certain voisinage du 
point x  =  a. Cherchons un polynôme y =  Pn (*) de degré non su
périeur à n, dont la valeur au point x  =  a est égale à la valeur de 
la fonction /  (x) en ce point, et dont les valeurs au point x  =  a 
des dérivées successives jusqu’à l’ordre n inclus sont respectivement 
égales aux valeurs en ce point des dérivées correspondantes de la 
fonction f  (x)

P n (û) =  /(û), P ; ( a ) - / » ,  Pn(a) =  f  (O), . . .
. . . .  F*?{a) =  f n\a ). (1 )

On peut s’attendre naturellement à ce que ce polynôme soit dans 
un certain sens « proche » de la fonction /  (x).

Cherchons-le sous forme d’un polynôme suivant les puissances 
entières de (x — a) et dont les coefficients sont indéterminés

P n (x) =  C0 +  c ,  (x — a) +  C2 (X — a)2 +  C3 (x — a)2 +  . . .
• • • +  Cn (x -  a ) \  (2)
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Nous déterminons les coefficients Cu C2, . . Cn de sorte que 
soit satisfaite la relation (1 ).

Calculons tout d’abord les dérivées de Pn (x) :

P n (x) =  Ct -f- 2^2 — fl) "f- 3 C3 (x  — flf -f- • • •
. . . + n C n (x — a)n~l,

Pn (*) — 2*1 -C2 +  3-2C3(x — a) -f-. . .  ~
-\-n(n — i)Cn (x — a)n~2, {°}

P%\x) =  n ( n - l ) . . . 2 . i . C n.

En remplaçant x  par a dans les égalités (2) et (3) et (en vertu 
de l'égalité (1)) Pn (a) par f  (a), P„ (a) par / ' (a), etc., nous avons:

/(a ) =  C0 

/(<*) =
/(o) =  2 *1 -C2

f n>(a) =  n (n -  1) (n -  2 ) . . .  2 - 1  -C*. 
d’où nous trouvons:

C0 =  /  (a), C, =  / ' (a), C2= - ^ f  (a).

(fl)* Cn
___ 1

1 *2 «.
- / n>(a).
n

(4)

En subst tuant les valeurs des coefficients Ct, C2, . . Cn dans la 
formule (2 ), nous trouvons le polynôme recherché:

p » w = / w + — V ( « ) + — ^ r(a )  +

( x - a ) 3
1-2.3 /  (®) ■+■ • • - •+

1 *2 *... "B (5)

Désignons par 7?„ (2 ) la différence entre la fonction /  (x ) e! le poly
nôme ainsi construit Pn (x) (fig. 96) :

Un ( X )  = 1 ( X ) ~  Pn ( X \

d’où

U-1162
/  (X ) =  />„ (X )  +  /?„ (x)
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ou plus explicitement

/(*) =  /(*) +  — r  (fl) + £ — ^ / "  (fl) + .
II ZI

. . . + £ = ^ - f(n)(a) +  R n (x). 
m

(6)

On appelle R n (x) le reste. Pour toutes les valeurs de x  telles que
le reste est petit, le polynôme Pn (x) 
donne une approximation assez bonne 
de la fonction /  (x).

Ainsi, la formule (6 ) permet de rem
placer la fonction y =  f  (x) par le poly
nôme y = Pn 0*0 avec un degré de pré
cision égal au reste Rn (x).

Le problème qui se pose maintenant 
est dévaluer le reste R n (x) pour diver
ses valeurs de x .

Ecrivons le reste sous la forme

R n (x) = Q (x), 
(n +  l)l (7)

où Q (x) est une fonction à déterminer. Mettons la formule (6 ) sous 
la forme:

/ ( x)  =  / ( a) • i = z r < A + * = £ r  (« )+ .• •

• • • + ni
f n\a )

21

(x —a)n+t 
(n +  l)l

Q{x). (6')

Pour x et a fixés, la fonction Q (x) a une valeur bien déterminée ; 
désignons-la par Q.

Considérons ensuite une fonction auxiliaire de t (t est compris 
entre a et x):

F { t ) = H * ) - M - ^ - f  « - - M - r w .
1

(X ~ t ) n 
ni / n)w

21

(x — Qn + 1  

(n +  l)l Q,

où Q est défini par la relation (6 ') ; nous supposons que a et x sont 
des nombres bien déterminés.
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Calculons la dérivée F' (/) :

r ( o = - r w + r ( o - ^ — / ' ( o ( o -

(x  —  O2 

2! r w  +  -. .
(x — 

( n - 1 )! / n,(0 +
ra(x — <)" 1 Xn)/fy (x— <)" ^(n+l)/fv . (” +  1) (x  — 0 " ^

ni m W (n +  l)l
ou après avoir simplifié:

F  (t) =  -  (x ~  t)n / n+l)(<) +  (* ~ ,0>l Ç- (8 )
m m

Ainsi, la dérivée de la fonction F (J) existe pour tous les points 
t voisins du point d’abscisse a (a ^  t ^  x pour a < C x  et 

x pour a >  x ).
Notons, également, que [en vertu de la formule (6')1 

F (x) =  0, F (a) =  0.

Donc, les conditions de validité du théorème de Rolle sont remplies 
pour la fonction F (/) et, par conséquent, il existe une valeur t =  £, 
comprise entre a et x , pour laquelle F9 (£) =  0. Nous en déduisons, 
en vertu de la relation (8 ) :

_  ( f  —  £)" | ( n - H )  ( q  _ |_  (x  ~  S ) . q =  0> 
n! ni

d ’où
Q =  f  "+*,(9.

En substituant cette expression dans la formule (7) nous avons :

(n + 1) 1

C’est la form ule de Lagrange pour le reste. Puisque £ est compris 
entre x et a, nous pouvons le mettre sous la forme *)

Ê =  a +  0  (x — a),
où 0  est un nombre compris entre 0  et 1 , c’est-à-dire 0  <  0  <  1 ; 
la formule qui donne le reste devient :

U n  (X) =  ^ ~ , fl)"'f V n + l) [ a  + 0  (X -  fl)].
(n + 1) 1

) Voir la fin du $ 2 du présent chapitre.
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La formule

• • • + / " ’m + <— > ; ; > * "[« + ® 1<* -  «Mn! (n +1)1

s ’appelle form ule de Taylor de la fonction /  (x).
Si dans la formule de Taylor on fait a — 0, on trouve :

/ ( x ) = / ( 0 ) + y / ' ( 0 ) + ^ r  ( 0 ) + . . .
1 II

/  ( x) - / ( « > + / ( « ) + ( « ) + • • -

(9)

r n  n + i

• • • +  ^ / B̂ 0) + - ^ — / " +1,(0x), (10)
ni (n +1)1

où 6 est compris entre 0 et 1. Ce cas particulier de la formule de 
Taylor est connu sous le nom de form ule de MacUmrin.

§ 7. Développement des fonctions e*, sin x , cos x  
par la formule de Taylor

1. D é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  /  (x) =  «*. 
En calculant les dérivées successives de /  (x), nous avons;

/(x ) =  e* /(0) =  1,

/ »  =  **, / '( 0 ) =  1 ,

/ n,(x) =  ex, / n,(0) =  l .

En substituant les expressions trouvées dans la formule (10) 
§ 6 nous avons:

1 4 - -  +  —  +  —  +  i |
+  1 +  21 +  31 + **‘ ni + (n +  l)l 

0  <  0  <  1 .

Si | x | ^  1, alors, en prenant n =  8, on a pour le reste l ’esti
mation suivante:

»!
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La formule obtenue en posant x  =  1 permet de calculer la valeur 
approchée du nombre e:

1 1  1
* = 1  +  1 +  —  +  —  +  +  — .

2! 3l 8 !
Si l’on effectue les calculs en prenant 6  chiffres *) après la virgule, 
puis, arrondissant le résultat, en conservant 5 chiffres, on trouve:

e =  2,71828.
Les quatre premiers chiffres après la virgule sont exacts puisque

3
l'erreur n’excède pas le nombre ou 0 ,0 0 0 0 1 .

Remarquons que quel que soit x, le reste
*.n+l

Rn quand n-^oo.
(n +  1)1

En effet, puisque 0 <  1, la quantité e6x est bornée, pour x fixé 
(elle est plus petite que e* si x  >  0  et plus petite que 1 si x <  0 ). 

Démontrons que pour tout x  fixé
x*+*

->■ 0  quand n-+> oo.
(» +  l)!

En effet.
x«+. X X X X X

( « + 1)1 i  2 3 n »-f- 1

Si x  est un nombre fixé, il existe alors un entier positif N  tel que
I x I <  N.

Posons ^  =  g ; alors, compte tenu de ce que 0 <  g <  1, nous 
pouvons écrire pour n =  Af +  1, JV +  2 , JV +  3, etc. :

* " + 1  1 X X X X X
(n +  1 )! 1 1 2 3 n n +  1

X 1 X I x  1 1 X x
T l 2 Ï 3*1

# • • * * I
I J V - 1 1 *

_ X X X <  — • — •—• 
1 2 3

Ix  
n !

AT-l
n -f- 1

N  — 1
. g . g . '9 = n—JV+ 2

(N -1 )1

Autrement l ’erreur sommaire d’arrondi peut de beaucoup déi 
les calculs J?8 (ainsi, pour un nombre de termes à additionner éga' 
leur peut atteindre 5*10-*).

ir dans 
0 l’er-
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car

Mais

x
n \ = * Iw +  i < 9 ; ln +  1

< 9 -

ïN -l
P^-—jyj est une constante et, par conséquent, ne dépend pas 

de n ; d'autre part, <ft~N+z tend vers zéro pour n —*■ 0 0 . Donc,
_n+l

l im --------- :
„ -» o o  (fl - j -  1 )1

(1)

Par conséquent, Rn (2 ) =  c®*-
r n + l

tend également vers zéro pour
(« + l) l

n —► 0 0 .
Il ressort de ce qui précède que quel que soit 2 , nous pouvons 

calculer e* avec la précision voulue à condition de prendre un nom
bre suffisamment grand de termes.

2. D é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  f  (x) =  
— sin x. Calculons les dérivées successives de /  (x) =  sin x:

/  (*) =  sin x,
/  V

/  (0 ) =  0 ,

f  (x) =  cosx — sin ( * +  y  I * f ( 0 ) =  l,

f  (x) =  —  s in a := s in ( jc -f- 2 - ^ , r ( 0 ) = o .

f '  (x) =  — cos 2 =  sin (*  +  3 y )  , r ( 0 ) = -

Z1V(2 ) =  sin 2  =  sin ( 2  -|- 4 , / IV(0 ) =  0 ,

/ n,(*) =  sin£a: +  n ^ - J ,  / n>(0) =  s in n ^ - ,

ftB+,)(a:) =  sin |j r  +  (n +  1) y  J , /<n+1>(|) =  sin ^  +  1) ^  j .

En substituant les expressions trouvées dans la formule (10) 
§ 6 , nous en déduisons le développement de la fonction /  (x) =  sin x f 
d’après la formule de Taylor:

x3sin x =  x -------- 1-------- . . .
3! 5!

_ ~n+i. x n . x... -4-------s in  n -----------------
n! 2 (n + 1 ) !

sin [E +  (» +  l ) f ] .
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Comme | sin +  (n +  1 ) J ^  1 , lim R n (a:) =  0  pour tou
tes les valeurs de x .

Appliquons la formule ainsi trouvée au calcul de la valeur appro
chée de sin 20°. Posons n =  3, c’est-à-dire que nous ne considére
rons que les deux premiers termes du développement:

sin 20° =  sin — «  — -— ( —) =  0,342.
9 9 3! \  9 /

Evaluons l’erreur commise qui est égale au reste:

1 R>\I=  | ( - ) *  ■— sin ( 6  +  2n) | <  -A- =  0,0006 <  0 ,0 0 1 .

L’erreur commise est donc inférieure à 0,001, c’est-à-dire que 
sin 20° =  0,342 à 0,001 près.

Les graphiques de la fonction /  (x) =  sin x  et des trois premières 
approximations :

5 !(x )= x ; S2(x) = x — Ss (x) =  * — J j + j j  .
sont donnés sur la figure 97.

3. D é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  f  (x) =
“  cos X.

En calculant les dérivées successives de la fonction f  (x) =  cos x  
au point x  =  0 et en les substituant dans la formule de Maclaurin
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nous trouvons le développement:

Dans ce cas également lim JRn (x) — 0 pour toutes les va-

Vérifier le théorème de Rolle pour les fonctions:
1. y =sx* — 3x +  2 sur le segment [1, 2].
2. y =  x* +  5x* — 6x sur le segment [0, IJ.
3. y =  (x — l)(x — 2)(x — 3) sur le segment [1, 3).
4. y =  sins x sur le segment (0, nj.
5. La fonction /  (x) =  4x* +  xs — 4x — 1 a pour racines 1 et —1. Trouver 

la racine de la dérivée /' (x), dont il est question dans le théorème de Rolle.
6. Vérifier qu'entre les racines de la fonction y =  ^ x 1 — 5x +  t5 se trouve 

une racine de sa dérivée.
7. Vérifier le théorème de Rolle pour la fonction y =  cos* x sur le seg-

8. La fonction y =  1 — yTî* s’annule aux extrémités du segment l—l t 1]. 
Vérifier oue la dérivée de cette fonction ne s'annule en aucun point de 
l'intervalle (—l f 1). Expliquer pourquoi on ne peut appliquer ici le théo
rème de Rolle.

9. Composer la formule de Lagrange pour la fonction y =  sin x sur le seg
ment [xj, x j .  Rép. sin x2 — sin x\ =  (x2 — Xj) cos c, x, <  e <  x2.

10. Vérifier la formule de Lagrange pour la fonction y =  2x — x* sur le seg
ment [0, 1].

11. En quel point la tangente à la courbe y =  xn est parallèle à la corde sous- 
tendant les points Mt (0, 0) et (a, an)? Rép. Au point d’abscisse 12 13

12. En quel point la tangente à la courbe y =  Log x est parallèle à la corde 
sous-tendant les points Mt (1, 0) et (e, 1)? Rép. Au point d’abscisse 
c — e — 1.
Utiliser la formule de Lagrange pour démontrer les inégalités:

13. r * > l - |- x .  14. L o g ( l+ x ï< x ( x > 0 ) .  15. 6n—ûn <  nè*-1 (6—a) pour 
& >a. 16. a r c tg x < x . 17. Ecrire la formule de Cauchy pour les fonctions
/ ( x ) = x 2f <p(x)=x* sur le segment [1, 2] et trouver c. Rép. c = ^ .

Calculer les limites suivantes :

leurs de x .
Exercices

a



EXERCICES

20. lim l g I 7 I  . Rép. 2. 21. lim e * * - l  ---- - j .  Rép. - 2 .
x—>0 x —sin x  r x-+0 cos x — 1 r

22. lim SiD X DX. La limite n*existe pas (V 2  pour x —► + 0 ,
x-*0 V l  —cosx
— V 2  pour x —► —0).

23. lim
n

Log s im  njt_ 
(n -2 * )*  ‘ Rép‘

1
T * 24. lim

ar-*0
a*—6* _ a ------— . Rép. Log-j-.

X~*2

25. lim
X-»0

x —arc sin x
sin«* * ReP-

1
“  T “ 26. lim

x-*o
s in x —sina----------------- . Rép. cos a.x —a K

27. lim
V“*0

«V+sinp —1 nX_ 
Log(l + y )  * Rép- 2. 28. lim

x-*0
e* sin x —x OJC_ 1 

3x*+x* ’ Rép* 3 *

29. lim
X-+O0

3 x - l  R,  3 
2 * f 5 '  Rép- 2 ” 30. lim

X-MO
(où n >  0). Rép. 0.

Log ( l+ - j * )
31. l i m ------ . Rép. 1.arc ctg x r 32. lim

33. lim . Rép. O pour a >  O ; oo pour a <  0.

. Rép. —1.

34. lim Rép. 1.
a t- .4 - o o  « * — * " *

oe Logsin 3x _„ .35. lim -̂---- . Rep. 1.je—v0 Log sm x r

36. lim Rép. 1.x-.o Logtg2*

38. lim (1—*) tg^r* Rép.
*-►1 ^

40. lim F *-------- s-^— 1 . Rép. -x-»l LLog* Log* J

41. lim (secç—tgq>). Rép. 0. 
n 

*7

43. lim xctg2z. Rép.
ar-*0 *

1

45. lim x1-* . Rép. JL.
* -* l  «

47. lim ( “ ‘J1* •

37. lim Log ( * - ! ) - *

« * £
Rép. 0.

1 .
*■ >5 [ ï i - t - î = i ] r ^ - t -  

**■ " 5  "*• t -

44. lim x*e*\ Rép. oo.
x-+Q

46. lim V ^ . Rép. 1.

46. lim ( l + —)*. Rép. «o.
X -* 0 0  \  *  /

49. lim (ctg z)^0* x. Rép. — . 
x->o e

50. lim (cos x) 2 . Rép. 1.

H r
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51. lim 52. lim
X—► I

53. Décomposer le polynôme x* _  5s3 -h 5x* -f- x f-2 suivant les puissances 
d e x —2. Rép. —7 ( x - 2 ) - ( x ~ 2 ) 2  i 3 (x—2)3 h (x-2 )4 .

54. Décomposer suivant les puissances de x \-\ le polynôme x®-f2x^—x2~f- 
+ * + l -  Rép- (* M )* 1-2 (JC 1-1)»— 3 (x  f l ) * - f ( x 4-1)3.

55. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction y =  ’\^ i  pour a =  1, n =  3.

Rép. V i  =  l + v ^*t
(*-D*

1-2
1 . (* — *)* 
4 *  1-2-3

3  ( x - l ) 4
8 4!

_7_
X j - - I l + 6 ( * - l ) l  2 . 0 <  0 <  1.

56. Ecrire la formule de Maclaurin pour la fonction y -  V l + x  pour n =  2.

Rép. y r r ï - t + Y * —g-**+— - — j ,  o < e < i .
i6 (i +e* ) 5

57. Utiliser les résultats de l ’exemple précédent pour évaluer l ’erreur 
de l'égalité approchée

*—-g-*» Pour x —0,2.

Rép. Inférieure a

Elucider la provenance des égalités 'approchées pour les faibles valeurs 
de x et évaluer Terreur de ces égalités:
CQ .  x2 x*58. L ogcosx^  ———— .

60. arcsinx; 

éx -\-r’x62.

‘•■'"JT-
X* X̂

,1 +  T + H -

x® 2x&58. t g * ^ *  +  T + 1 F .
* 3

61. a r c t g x « x —-g-.

63. Log(x +  1 / l - x t )  « x —x*-f 5x»
2 ' 2 ' 24“ —  —s ' * v *■ ' 6

Utiliser la formule de Taylor pour calculer la limite des expressions: 
* —sin x64. lim — — .  . Rép. 1.

65. l t e  U ’8* (l ^  „
x - + 0 1 — e

66. lim 2 ( t g I ~ 8iKn x) - z 3 . Rép. .
* - .0  *s 4

67. lim |”i — x2L o g |l  | ~ ) J .  Rép. 0.

68. lim ( - i _ £ Î 6 f \  . Rép. *
x-+0 1 /  3

<*• ( â -«**“*) • Rép- 4*



Chapitre V

ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS

§ L Position du problème
L'étude des rapports quantitatifs entre les divers phénomènes 

de la nature nous pousse à rechercher et à étudier le lien fonctionnel 
existant entre les variables qui caractérisent un phénomène donné. 
Si ce lien fonctionnel peut être exprimé sous une forme analytique, 
c'est-à-dire à l'aide d’une ou de plusieurs formules, il nous est alors 
possible d'entreprendre l'étude de cette dépendance fonctionnelle 
par les méthodes de l ’analyse mathématique. Par exemple, lors de 
l'étude de la trajectoire d’un projectile lancé dans le vide, nous 
trouvons la formule

sin 2 ail = ------------
g

qui exprime la relation fonctionnelle existant entre la portée R , 
l'angle de tir a  et la vitesse initiale v0 (g est l ’accélération de la 
pesanteur).

Grâce à cette formule, il nous est possible de déterminer pour 
quelles valeurs de a  la portée R  sera maximum ou minimum, dans 
quelles conditions l ’augmentation de a  entraînera celle de la por
tée, etc.

Citons un autre exemple. L'étude des vibrations d’un corps 
reposant sur des ressorts (train, automobile) nous fournit une for
mule exprimant la dépendance fonctionnelle entre l’écart y de ce 
corps de la position d’équilibre et le temps t :

y =  e~ki (A cos coi -f- B  sin co/).

Les grandeurs k9 A, B , co entrant dans cette formule ont une valeur 
bien déterminée pour un système vibratoire donné (elles dépendent 
de l'élasticité des ressorts, du poids du corps, etc., mais ne varient 
pas avec le temps /) et, par conséquent, peuvent être considérées 
comme constantes.

La formule obtenue permet de conclure pour quelles valeurs 
de t l ’écart y augmente avec *, comment varie la valeur de l'écart 
maximum avec le temps, à quelles valeurs de t correspondent ces 
écarts maximums, pour quelles valeurs de t on obtient les vitesses 
maximums de déplacement du corps, etc.
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Toutes les questions de ce genre se rapportent à un même problè
me, plus général, que l'on nomme « l’étude de la variation dea 
fonctions ».

II est évidemment malaisé de répondre à toutes ces questions en 
calculant la valeur numérique des fonctions en certains points- 
(comme nous l ’avons fait au ch. II). L’objet du présent chapitre est 
de donner les principes généraux de l ’étude de la variation des fonc
tions.

§ 2 . Croissance et décroissance des fonctions
Nous avons défini au § 6  du chapitre I les fonctions croissante et 

décroissante. Nous utiliserons maintenant la notion de dérivée pour 
l ’étude de la croissance et de la décroissance des fonctions.

T h é o r è m e .  1) Si la fonction f  (x) dérivable sur le segment 
[a, 61 est croissante sur ce segment, alors sa dérivée n'est pas négative 
sur ce segment, c'est-à-dire f  (x) 0 .

2) Si la fonction f  (x) est continue sur le segment [a, 6 ], dérivable
dans Vintervalle (a, 6 ) et si de plus f  (x) >  0  pour a <  x  <  6 , alors
f (x) est une fonction croissante sur le segment [a, 61.

D é m o n s t r a t i o n .  Démontrons tout d’abord la première 
partie du théorème. Soit f  (x) une fonction croissante sur le segment 
[a, 6 ]. Donnons à la variable indépendante x  un accroissement Ax 
et considérons le rapport

f ( x +  Aj) — f(x)
Ax

f  (x) étant une fonction croissante, on a :
/  (x +  Ax) >  f  (a;) pour Ax >  0
f  (x +  Ax) <  f  (x) pour Ax <  0

Dans les deux cas

i ± ± M = m > 0  (2)
Ax

et, par conséquent,

iim f ( x + Ax) — f ( x)
A*-*-0 Ax

> 0 ,

c’est-à-dire f  (x) >- 0, ce qu’il fallait démontrer. (Si nous avions 
f  (x) <  0 , le rapport (1 ) serait négatif pour les valeurs suffisamment 
petites de Ax, ce qui aurait contredit la relation (2).)

Démontrons maintenant la seconde partie du théorème. Soit 
/ ' (:r) >  0  pour tous les x appartenant à l ’intervalle (a, 6 ).
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Considérons deux valeurs arbitraires xt et x2 fa  <  x2) de la 
variable indépendante prises sur le segment la, b].

En vertu du théorème de Lagrange sur les accroissements finis, 
nous avons:

/  (&2) /  fa) =  /  (S) (p̂ 2 1̂)1 ^ 1 ^ 5 ^  x 2*
Par hypothèse / ' (g) >  0, par conséquent, f  (x2) — f  fa)  >  0, 

ce qui exprime bien que /  (x) est une fonction croissante.

Fig. 98

On peut énoncer un théorème analogue pour les fonctions décrois
santes (dérivables):

Si f  (x) est une fonction décroissante sur la, 61, alors f  (x) ^  0 
sur ce segment. Si f ' (x) <  0 dans Vintervalle (a, 6 ), alors f  (x) est 
décroissante sur le segment [a, 61. [Bien entendu, nous supposons ici 
également que la fonction /  (x) est 
continue en tout point du segment 
[a, b] et dérivable en tout point 
de l'intervalle (a, b).l

R e m a r q u e .  Le théorème 
que nous venons de démontrer 
s'interprète géométriquement com
me suit : si la fonction /  (x) est 
croissante sur le segment [a, b], la 
tangente à la courbe y = f  (x) 
forme, en chaque point de ce seg
ment, un a n g l e  a i g u  <p avec 
l axe Ox (en certains points elle 
peut être parallèle à cet axe). La 
tangente de cet angle n’est donc pas négative : f ' ( x )  =  tg cp 0  
(fig. 98,a). Si la fonction /  (x) est décroissante sur le segment [a, b], 
1 angle formé par la tangente et l ’axe Ox est o b t u s (ou exception
nellement, en certains points, la tangente est parallèle à l ’axe Ox). 
La tangente de cet angle n'est donc pas positive (fig. 98,b). La se-



174 ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS fCH. V

conde partie du théorème s’interprète de la même façon. Ainsi, ce 
théorème permet de conclure si la fonction est croissante ou décrois
sante d’après le signe de la dérivée.

E x e m p l e .  Déterminer le domaine de croissance et de décroissance de la 
fonction

y z= 2* .

S o l u t i o n .  La dérivée de cette fonction est
y' =4**;

pour x >  0, on a y' >  0 et par suite la fonction est croissante ; pour i < 0 ,  
on a y' <  0 et la fonction est décroissante (fig. 99).

§ 3. Maximum et minimum des fonctions
D é f i n i t i o n  d u  m a x i m u m .  On dit que la fonction 

/  (x) admet un maximum au point xt si la valeur de la fonction /  (x) 
est en ce point plus grande qu’en tout autre point d'un certain inter
valle contenant le point xt. En d’autres termes, la fonction /  (x)

admet un maximum au point x — xx si /  (xi +  Ax) <  /  (xj) pour 
tous les Ax (positifs ou négatifs) suffisamment petits en valeur ab
solue *).

Par exemple, la fonction y =-= /  fx), dont le graphique est repré
senté sur la figure 1 0 0 , admet un* maximum pour x =  xj.

D é f i n i t i o n  d u  m i n i m u m .  On dit que la fonction 
/  (x) admet un minimum pour x =  x2 si

/  (x2 +  Ax) >  /  (x2),
pour tous les Ax (positifs ou négatifs) suffisamment petits en valeur 
absolue (fig. 100). Par exemple, la fonction y =  x4, que nous avons

*) On énonce parfois comme suit cette définition : la fonction /  (x) admet 
un m a x i m u m  au point s’il existe un voisinage (a, P) du point x t (a <  x t <
C  P) tel que pour tous les points de ce voisinage différents de x t 1*inégalité 
f (i) <  /  fo ) soit satisfaite.
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considérée à la fin du précédent paragraphe (voir fig. 99), admet un 
minimum pour x =  0 , puisque y =  0  pour x  =  0 , et y >  0  pour 
toutes autres valeurs de x.

Nous tenons à attirer l’attention sur les points suivants relatifs 
à la définition du maximum et du minimum.

1. Une fonction définie sur un segment ne peut atteindre son 
maximum ou son minimum qu’en un point intérieur de ce segment.

2. On ne doit pas confondre le maximum et le minimum d’une 
fonction respectivement avec sa plus grande et sa plus petite valeur 
(les bornes supérieure et inférieure) sur le segment considéré : la va
leur de la fonction au point de maximum n’est sa plus grande valeur 
que par rapport à ses valeurs aux points x  s u f f i s a m m e n t  
v o i s i n s  du point de maximum. De même, en un point de mini
mum, elle n’est la plus petite valeur de la fonction que par rapport 
à ses valeurs aux points s u f f i s a m m e n t  v o i s i n s  du 
point de minimum. C’est pourquoi on emploie parfois les expressions 
maximum relatif ou minimum relatif, au lieu de maximum et mi
nimum.

Ainsi, la figure 101 représente une fonction définie sur le seg
ment [a, 6 ] qui a

un maximum pour x  =  xt et x  =  xs; 
un minimum pour x =  x2 et x  =  x4 ;

mais le minimum de la fonction pour x =  x4 est plus grand que le 
maximum de cette fonction pour x  =  xj. En outre, la valeur de la 
fonction pour x  =  b est plus grande que la valeur de cette fonction 
aux points de maximum.

On appelle les maximums et les minimums d’une fonction les 
extremums ou les valeurs extrémales de cette fonction.

Les valeurs extrémales dvune fonction et leurs dispositions sur le 
segment [a, b] caractérisent dans une certaine mesure la variation 
de la fonction par rapport à la variation de la variable indépendante.

Nous indiquerons, par la suite, une méthode pour trouver les 
valeurs extrémales.

T h é o r è m e  1 ( C o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  p o u r  
l’e x i s t e n c e  d’u n e x t r e m u  m). Si la fonction dérivable 
y =  f  (x) a un maximum ou un minimum au point x  =  xif alors sa 
dérivée s'annule en ce point, c'est-à-dire f  (xt) =  0 .

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons, pour fixer les idées, que la 
fonction y =  /  (x) ait un maximum au point x — xt. Alors nous 
aurons pour les Ax (Ax =£ 0) suffisamment petits en valeur absolue

/  (xi -f  Ax) <  /  (xt).
c’est-à-dire

/  (xt +  Ax) — /  (xf) <  0.
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Mais alors le signe du rapport
f ( X j  -f Ax) — f(xt) 

A x
est déterminé par le signe de Ax :

/ f a - f  Ax) — f(xt) 
Ax

> 0  pour A x < 0 ,

f(x,  -f- Ax) —/(x,) 
Ax

< 0  pour A x > 0 .

Il vient de la définition de la dérivée que
Iim /(x, + A x )—/(x,)

Ax-*0 Ax
Si la dérivée de /  (x) existe au point x  =  Xf, la limite du second 

membre ne dépend pas de la manière dont Ax tend vers zéro (en res
tant positif ou négatif).

Mais si Ax -► 0 en restant négatif, alors
f

Si Ax 0 en restant positif, alors
r  (*o <  o.

Comme / ' (x,)iest un nombre bien défini ne dépendant pas de 
la manière dont Ax tend vers zéro, les deux inégalités précédentes 
ne sont compatibles que dans le cas où

f  (*i) =  0 .
On démontrerait drune manière analogue le théorème pour le 

cas du minimum.
Le théorème ainsi démontré traduit la propriété géométrique 

suivante : si la fonction /  (x) a une dérivée au point de maximum ou 
au point de minimum, la tangente à la courbe y =  /  (x) en ces points 
est parallèle à Taxe Ox. En effet, il vient de la relation f  (x,) =  
=  tg <p =  0 , où q> est l’angle formé par la tangente et l'axe Ox, que 
q> =  0  (fig. 1 0 0 ).

Il découle immédiatement du théorème 1 : si la dérivée de la 
fonction /  (x) existe pour toutes les valeurs considérées de la variable 
indépendante, alors la fonction ne peut avoir un extremum (maximum 
ou minimum) que pour les valeurs de x annulant la dérivée. La récipro
que n'est pas vraie : un point où la dérivée s'annule n'est pas nécessaire
ment un maximum ou un minimum de la fonction. Par exemple, la 
dérivée de la fonction représentée sur la figure 1 0 0  s’annule au point
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x =  xz (la taogente est parallèle à l'axe Ox), mais en ce point la 
fonction n'a ni maximum ni minimum.

De même, la dérivée de la fonction y — r* (fig. 102) s'annule 
au point x  =  0 :

( l// )* =  o — (3a^ )3C=0 =  0»

mais en ce point la fonction n'a ni maximum ni minimum. En effet, 
aussi voisin que soit le point x  du point 0 , nous avons:

a3 <  0  pour x  <  0  

et ar* >  0  pour x  >  0 .

Nous avons étudié le cas d’une fonction /  (x) dérivable en tout 
point de son domaine de définition. Que peut-on dire au sujet des

Fig. 102

points où la dérivée n'existe pas? Nous montrerons sur des exemples 
qu'en ces points la fonction peut avoir un maximum ou un minimum, 
mais peut également ne pas avoir de maximum ni de minimum.

E x e m p l e  1. La fonction y =  | x | n ’a pas de dérivée au point x =  0 
(en ce point la courbe n'a pas de tangente définie), mais elle a un minimum en ce 
point (fig. 103) : y = 0  pour x ~ 0 et en tout autre point x différent de zéro 
V > 0 .

2 S
E x e m p l e  2. La fonction y — (1 — x 3)2 n’a pas de dérivée au point

2  1 1

x — 0, puisque y9 — -—(1 — x3) 2 x 3 devient infinie quand x tend vers zéro ; 
toutefois elle admet un maximum en ce point : /  (0) =  1, /  (or) <  1 quand r  est 
différent de 0 (fig. 104).

E x e m p l e  3. La fonction y =  \* x n’a pas de dérivée au point x =  0 
(y9 oo pour x 0). En ce point la fonction n’a ni maximum ni minimum : 
f (0) =  0 ; /  (x) <  0 pour x <  0, /  (x) >  0 pour x >  0 (fig. 105).

12-1162
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Ainsi, une fonction ne peut avoir d’extremum que dans deux cas: 
aux points où la dérivée existe et s’annule ou aux points où la déri
vée n’existe pas.

Remarquons que si en un point la dérivée n’existe pas (mais 
existe dans un certain voisinage de ce point), elle a une d i s c o n 
t i n u i t é  en ce point.

Les valeurs de la variable indépendante, pour lesquelles la déri
vée s’annule ou a une discontinuité, sont appelées points critiques 
ou valeurs critiques.

Il découle de ce qui précède que tout point critique n’est pas 
nécessairement un extremum. Mais si la fonction a un maximum 
ou un minimum en un certain point, ce dernier est nécessairement 
un point critique. C’est pourquoi on procède de la manière suivante 
pour rechercher les extremums. On trouve d’abord tous les points 
critiques, puis on étudie chaque point critique séparément, afin de 
déterminer si c’est un maximum, un minimum de la fonction ou si 
ce n’est ni l ’un ni l ’autre.

L’étude de la fonction aux points critiques est basée sur les théo
rèmes suivants.

T h é o r è m e  2. ( C o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  p o u r  
l ' e x i s t e n c e  d’ u n  e x t r e m u  m). Soit f  (x) une fonction 
continue dans un intervalle contenant le point critique xx et dérivable 
en tout point de cet intervalle (sauf peut-être au point xt). Si la dérivée 
change de signe du plus au moins quand on passe par le point critique 
de gauche à droite, la fonction a un maximum pour x =  xx. S i la dérivée 
change de signe du moins au plus quand on passe par le point xx de 
gauche à droite, la fonction a un minimum en ce point.

Ainsi,
ai n\ J / ' ( * ) > 0  P °ur * < * ! >

' \  f  (X) < Q  pour * > * it  
la fonction admet un maximum au point xx ;

ai h\ /  f  (x) < °  P°ur * < * « »
' \ f ( x ) > 0  pour x > x „
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la fonction admet un minimum au point xf. En outre, il faut que 
les conditions a) ou b) soient remplies pour toutes les valeurs de x 
suffisamment proches de xu c’est-à-dire pour tous les points d*un 
voisinage suffisamment petit du point critique x%.

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons d’abord que la dérivée 
change de signe en passant du plus au moins, c’est-à-dire que pour 
tous les x  suffisamment voisins du point x!t nous avons:

f  (x) >  0  pour x  <  xu
f  (x) <  0  pour x  >  Xu

En appliquant le théorème de Lagrange à la différence f  (x) — f  ( X | ) ,  
on obient:

f t o - f ( x t ) = f  (6 ) < * - * ) .
où |  est un point compris entre x  et xt.

1) Soit x<Z x i ; alors
6 < * i .  f  il) >  0 , / ' ( É ) ( * - * i ) < 0  

et, par conséquent,
f  (x) — f  (x,) <  0

OU

/ ( * ) < / ( * , ) .  (1 )
2) Soit x >  xt ; alors

l  >  x i9 / ' ( £ ) <  0 , / ' ( £ ) ( * - * . ) <  0

et, par conséquent,
/  (x) — /  (x,) <  0

OU

/ ( * ) < / ( * ! ) .  (2 )
Les relations (1) et (2) montrent que pour toutes les valeurs de x 

suffisamment voisines de x t la valeur de la fonction est plus petite 
que la valeur de la fonction au point Cela signifie justement que 
la fonction /  (x) admet un maximum au point xJa

On démontre d ’une manière analogue la seconde partie de ce 
théorème.

La figure 106 illustre clairement la signification géométrique du 
théorème 2 .

Supposons que f  (xj) =  0 pour x =  xt et que pour toutes les 
autres valeurs de x suffisamment voisines de Xj les inégalités

/ ' (x) >  0  pour x <  xu
f  (x) <  0  pour x >  Xt

soient satisfaites.
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Alors pour x <  xt la tangente à la courbe forme avec Taxe Ox 
un angle aigu, la fonction est croissante ; pour z  >  xx la tangente 
à la courbe forme avec l'axe Ox un angle obtus, la fonction est décrois
sante; au point x =  Xi la fonction qui était croissante devient dé
croissante, autrement dit, elle admet un maximum.

Supposons maintenant que f  (x2) =  0 pour x = x2 et que pour 
toutes les autres valeurs de x  suffisamment voisines de x2 les iné
galités

f  (x) <  0  pour x  <  x2, 
f  (x) >  0  pour x >  x2

sont satisfaites. Alors pour i < i 2 la tangente à la courbe forme 
avec l'axe Ox un angle obtus, la fonction est décroissante; pour

x >  x2 la tangente à la courbe forme avec Taxe Ox un angle aigu, 
la fonction est croissante. Au point x =  x2 la fonction décroissante 
devient croissante, c’est-à-dire qu'elle a un minimum.

Supposons qu’au point x = x5 f  (x3) =  0  et que pour toutes les 
valeurs de x  suffisamment voisines de x3, les inégalités

f  (x) >  0  pour x  <  x3, 
f  (x) >  0  pour x  >  x3

soient satisfaites. Alors la fonction est croissante pour x <  x3 ainsi 
que pour x  >  x3. Par conséquent, elle n9a ni maximum ni minimum 
au point x  =  x3. C’est justement ce qui a lieu pour la fonction 
y =  x8 au point x =  0 .

En effet, la dérivée de cette fonction est égale à y' =  3x*, donc

(y )x=*o ~  0 , {y )x<o ^  0 , {y )x>o ^  0 .

Cela signifie que la fonction n*a ni maximum ni minimum au 
point x =  0  (voir fig. 1 0 2 ).
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§ 4. Marche à suivre pour l ’étude du maximum et du minimum 
d’une fonction dérivable à l ’aide de la dérivée première

En nous référant au paragraphe précédent, nous pouvons énoncer 
la règle suivante concernant l ’étude du maximum et du minimum 
d’une fonction dérivable

y  =  t  (*)•
1 . On calcule la dérivée première f  (x) de la fonction.
2 . On cherche les valeurs critiques de la variable indépendante x \  

pour cela :
a) on cherche les racines réelles de l ’équation obtenue en égalant 

à zéro la dérivée première f  (x) =  0  ;
b) on cherche les valeurs de x  pour lesquelles la dérivée f  (x) 

a des discontinuités.
3. On étudie le signe de la dérivée à gauche et à droite du point 

critique. Comme le signe de la dérivée ne change pas dans l’inter
valle compris entre deux points critiques consécutifs, il suffit, pour 
étudier, par exemple, le signe de la dérivée à gauche et à droite du 
point critique x2 (fig. 106), de déterminer le signe de la dérivée aux 
points a  et p (xj <  a  <  x2, x2 <  P <C *3 t où x4 et x3 sont les points 
critiques voisins de x2).

4. On calcule la valeur de la fonction /  (x) pour chaque valeur 
critique de la variable indépendante.

Nous obtenons ainsi le schéma suivant exprimant les différents 
cas qui peuvent se présenter.

Signe de la dérivée /' (x) au voisinage 
du point critique xj Nature du point critique

X< XJ X= Xj * >  ri

+ / '  (*i) =  0 ou discontinuité — Maximum

— f ' (x\ ) — 0 ou discontinuité + Minimum

4- / '  (jj) ■= 0 ou discontinuité + Ni maximum ni minimum (la 
fonction est croissante)

— / '  (*i) =  0 ou discontinuité — Ni maximum ni minimum (la 
fonction est décroissante)

E x e m p l e  1. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 

y = - f - 2 r *  +  3 * + l .
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S o l u t i o n .  1) Calculons la dérivée première de cette fonction : 
y' =  2* — 4r +  3.

2) Trouvons les racines réelles de la dérivée :
2* _  4* +  3 =  0.

Par conséquent.
2| 1,   3.

La dérivée est partout continue; il n’y a donc pas d'autre point critique.
3) Etudions les valeurs critiques et repor

tons les résultats sur la figure 107.
Etudions le premier point critique x% — 

=  1. Comme y’ =  (2 — l)(x — 3), alors
pour x ■< 1 nous avons y9 =  (—)■(—) >  0;
pour x >  1 nous avons y* =  ( + ) • ( —) <  0.

Donc au voisinage du point x% =  1 (auand 
on passe de gauche à droite) la dérivée cnange 
de signe ; elle passe du plus au moins. La fonc
tion admet donc un maximum pour 2 = 1. La 
valeur de la fonction en ce point est:

(riï=i=*j«

Etudions le second point critique x2 =  3: 
pour x <Z 3, nous avons y9 =  ( + ) • ( —) < 0 ;  
pour x >  3, nous avons y9 =  ( + ) • ( + )  >  0.

Cela signifie qu’au voisinage du point 
x =  3 la dérivée change de signe ; elle passe 
du moins au plus. La fonction a donc un mini
mum pour 2 = 3 .  La valeur de la fonction 
en ce point est:

(y)*-3 =  i.
Les résultats de notre étude nous permettent de construire le graphique de 

la fonction (fig. 107).
E x e m p l e  2. Trouver les maximums et les minimums de la fonction

» =  (*—! ) f r*r-
S o l u t i o n .  1) Calculons la dérivée :

y' = f r » + 2 (* = l)= J” = 1 .
v v  +  Z f l  3 f ï

2) Trouvons les valeurs critiques de la variable indépendante : a) trou
vons les points où la dérivée s*annule :

2

b) déterminons les points de discontinuité de la dérivée (dans le cas présent la 
fonction devient infinie). Le point

2 2 =  0
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est évidemment au nombre de ces derniers. (Notons que la fonction est définie et 
continue au point x2 =  0).

Il n’y a pas d’autres points critiques.
3) Déterminons la nature des points critiques trouvés. Etudions le point 

xt — | . Notons que

(F') 2 <° .  (*') 2 > ° î
X<T  X>T

2nous pouvons donc conclure que la fonction admet un minimum au point ar =  — .

La valeur de la fonction au point de mini
mum est égale à

K ï — t K Î -
Etudions le second point critique x =  0. Il 
vient de

(y)* < o >  0, (y')*>o <  0
que la fonction a un maximum au point 
x == 0. En outre, (y)x=* — 0. Le graphique 
de la fonction considérée est représenté sur 
la figure 108.

§ 5. Etude du maximum et du 
minimum des fonctions à l ’aide de la 

dérivée seconde

Soit y =  f  (x) une fonction dont 
ia dérivée s'annule au point x =  xu 
c’est-à-dire / ' (xi) =  0 . Supposons, en 
outre, que la dérivée seconde f ” (x) existe et soit continue dans un 
voisinage du point x t. Nous pouvons alors énoncer le théorème 
suivant.

T h é o r è m e .  Soit f  (xt) =  0 ; alors la fonction a un maximum 
au point x = x t si f ” (xi) <  0  et un minimum si f" (xt) >  0 .

D é m o n s t r a t i o n .  Démontrons dfabord la première partie 
du théorème. Soient

f  fo) “ 0  et /* (x,) <  0 .
f" (x) étant par hypothèse continue dans un certain voisinage du 
point x =  X|, il existe évidemment un segment suffisamment petit 
contenant le point xt en tout point duquel la dérivée seconde f  (x) 
est négative.

Mais f ” (x) est la dérivée de la dérivée première, f ” (x) =  (/' (x))', 
c’est pourquoi il résulte de la condition {f  (x))' <  0  que la fonction 
f  (x) est décroissante sur le segment contenant x =  ’xi (§ 2, ch. V). 
Mais f  (xi) =  0 , par conséquent, sur ce segment nous avons f  (x) >
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>  Ü pour x <  x\ el / '  (x) <  0  pour x >  xlf c’est-à-dire que la 
dérivée / '  (x) change son signe du plus au moins quand on passe par 
le point x — X*. Cela signifie justement que la fonction f  (x) a un 
maximum au point X|. La première partie du théorème est ainsi dé
montrée.

On démontre d’une manière analogue la seconde partie du théorè
me: si f" (x^ >  0 , alors f" (x) >  0  en tous points d’un certain seg
ment contenant le point x*t donc sur ce segment f  (x) =  (/' (x))' >
>  0, et, par conséquent, f  (x) est croissante. Comme f  (xi) =  0, 
cela signifie qu’en passant par le point Xi la dérivée f  (x) change son 
signe du moins au plus, en d’autres termes, la fonction /  (x) a un 
minimum au point x =  xj.

Si au point critique f " (xt) =  0, la fonction peut soit admettre 
en ce point un maximum ou un minimum, soit ne pas avoir d’extre- 
mum en ce point. En pareil cas, l ’étude de la fonction devra être 
faite suivant la première méthode (voir § 4, ch. V).

L’étude des extremunis à l ’aide de la dérivée seconde peut être 
schématisée par le tableau suivant.

V <*0 r  (*t> Nature du poivit 
critique

0 — Maximum

0 + Minimum

0 0 i\on déterminé

E x e m p l e  1. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction 

y =  2 sin x 4  cos 2x.

S o l u t i o n .  La fonction étant périodique (la période est égale à 2n), 
il suffit d'étudier le comportement de la fonction sur le segment [0, 2.t].

1) Calculons la dérivée:
y* =  2 cos x — 2 sin 2x =  2 (cos x — 2 sin x cos x) =

=  2 cos x (1 — 2 sin x).

2) Trouvons les valeurs critiques de la variable indépendante:
2 cos x (1 — 2 sin x) — 0, 

n îi 5n 3a
^ 1  —  g  i *^2 2  * * 3  g  f X A 2  *

3) Calculons la dérivée seconde:
y” =  —2 sin x — 4 cos 2x.



«5l ÉTUDE DU MAXIMUM ET DU MINIMUM DES FONCTIONS 185

4) Déterminons la nature de chaque point critique:

< » \  » — 2 4 - 4 4 — 3< °-
6

Par conséquent, nous avons un maximum au point xt =—  :

, , « 1 , 1 3
M n ~~2* 2  2  “  2  *

D'autre part,
(*') „ =  - 2 . 1 + 4 - 1  =  2 > 0 .

* 2 “
Par conséquent, la fonction a un minimum au point x2 :

(y) n = 2 - i - i = i .
* “ 2

. . . 5nAu point jt3= —  nous avons :

W") _  5„ =  —2 ——4-— =  - 3  <  0.
* 6“

Par conséquent, la fonction a un maximum au point x3= - g -  :

5* = 2 T  + “2 ~  2~*

Enfin
(F l _ j£ | =  —2( — 1)—4 ( —1) =  6 > 0 .

X~~ 2

Par conséquent, la fonction a un minimum au point z 4 =  :

(F) 3n = 2 ( — 1)— 1 =  —3.
*SST

Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 109.

Montrons sur des exemples que si f  (x\) =  0 et f  (xt) =  0 , la 
fonction peut soit avoir au point xt un maximum ou un minimum, 
soit ne pas avoir d9extrcmum du tout.

E x e m p l e  2. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction :
y =  i  -  x*.

S o l u t i o n .  1) Trouvons les points critiques:
y' =  —4x3, —4*3 =  0, x =  0.

2) Déterminons le signe de la dérivée seconde au point x =  0 :
y" = -1 2 * * , Cir0«—o =  o.

Par conséquent, nous ne pouvons dans ce cas déterminer la nature du point cri
tique considéré a l’aide du signe de la dérivée seconde.
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3) Etudions la nature du point critique en employant la première méthode 
(voir § 4, ch. V) :

(y )*<o ^  (y% >0 ^
La fonction a donc un maximum au point * =  0. La valeur de la fonction en ce 
point est:

(jf)j(saO =  1»
Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 110.

Fig. 109

E x e m p l e  3. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction
y = * * .

S o l u t i o n .  En procédant suivant la seconde méthode, nous trouvons: 
1) y' =  6x*f y' =  6x» =  o, x =  0; 2) y" =  30*\ (y")x=* =  O- 

La seconde méthode ne permet donc pas de juger de la nature des points critiques.

L’emploi de la première méthode s'impose :

(y ) * < o  <  °* Cy )*>o ^
Par conséquent, la fonction a un minimum au point x =  0 (fig. 111).

E x e m p l e  4. Trouver les maximums et les minimums de la fonction
V =  (* — l)8.
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S o l u t i o n .  Seconde méthode :
y' =  3 (x -  1)*, 3 (* -  1)» = 0 ,  x =  1 ;

y ”  =  6 (x  —  1 ), = 0 ;

ainsi, l ’emploi de la première méthode s’impose puisque la seconde méthode est 
inefficace :

< A r < l > ° -  f o ' ) * > l > ° -
Par conséquent, la fonction n’a ni minimum ni maximum au point x =  1 

(«g. 1 1 2 ).

§ 6. Plus grande et plus petite valeur d’une fonction 
sur un segment

Soit y = f  (x) une fonction continue sur un segment [a, 6 ]. 
Elle atteint alors sur ce segment sa plus grande 
ch. II). Supposons que cette fonction a un nombre 
fini de points critiques sur ce segment. Si la plus 
grande valeur est atteinte à l’intérieur du seg
ment [a. b], elle s’identifiera évidemment avec 
l’un des maximums de la fonction (s’il y a plu
sieurs maximums), plus précisément, avec le 
plus grand de ces maximums. Mais il se peut 
également que la plus grande valeur soit atteinte 
à l’une des extrémités du segment considéré.

Ainsi, sur le segment [a, b] la fonction /  (x) 
atteint sa plus grande valeur soit à l’une des ex
trémités du segment considéré, soit en l’un des 
points critiques intérieurs qui est justement un 
maximum.

Ce raisonnement s’applique également à la 
plus petite valeur d’une fonction définie dans 
un intervalle donné; elle est atteinte soit à l ’une 
des extrémités du segment, soit à l ’un des points 
critiques intérieurs qui est un minimum.

Il résulte de ce qui précède la règle suivante : 
pour calculer la plus grande valeur d ’une fonc
tion continue sur le segment [a, b] on procède 
de la manière suivante:

1 ) on recherche tous les maximums de la fonc
tion sur le segment considéré ;

2 ) on détermine la valeur de la fonction aux 
extrémités du segment en calculant /  (a) et /  (b) ;

3) on choisit la plus grande parmi ces valeurs ; 
elle sera justement la plus grande valeur de la 
fonction sur le segment considéré.

On procédera d’une manière analogue pour déterminer la plus 
petite valeur d’une fonction sur un segment donné.

valeur (voir § 1 0 , 

y»
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E x e m p l e .  Déterminer la plus grande et la plus petite valeur de la fonc- 
tion y =  x3 — 3x +  3 sur le segment 1—3 ; -g-l.

S o 1 u t i o n. 1) Trouvons les maximums et les minimums de la fonction sur 
3

le segment 1—3 ; y l  :

y* =  3ac* — 3, 3xa — 3 = 0 ,  i |  = 1 ,  *2 =  —1» 
y" =  6x, (y")x =  t =  6 >  0.

Par conséquent, la fonction a un minimum au point x =  i :

<*)*-. 1 =*•
D'autre part,

i = - 6 < 0.

Par conséquent, la fonction a un maximum au point x =  — 1

(v)x =  -  1 =  5-
2) Calculons la valeur de la fonction aux extrémités de l'intervalle :

(y) 3 = i r *  < y )* = -3 = — 15*
ac=T

3
La plus grande valeur de la fonction considérée sur le segment [—3 ; y ]  est :

(y)x  =  — 1 =
sa plus petite valeur est :

(F)x =  - 3  =  —15-
Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 113.

§ 7. Application de la théorie du maximum et du minimum 
des fonctions à la résolution de problèmes

La théorie du maximum et du minimum des fonctions permet 
de résoudre de nombreux problèmes de géométrie, de mécanique, 
etc. Considérons quelques problèmes de cette nature.

Fig. 114

P r o b l è m e  1. La portée R =  OA (fig. (114) d'un projectile lancé (dans 
le  vide) avec une vitesse initiale r0 sous un angle <p avec l'horizon est donnée 
par la formule

^ v$ sin 2(p
g
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S? étant l ’accélération de la pesanteur). Pour une vitesse initiale donnée vQ 
é terminer pour quelle valeur de l'angle <p la portée sera la plus grande.

S o l u t i o n .  La grandeur R est une fonction de l’angle <p. Etudions les
maximums de cette fonction sur le segment 0 <  <p ^ ù

dR 2t;Jcos2<p 2rJcos2<p _ n 
g ; g '

la valeur critique est <p=-~;

4fflsin2q> / d*R \  _  4pjj
d'autre part.

d*R
V d«f* <o.

La fonction R présente, par conséquent, un maximum pour la valeur 
n

*

Les valeurs de la fonction R aux extrémités du segment J^Ojyj  sont:

(*V=o=0 . <*)

Le maximum trouvé est bien la plus grande valeur de R.

P r o b l è m e  2. Quelles doivent être les dimensions d’un cylindre de 
volume v pour que sa sunace totale S  soit minimale ?

S o l u t i o n .  Désignons par r le rayon de la base du cylindre et par h la 
hauteur, nous avons:

S =  2nr* +  2nrfe.

Le volume étant donné, h s’exprime en fonction de r par la formule
v =

d’où

h = nr* *
En substituant cette valeur de h dan9 l’expression de S f nous avons:

S =  2nr* -f 2nr —Jir*
ou

S =  2 (nr*

v est ici un nombre donné. Par conséquent, nous avons exprimé S en 
fonction d’une seule variable indépendante r.
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Trouvons la plus petite valeur de cette fonction dans l'intervalle 
0 < r <  oo:

Par conséquent, la fonction S a un minimum au point r =  rt . Remarquons 
que lim S =  oo et lim 5  =  oo, c'est-à-dire que la surface totale devient infinie

r-*>0 r —»oo
pour r - + 0 o u r - + o o .  Nous concluons donc que la fonction S atteint sa  p l u s  
p e t i t e  v a l e u r  au point r =  rt.

11 en résulte que la surface totale d’un cvlindre, pour un volume donné, sera 
minimum si la hauteur du cylindre est égale au diamètre de la base.

§ 8 . Etude des maximums et des minimums d’une fonction 
à l'aide de la formule de Taylor

Nous avons indiqué au § 5 du chapitre V que si au point x =  a 
f  (a) =  0  et f ” (a) =  0 , la fonction peut avoir soit un maximum, 
soit un minimum en ce point, mais peut également ne pas avoir 
d’cxtremum. Dans de pareils cas nous avons recommandé de déter
miner les extremums en étudiant le comportement de la dérivée 
première à gauche et à droite du point critique x = a.

Nous allons montrer maintenant comment cette question peut 
être résolue à l ’aide de la formule de Taylor (§ 6 , ch. IV).

Supposons que non seulement f ” (x), mais aussi les dérivées 
successives de la fonction /  (x), jusqu’à l’ordre n inclusivement, 
s’annulent au point x = a:

f (a )  =  r (a )  =  . . .  =  ? n)(a) =  0 , (1 )
mais que

/ n+,>(û) f̂e 0 .
Supposons, en outre, que les dérivées de la fonction /  (x) d’ordre 

n +  1 inclus sont continues dans le voisinage du point x =  a.
En tenant compte de (1), la formule de Taylor pour la fonction 

/  (x) prendra la forme :

f(x) =  f  (a) +  / tn+0(&.
(n - f  1 )!

où £ est un nombre compris entre a et x.

(2)
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Comme /<n+1) (x) est continue dans le voisinage du point a et que 
/cn+1) (a) 0 , il existe un nombre positif h assez petit tel que pour
tout x satisfaisant à l’inégalité | x  — a | <  h on a /*n+1) (x) =̂= 0 . 
De plus, si /<n+1> (a) >  0, nous aurons f<n+1) (a:) > 0  en tout point 
de l’intervalle («a — A, a +  A) ; si / (n+1> (a) <  0, nous aurons 
/<n+1) (a:) <  0  en tout point de cet intervalle.

Mettons la formule (2) sous la forme

/.(*) - / ( « )  =  — — / n+° a )  (2 ')(n -f- 1 )!
et considérons différents cas.

P r e m i e r  c a s .  n est impair.
a) Soit pn+1} (a) <  0. Alors, il existe un intervalle (a — A, 

a +  A) où la dérivée (n +  1 )ième est négative en chaque point. 
Si x est un point de cet intervalle, £ est également compris entre 
a — A et a +  A et, par conséquent, /*n+1> (£) <  0. n +  1 étant un 
nombre pair, (x — a) rl+1 >  0  pour x ^  a et par suite le second mem
bre de la formule (2 ') est négatif.

Par conséquent, pour x a nous avons en tout point de l ’inter
valle (a — A, a +  A):

f ( x ) - f ( a ) < 0 ;

ce qui signifie que la fonction a un maximum au point x = a.
b) Soit /<n+1) (a) >  0. Dans ce cas, pour A suffisamment petit 

nous avons / (n+1> (£) >  0 en tout point x de l’intervalle (a — A, 
a +  A). Par conséquent, le second membre de la formule (2') est 
positif, c’est-à-dire qu’en tout point de l’intervalle considéré, pour 
x^Éa, nous aurons:

/  (x) -  /  (a) >  0 , 

ce qui signifie que la fonction a un minimum au point x = a.
D e u x i è m e  c a s .  n est pair.
Alors n -f* 1 est impair et la quantité (x — a) n+1 a différents 

signes suivant que i < a o u i > û .
Si A est suffisamment petit en valeur absolue, la dérivée (n-f l)<ém* 

conserve en tout point de l ’intervalle (a — A, a -f* A) le même signe 
qu’au point a. Il en résulte que f  (x) — f  (a) a différents signes sui
vant que ï < û  ou i > û .  Cela signifie justement que la fonction 
n’a pas d’extremum au point x = a.

Remarquons que si pour n pair /<n+1) (a) >  0, alors /  (jc) <  /  (a) 
pour x  <  a et /  (x) >  /  (a) pour x >  a.

Si pour n pair f n+x% (a) <  0, alors /  (x) >  f  (a) pour x <  a, et 
/ (x) <  /  (a) pour x  >  a.

On peut énoncer les résultats obtenus de la manière suivante.
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Si l’on a pour x =  a :
/ »  =  / '  (a) = . . .  =  / n) (a) =  0

et si la première dérivée f<n+l> (a) qui ne s’annule pas au point a est 
d'ordre p a i r ,  alors

f(x) a un m a x i m u m  au point a si / n+1>(a)< ;0 ;
J(x) a un m i n i m u m  au point a si / n+1)( û ) > 0 .

Si la première dérivée qui ne s’annule pas au point a est d'ordre 
i m p a i r ,  la fonction n'a pas d'extremum en ce point. En outre,

f(x) est c r o i s s a n t e  si / n+l)(a)>U; 
f(x) est d é c r o i s s a  n t e  si / n+1)( a ) < 0 .

E x e m p l e .  Trouver les maximums et les minimums de la fonction 
/  (x) =  x4 — 4x3 +  (xt2 — 4* +  1.

S o l u t i o n .  Cherchons les valeurs critiques de la fonction 
f  (x) =  4x3 _  +  I2x -  4 =  4 (x* — 3x* +  3x — 1).

Nous trouvons de l'équation
4 (x3 — 3x* +  3x — 1) =  0 

que l’unique point critique est
x =  1

(car cette équation n’a qu’une seule racine réelle).
Déterminons la nature du point critique x =  1 :

f  (x) =  12x* — 24x +  12 =  0 pour x =  l f 
fm (x) — 24x — 24 =  0 pour x =  1T

/VI (x) == 24 >  0 quel que soit x.

Par conséquent, la fonction /  (x) a un minimum au point x =  1.

§ 9. Convexité et concavité des courbes.
Points d’inflexion

Considérons dans le plan une courbe y — /  (x) dont le graphique 
est celui d'une fonction univoque dérivable.

D é f i n i t i o n  1. On dit que la courbe a sa convexité tournée 
vers les y positifs dans l'intervalle (a, b) si tous les points de la courbe 
se trouvent au-dessous de la tangente en l’un quelconque des points 
de cette courbe dans cet intervalle.

On dit que la courbe a sa convexité tournée vers les y négatifs dans 
l’intervalle (b, c) si tous les points de cette courbe se trouvent au- 
dessus de la tangente en l’un quelconque des points de cette courbe 
dans cet intervalle.
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On dit qu’une courbe, dont la convexité est tournée vers les y 
positifs, est une courbe convexe ; de meme on dit qu’une courbe, 
dont la convexité est tournée vers les y négatifs, est une courbe 
concave.

On donne sur la figure 115 une courbe qui est convexe dans l ’in
tervalle (a, b) et concave dans l ’intervalle (6 , c).

L’orientation de la convexité est une caractéristique importante 
de la forme de la courbe. Dans ce paragraphe nous déterminerons 
les critères permettant de définir l ’orientation de la convexité de la 
courbe représentative de la fonction y =  f  (x) dans divers intervalles.

Démontrons le théorème suivant.
T h é o r è m e  1. Si la dérivée 

seconde de la fonction f  (x) est néga
tive en tout point de Vintervalle (a, b) 
c'est-à-dire si f  (x) <  0 , la courbe 
y = f  (x) a alors sa convexité tournée 
vers les y positifs (la courbe est con
vexe) dans cet intervalle.

D é m o n s t r a t i o n .  Choisis
sons un point arbitraire x = x0
dans l ’intervalle (a, b) (fig. 115) et menons la tangente à la courbe 
au point d’abscisse x  =  x0. Le théorème sera démontré si nous prou
vons que tous les points de la courbe dans cet intervalle sont disposés 
au-dessous de la tangente ou, en d’autres termes, si l’ordonnée d’un 
point arbitraire de la courbe y =  f  (x) est plus petite que l ’ordonnée 
y de la tangente pour une même valeur de x .

L’équation de la courbe est
y  = f  C*). (1)

L'équation de la tangente à la courbe au point x = x0 est

ÿ — f{xo) =  f  (*o) {x — *o)
OU

ÿ =  f(Xo)+f(xo)(x — *d)- (2 )
Il résulte des équations (1) et (2) que la différence des ordonnées 

de la courbe et de la tangente correspondant à une même valeur 
de x  est égale à

y — y =  f ( x ) — f ( X o ) — f  (xq) (x — x0).
Appliquons le théorème de Lagrange à la différence f  (x) — f  (x0) : 

y — ÿ =  f(c)-(x — x0) — f  (xd-(x — Xo)
(où c est compris entre x0 et x) ; alors

* ÿ ~ y  =  [ f  (c) —f f o ) } ( x  — x0).
13-1162
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Appliquons de nouveau le théorème de Lagrange à l'expression entre 
crochets; alors

y — ÿ =  f(ct )(c — x0)(x — xi)) (3)
(où ct est compris entre x0 et c).

Considérons d9abord le cas x  >  x0. Dans ce cas x0 <  <  c <  x ;
étant donné que

x — x0 >  0 , c — x0 >  0  

et que, par hypothèse,
f  (ci) <  0 ,

il vient de l’égalité (3) que y — y <  0.
Considérons maintenant le cas x <  xQ. Dans ce cas x c c c 

<  Ci <  x0 et x — x0 <  0 , c — x0 <  0 ; mais comme par hypothèse 
f ” (<Ci) <L 0, il vient de l ’égalité (3) que

y — ÿ <  0 .
Nous avons ainsi démontré que chaque point de la courbe se trouve 
au-dessous de la tangente & la courbe en ce point quelles que soient

les valeurs de x et de x0 dans l’intervalle (a, b). Cela signifie juste
ment que la courbe est convexe. Le théorème est démontré.

On démontre d*une façon analogue le théorème suivant.
T h é o r è m e  V. Si la dérivée seconde de la jonction f  (x) est 

positive en chaque point de Vintervalle (6 , c), c'est-à-dire si j ” (x) >  0 , 
la courbe y =  /  (x) a alors sa convexité tournée vers les y négatifs dans 
cet intervalle (la courbe est concave).

R e m a r q u e .  Les théorèmes 1 et Y  peuvent être interprétés 
géométriquement de la manière* suivante. Considérons une courbe 
y =  /  (x) dont la convexité est tournée vers les y positifs dans l ’in
tervalle (a, b) (fig. 116). La dérivée j 9 (x) est égale à la tangente 
de l’angle a  formé par la tangente à la courbe au point d’abscisse x 
et l ’axe Ox \ en d’autres termes, f  (x) =  tg a . C*est pourquoi f* (x) --
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=  Itg a li. Si f  (x) <  0 pour tout x  de l ’intervalle (a, 6 ), alors tg c 
décroît pour x  croissant. Il est géométriquement évident que s 
tg a  décroît pour x  croissant, la courbe correspondante est convexe 
Le théorème 1 donne la démonstration analytique de cette propriéU 
géométrique.

Le théorème Y  est susceptible d'avoir une interprétation géo
métrique analogue (fig. 117).

E x e m p l e  1. Déterminer les intervalles de convexité et de concavité de 
la courbe

y =  2  -  x * .

S o l u t i o n .  La dérivée seconde
y* =  - 2  <  0

pour toutes les valeurs de x. Par conséquent, la convexité de la courbe est partout 
orientée vers le baut (la courbe est partout convexe) (fig. 118).

E x e m p l e  2. Soit 

Comme
y = ex . 

y" — e* >  0

pour toutes les valeurs de x, la courbe est concave, c’est-à-dire que sa convexité 
est orientée vers le bas (fig. 119).

E x e m p l e  3. Soit la courbe définie par l ’équation

Comme
y =  x 3 . 

y0 —  6 x ,

y" <  0 pour x <  0 et y" >  0 pour x >  0. Par conséquent, la courbe a sa conve
xité orientée vers le haut pour x <  0 et vers le bas pour x >  0 (fig. 120).

D é f i n i t i o n  2 . On appelle point d'inflexion le point qui 
sépare la partie convexe d9une courbe continue de sa partie concave.

Les points O, A et B  des figures 120, 121 et 122 sont des points 
d'inflexion.
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Il est évident qu'en un point d’inflexion la tangente t r a v e r 
s e  la courbe, puisque d'un côté de ce point la courbe est disposée 
a u - d e s s o u s  de la tangente et de l ’autre côté a u - d e s s u s .

Etablissons maintenant les conditions suffisantes pour qu’un 
point de la courbe soit un point d’inflexion.

Fig. 121

T h é o r è m e  2. Soit y =  /  (x) Véquation de la courbe. Si 
f" (a) =  0  ou si f" (a) n'existe pas et que la dérivée seconde f  (x) change 
de signe en passant par la valeur x ~  a, le point de la courbe d'abscisse 
x =  a est un point d'inflexion.

D é m o n s t r a t i o n .
1) Soit f" (x) <  0 pour x <  a et f" (x )>  0 pour x >  a.

Alors, la convexité de la courbe est tournée vers les y positifs 
pour x <Z a et vers les y négatifs pour x  >  a. Par conséquent, le 
point A de la courbe d'abscisse x  =  a est un point d ’inflexion 
(«g. 1 2 1 ).
2) Si f ” {x) >  0 pour x  <  b et f ” (x) <  0 pour x >  6 , la courbe a sa 
convexité tournée vers les y négatifs pour x <  6  et vers les y positifs 
pour x >  b. Par conséquent, le point B de la courbe d'abscisse 
x =  b est un point d'inflexion (voir fig. 1 2 2 ).

E x e m p l e  4. Trouver les points d'inflexion et déterminer les interval* 
les de convexité et de concavité de la courbe

y =  e“*2 (courbe de Gauss).
S o l u t i o n ,  i)  Calculons les dérivées première et seconde:

y '  =  —2a*-*2, y0 =  2e~*2 (2x* — 1).
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2) Les dérivées première et seconde existent partout. Trouvons les valeurs 
de x pour lesquelles y" — 0 :

2e~** (2*a— 1) = 0 ,

V f ’ X l= y T
3) Etudions les valeurs obtenues:

pour x <  -

pour x >  -

y  2  *
i

V 2 ’

on a y * > 0,

on a y" <  0 ;

la dérivée seconde change de signe au voisinage du point Par conséquent, 
le point de la courbe d'abscisse x1=  — est un point d'inflexion. Les

_ i
coordonnées de ce point sont: ^ 9 * ) ’

Pour x <  

pour x >

1

V î ’
i

V 2  ’

on a y * < 0 ,  

on a y*> 0 .

Par conséquent, pour xt =  la courbe a paiement un point d'inflexion.

- i
Les coordonnées de ce point sont : , e * J . D’autre part, l ’existence

de ce second point d’inflexion découle immédiatement de la symétrie de la 
courbe par rapport à l ’axe Oy.

4) 11 résulte de ce qui précède que

la courbe est concave pour — o o < * < -  *
V 2 ’

la courbe est convexe pour

la courbe est concave pour -+

1/2
1

< * < +

1 / 2

1 / 2

<  * <  +  oo.

que

5) Il vient de l'expression de la dérivée première
y' =  —2xe“**

pour x <  0 on a y’ >  0, donc la fonction est croissante ; 
pour x >  0 on a y' <  0, donc la fonction est décroissante ;
pour x =  0 on a y9 =  G.

La fonction a un maximum en ce point, & savoir y =  i .
Il est maintenant facile grâce aux résultats obtenus de tracer le graphique 

de cette fonction (fig. 123).
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E x e m p l e  5. Trouver les points d'inflexion de la courbe
y =  x4.

S o l u t i o n .  1) Calculons la dérivée seconde :
y* =  12x*.

2) Déterminons les racines de l'équation y" =  0 :
12x* =  0, x =  0.

3) Etudions la valeur obtenue x =  0 :
pour x <  0. on a y" >  0, la courbe est concave ; 
pour x >  0, on a y" >  0, la courbe est concave.

Par conséquent, la courbe n’a pas do point d'inflexion (fig. 124).

E x e m p l e  6. Trouver les points d'inflexion de la courbe
\

»=(*—i)*.
S o l u t i o n .  1) Calculons les dérivées première et seconde :

_2 _ 6

3, „«==—! ( * —i) 3.
2) La dérivée seconde ne s'annule en aucun point, mais elle n’existe pas pour 

x =  1 (y" — ±  oo).
3) Etudions la valeur x =  1 :

pour x <  1 on a y" >  0, la courbe est concave ; 
pour x >  1 on a y* <  0, la courbe est convexe.

La courbe a donc un point d'inflexion pour x =  1. C'est le point (1 ; 0).

Notons que y' — oo pour x  —  1, c'est-à-dire que la tangente à la courbe en 
ce point est parallèle à l’axe Oy (fig. 125).
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§ 10. Asymptotes

Il arrive fréquemment que l'on doit étudier la forme de la courbe 
y = f  (x) et, par conséquent, le comportement de la fonction lorsque 
les coordonnées ou l'une des coordonnées d'un point variable de la 
courbe t e n d e n t  v e r s  l ’i n f i n i  (en valeur absolue). Au 
cours d9une telle étude, un cas particulier retient surtout l'atten

tion. C’est celui où la courbe considérée se rapproche indéfinixAent 
d'une certaine droite lorsqu'un point variable pris sur cette courbe 
tend vers l’infini *).

D é f i n i t i o n .  La droite A  est appelée asymptote d'une 
courbe si la distance 6  d'un point variable M  de la courbe à cette 
droite tend vers zéro lorsque le point M  tend vers l ’infini (fig. 126 
et 127).

Par la suite, nous distinguerons les asymptotes parallèles (c'est-à- 
dire parallèles à l'axe des ordonnées) et obliques (c’est-à-dire non 
parallèles à l ’axe des ordonnées).

I. A s y m p t o t e s  p a r a l l è l e s  à l ’a x e  Oy
Il vient de la définition de l ’asymptote que si lim /  (x) =  oo ou

JC-KX-fO
lim /  (x) =  oo, ou lim /  (x) =  oo, alors la droite x  =  a est une

*-♦0—0 x-*o
asymptote de la courbe y =  /  (x). Inversement, si la droite x — a 
est une asymptote de cette courbe, alors l ’une des égalités précédentes 
a lieu.

Par conséquent, pour déterminer les asymptotes parallèles à 
l’axe Oy, il faut trouver les valeurs x =  a pour lesquelles la fonction 
y =  /  (x) tend vers l ’infini lorsque x - > û. Si une telle valeur de x 
existe, la droite x =  a sera une asymptote de la courbe parallèle 
à l ’axe Oy.

*) On dit que le point variable M  pris sur la courbe tend vers l’infini si 
la distance de ce point à l’origine des coordonnées augmente indéfiniment.
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2
E x e m p l e  1. La courbe y -- ------  a une asymptote parallèle à Taxe Oy9x — o

r’est la droite x =  r», puisque y oo pour x 5 (fig. 128).

E x e m p l e  2. La courbe y =  tg x a une infinité d'asymptotes parallèles 
à Taxe Oy. Ce sont les droites

n x = ± 3n 
2 f x^d 5n- y .  ...

Cela résulte de ce 
n  3 n  5 j i

2 ’ "2 ” ’ T " '

que tgx- 
n

ou 2 “* “
«- oo 
3n 
2

quand x 
5îi 

’ 2

tend vers l'une des valeurs 
. . .  (fig. 129).

E x e m p l e  3. La droite x =  ü est une asymptote parallèle à l’axe Oy 
1 1

pour la courbe y =rz ex puisque lim ex =  oo (fig. 130).

II. L e s  a s y m p t o t e s  o b l i q u e s  
Supposons que la courbe y = f  (x) a une asymptote oblique 

dont l’équation est
y =  kx +  b. (1 )
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Déterminons les nombres A: et b (fig. 131). Soit M  (zf y) un point 
de la courbe et N  (x, y) un point de l ’asymptote.

La longueur du segment MP  est égale a la distance du point M  
à l'asymptotp. Par hypothèse

lira MP =  0. (2)
X-+.+00

Désignons par <p l’angle formé par l ’asymptote et l ’axe Ox. Il vient 
du triangle NM P  que

N M MP
coscp

cp étant un angle constant | différent de-^j , il vient de l’égalité pré
cédente que

lim N M = 0 ,  (2)
X-̂ +OO

et inversement, de l ’égalité (2 ') découle l ’égalité (2 ). Mais 

NM  =  \ QM — QN | =  | y — y\ =  \f(x) — (** +  b) |f 
et l ’égalité (2 ') devient

lim [f(x) — kx — b] =  0. (3)

Ainsi, si la droite (1) est une asymptote, l ’égalité (3) a lieu, et réci
proquement, si les constantes A: et 6  vérifient l ’égalité (3), la droite 
y =  kx h b est une asymptote.

Déterminons maintenant k et b. Mettons x  en facteur dans 
l’égalité (3), nous avons:

lim x \ i ^ -  - k - — 1  =  0 .
*-»>+«> L x  x \
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Comme x  -► +  oof nous devons avoir

Mais comme b est constant, lim — =  0. Par conséquent,
x -ta o  X

ou

Connaissant k , nous trouvons b de l'égalité (3) :

(4)

b —  lim [f ( x ) —fcr]. (5)
*-♦+«»

Ainsi, si la droite y =  kx +  b est une asymptote, on trouve les 
coefficients k  et b à l ’aide des formules (4) et (5). Inversement, si les 
limites (4) et (5) existent, l ’égalité (3) a lieu et la droite y =  kx +  b 
est une asymptote. Si l’une des deux limites (4) et (5) n’existe pas, 
la courbe n’a pas d’asymptote.

Remarquons que nous avons étudié cette question en nous réfé
rant à la figure 131 pour ï -> +  o°, mais tous nos raisonnements 
sont également valables pour le cas où — oo.

E x e m p l e  4. Trouver los asymptotes de la courbe
* » + 2 * - l

S o l u t i o n .  1) Cherchons les asymptotes parallèles à l 'axe Oy :
quand x —0, y - > + o o ;
quand x - * + 0 , y-*— oo.

La droite i = 0  est, par conséquent, une asymptote parallèle à l'axe Oy. 
2) Cherchons les asymptotes obliques :

k =  lim — =  lim =  lim F1 +  — -------------- — 1  =  1,
* - ± 0 0 * *-+oo ** X-+ + 0 0  L * *a J*-►±00

c ’est-à-dire
A = l,

6 =  lim  (y—xj =  l im I " —
*-► ±00 *-*-±oo L x

=  l im F  l i m  |~ 2 —
*-► ±00 L * J *-*±oo t

ainsi
6= 2.
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Par conséquent, la droite
V = * + 2

est une asymptote oblique de la courbe considérée.
Pour étudier la position de la courbe par rapport & son asymptote, considé

rons la différence des ordonnées de la courbe et de l ’asymptote correspondant 
à une même valeur de x :

x*-|-2x—1 -(*+2 )-----—■

Pour x >  0 cette différence est négative, et pour x <  0 positive ; par conséquent, 
pour x >  0 la courbe est disposée au- 
dessous et pour x <  0 au-dessus de son 
asymptote (fig. 132).

E x e m p l e  5. Trouver les asymp
totes de la courbe

y =  e"*-sin x +  x.
S o l u t i o n .  1) Il est évident 

qu’il n’y a pas d'asymptote parallèle à 
l'axe Oy.

2) Cherchons les asymptotes obli
ques:

. .. y e-^sinx+Jtk =  lim ~  =  lim ------------ '— =
3t—►-f-OO

b =  lim [e~x sin x -f x —x] =

=  lim

=  lim trx sinx =  0.x-H-oo
Par conséquent, la droite 

y = x
est une asymptote oblique pour x - * +  oo.

La courbe considérée n*a pas d'asymptote pour x ->■ — oo. En effet, lim -
X -  * — OO X

n’existe pas, puisque- = - — sin x +  1 (le premier terme croît indéfiniment 
lorsque x -► — oo et, par conséquent, la limite n’existe pas).

§ 11. Schéma général de l ’étude des fonctions 
et de la construction des graphiques

L’étude des fonctions se ramène généralement à déterminer:
1 ) le domaine naturel de définition do la fonction;
2 ) les points de discontinuité de la fonction;
3) les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction ;
4) les points de maximum et de minimum, ainsi que les valeurs 

maximales et minimales de la fonction ;
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5 ) les domaines de convexité et de concavité du graphique, les 
points d’inflexion ;

6 ) les asymptotes du graphique de la fonction.
Cette étude permet do tracer le graphique de la fonction (il est 

parfois préférable d’esquisser les éléments du graphique parallèle
ment au développement de l'étude).

R e m a r q u e  1. Si la fonction considérée y =  /  (x) est pairef 
c'est-à-dire que la valeur de la fonction ne change pas quand la 
variable indépendante change de signe, en d’autres termes, si

/  (—*) =  /  (*).
il suffit d’étudier la fonction et de construire son graphique unique
ment pour les valeurs positives de la variable indépendante apparte
nant au domaine de définition. En ce qui concerne la partie du gra
phique correspondant aux valeurs négatives de la variable indépen
dante, il suffit de noter que le graphique d’une fonction paire est 
symétrique par rapport à l ’axe des ordonnées.

E x e m p l e  1. La fonction y =  x2 est paire, puisque i—x)% =  (**) 
(voir fig. 5).

E x e m p l e  2. La fonction y =  cos x est paire, puisque cos (—x) =  cos x 
(voir fig. 16).

R e m a r q u e  2. Si la fonction y =  /  (x) est impaire, c’est-à- 
dire qu'elle change son signe quand la variable indépendante change 
de signe, en d’autres termes, si

/  (—*) =  — /  (*)»
il suffit d’étudier les valeurs positives de la variable indépendante. 
Le graphique d’une fonction impaire est symétrique par rapport 
à l'origine des coordonnées.

E x e m p l e  3. La fonction y =  x8 est impaire, puisque (—x)8 =  —x3 
(voir fig. 7).

E x e m p l e  4. La fonction y =  sin x est impaire, puisque sin (—x) — 
=  —sin x (voir fig. 15).

R e m a r q u e  3. Il est parfois préférable d'intervertir l ’ordre 
des opérations à effectuer quand on entreprend l ’étude d’une fonc
tion concrète, car certaines propriétés de la fonction permettent 
parfois d’en déduire d’autres. Par exemple, si nous avons déjà établi 
que la fonction considérée est continue et dérivable, et si nous avons 
déterminé les points de maximum et de minimum, par cela même 
nous avons déterminé les intervalles de croissance et de décroissance 
de la fonction.

E x e m p l e  5. Etudier la fonction

et construire son graphique.
y 1 +  x*
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S o l u t i o n .  1) Le domaine de définition de la fonction est l'intervalle 
— oo «< x <  -f- oo. Notons immédiatement que y <  0 pour x <C 0 et que y ;> 0 
pour x >  0,

2) La fonction est partout continue.
3) Cherchons les maximums et les minimums de cette fonction. En partant 

de l'égalité

* '=  ( i ^ 5 t = 0

nous trouvons les points critiques:
xt =  —1, x2 =  1.

Etudions la nature des points critiques:
y' <  0 pour x <  —1,
\f  >  0 pour x >  —1.

La fonction a donc un minimum au point x =  — 1 :
Vmln =  (l/)jc »  —1 =  —

D autre part.
y' >  0 pour x <  1, 
y* <  0 pour x >  1.

Par conséquent, la fonction admet un maximum au point x =  1 :
Fmax — (lf)*c — i  —  0 , 5 .

4) Déterminons les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction : 
y* < 0  pour — oo <  x <  —1, la fonction est décroissante: 
y* >  0 pour —1 <  x <C 1, la fonction est croissante ;
^  < 0 pour 1 < x <  4* oo, la fonction est décroissante.

5) Déterminons les intervalles de convexité, de concavité et les points d’in
flexion de la courbe. Il vient de l’égalité

2jr(*»-3) 
“  (H  *»)»

que
* 1 = - V 3 ,  *2-=0, * 3 = V 3 .

Etudions y" en fonctionne x :
pour —oo < i <  — 1/3  on a y* <  0, la courbe est convexe ; 
pour — y 'â  <  x <  0 on a y" >  0, la courbe est concave ; 
pour 0 <  x c  j/3Ton a y" <  0. la courbe est convexe ; 
pour Y% <  x <  +  oo on a y” >  0, la courbe est concave.

Par conséquent, le point de coordonnées x — — Y y  =  —1—  eslun point d’in-
4

flexion. On voit de même que les points (0, 0) et ( Y 3* 1^2) sont aussi des
4

points d’inflexion.
6) Déterminons les asymptotes de la courbe:

pour x -*• 4- oo, y 0 ; pour x -+• — oo, y -► 0. 
Par conséquent, la droite y =  0 est l’unique asymptote oblique.
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La courbe n’a pas d’asymptotes parallèles à l’axe Oy, car pour aucune valeur 
finie de x la valeur correspondante de la fonction ne tend pas vers l’infini.

Le graphique do la courbe étudiée est représenté sur la figure 133.
E x e m p l e  6. Etudier la fonction

y =  ^  2a*2—x* 
et construire son graphique (a >  0).

S o l u t i o n .  l ) L a  fonction est définie pour toutes les valeurs de x»
2) La fonction est partout continue.
3) Cherchons les maximums et les minimums de cette fonction:

, _____ 4a*—3sa_________ 4q—3s
y (2ax* — z»)* ~  X (2a— x)* ’

La dérivée existe partout, sauf aux points 
x% =  0 et x2 =  2a.

Etudions les valeurs limites de la dérivée quand x -»» —0 et x -► +  0

lim 
*-►—o

4a—3*
3 f  (2a—x)*x

oo. lim 4a—3s
x-H-0 3 i f  (2a—xflx =  +o°

pour x <  0 on a y' <  0 ; pour x >  0 on a >  0.
Par conséquent, la fonction a un minimum au point x =  0. La valeur de la 

fonction en ce point est égale à zéro.
Etudions maintenant le comportement de la fonction dans le voisinage du 

second point critique x2 =  2a. Quand x ->» 2a, la dérivée tend aussi vers l’infini. 
Toutefois, dans ce cas, la dérivée est négative pour toutes les valeurs de x suf
fisamment voisines de 2a (aussi bien pour les valeurs de x situées & gauche qu’à 
droite du point 2a). La fonction n’a donc pas d’extremum en ce point. Dans le 
voisinage du point x2 =  2a, ainsi qu’en ce point, la fonction est décroissante; 
la tangente à la courbe en ce point est parallèle & l’axe Oy.

4aLa dérivée s’annule pour x = -g - . Etudions ce point critique. Il vient de

l ’expression de la dérivée première que
4apour x <  -g - on a y' >  0,

pour x >  -g -  on a y' <  0.

Par conséquent, la fonction admet un maximum au point x = - g -  :

i/mâx= * 3
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4) En utilisant les résultats de l’étude effectuée nous en déduisons les inter
valles de croissance et de décroissance de la fonction :

la fonction est décroissante pour —oo <  x < 0 ;
la fonction est croissante pour 0 <  x <  ^  ;o

4flla fonction est décroissante pour < x  < 4 -
5) Déterminons les intervalles de convexité et de concavité de la courbe- 

ainsi que les points d'inflexion: la 
dérivée seconde

8a*
9*4/3(2a-7 :r)5/a

ne s’annule en aucun point; cepen
dant, elle a deux points de disconti
nuité : ce sont les points z t — 0 et 
x2 — 2a.

Etudions le signe de la dérivée 
seconde dans le voisinage de chacun 
de ces points :

pour x <  0, on a y" <  0, la con
vexité de la courbe est donc orientée 
vers le haut;

pour x >  0, on a y" <  0, la con
vexité de la courbe est encore orientée 
vers le haut.

Le point d'abscisse 2 = 0  n’est 
donc pas un point d’inflexion.

Pour x <  2a on a y* <  0, la convexité de la courbe est donc orientée vers 
le haut ; pour x ;> 2a on a y” >  0, la convexité de la courbe est orientée vers le 
bas. Le point (2a, 0) est donc un point d'inflexion.

6) Déterminons les asymptotes de la courbe:

k — lim — =  lim
X - * ± O Û  X  x ~ ¥ ± 0 0

6 =  lim [ f2 a x *—z* ~x] ~
*-*±cc

La droite

2flX*— 2 * lim î /  ——1 =  —1,

lim

X-*±ao
2o*«—«»+*»

x-»±oo f  (2ai*—**)*—* f  2a**— *»+**

■ 2a

2a
3

est donc une asymptote oblique de la courbe y — f  2jox*—&. Le graphique 
de la courbe étudiée est représenté sur la figure 134.

§ 12. Etude des courbes données sous forme paramétrique
Soient

X = < p ( t ) ,  1

y = l > ( 0  /  1 1
les équations paramétriques d’une courbe.

Dans ce cas l ’étude et le tracé de cette courbe se font de la meme 
manière que pour une courbe donnée par l ’équation

y  -= / (*)•
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Calculons les dérivées

Calculons la dérivée

dx . . .  
—  =  <P (O. dt

dy ^ ' ( 0

dx q>' (t)

(2)

(3)

pour les points de la courbe au voisinage desquels le graphique de 
cette dernière a pour équation y =  /  (x), où /  (x) est une certaine 
fonction.

Trouvons les valeurs du paramètre t =  tiy f2, . . th pour 
lesquelles Tune au moins des dérivées <p' (t) et (f) s'annule ou a 
un point de discontinuité. (De telles valeurs de t seront dites valeurs 
critiques.) En vertu de la formule (3), on définit dans chaque inter
valle (fi, f2), (*2 > fs)t • • -y (fft-i. tk) et, par conséquent, dans chaque 
intervalle (xu x2), (x2, xs), . . ., (x*_i, xh) (où xt =  <p (f*)) le signe
do ^  et par cela même on détermine les intervalles de croissance
et de décroissance. Cela permet de déterminer la nature des points 
correspondant aux valeurs tu f2t . . th du paramètre. Calculons 
maintenant :

ê y  _ ^T (t) y (t) — qT (t)Ÿ  (t)
I W W t

Cette formule nous permet de définir l ’orientation de la convexité 
en chaque point de la courbe.

Pour trouver les asymptotes, on cherche les valeurs de t telles 
que dans leurs voisinages soit x, soit y tend vers l'infini, et les va
leurs de t telles que dans leurs voisinages x et y tendent simultané
ment vers l'infini. L'étude de la courbe se poursuit de la manière 
habituelle.

Montrons sur des exemples certaines particularités de l'étude 
des courbes données sous forme paramétrique.

E x e m p l e  1. Etudier la courbe donnée par les équations

<->«>• «•>y =  a sin8 t J
S o l u t i o n .  Les (grandeurs x et y sont définies pour toutes les valeurs de 

t . Mais, compte tenu de la périodicité des fonctions cos9 t  et sins t  (leur période 
est égale à 2ji), il suffit de considérer la variation du paramètre t entre 0 et 2n; 
x varie alors sur le segment [—a, a] ; le domaine de définition de la fonction y
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est le segment [—a, a]. La courbe considérée- n’a donc pas d'asymptote. Nous 
trouvons ensuite:

dx
dt — 3a cos2 1 sin t.

dy
dt =  3a sin2 i cos U ! (2')

Ces dérivées s'annulent pour f —0, , n, , 2ft. Déterminons;

dy _  3a sin2 t  cos t 
"dx —3a cos2 1 sin t -tgf. (3')

En utilisant les formules (2'), (3'), formons le tableau suivant :

Domaine de 
varia tion  de t

Domaine do 
varia tion  corres

pondant do x

Domaine de 
varia tion correspon

dant de y
V

dy
dx

Caractère de 
la variation  

de y en fonc
tion de x  

(y «  /  (*)>

° < ‘ < T
a > x > 0 oo<« — décroît

T < ‘ < * 0 > x > — a a > V > 0 + croît

—«<*<o 0 > » > — « — décroît

ï<t<2n 0 < * < « — «  <  y <  o + croît

Ce tableau nous montre que la relation (1#) définit deux fonctions continues 
de la forme y =  /  (x) telles que pour 0 < ( < n o n a ^ > 0  (voir les deux premiè
res lignes du tableau) et pour jt <! t 2n on a y 0 (voir les deux dernières 
lignes du tableau). U vient de la formule (3') :

lim  
, n
' - T

dy
dx

et

lim 4 U o o .
3ji «

“•"T"
La tangente à la courbe en ces points est parallèle à l'axe Oy. En outre

dy I
dt |=2ji“

iL l - o  *L| - 0
dt |l=0 °* dt U n - 0 * «0 .

La tangente à la courbe en ces points est donc parallèle à l'axe Ox. Nous 
trouvons ensuite :

<Py 1
dx* 3acos*f-sint *

14-1162



210 ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS [CH. V

d'où noua concluons:
d2ypour 0 <  t  <  n on a >  0, la courbe est concave, 

a2u
pour n <  t <  2n on a <  0, la courbe est convexe.

Les résultats obtenus nous permettent de construire la courbe considérée 
(fig. 135). Cette courbe est appelée astroïde.

E x e m p l e  2. Construire la courbe donnée par les équations (jollum de 
Descartes)

3at 3ai2
y = ir r ir  <*><>). < n

1 +  1» ’ 1 +  1»
S o l u t i o n .  Ces deux fonctions sont défi

nies pour toutes les valeurs de /, excepté t =  
— —1. En outre,

lim x=* lim ^  =« +  oo,
<-♦—1—0 <-♦— î—o 1 '

3ai2
lim y =  lim 

<-♦—1—0 <_►—1—0 1 +*"
-oo ;

Fig. 135 lim  x — —c <-♦-1 + 0
lim y =  +  oo.

<-♦-1 + 0

D'autre part, remarquons que

pour < = 0  on a x = 0 ,  y = 0, 

quand l - ^ + o o  on a *-►(), y -+  0, 

quand <-►—oo on a x -►O, y -►O.

Calculons et : at at

dx 6 . ( 4 - . . ) dy _  3at{2 — t3) 
d t ~  (1+t®)»dt (1 +t»)*

Nous en déduisons les valeurs critiques suivantes pour t :

*i=  1» t*= 0, l j =  ^r_ -• < 4 = ^ 2 .

(2*)

dy
dy dt t(2 — t») (3")

Nous trouvons ensuite :
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En nous servant des formules (1*), (2"), (3"), formons le tableau suivant :

Domaine de 
varia tio n  de t

Domaine de 
varia tion  correspon

dant de x

Domaine de 
variation correspon

dant de y
sr

dy
dx

Caractère 
de la varia
tion de y en 

fonction de x  
(1/-/ <*))

— oo<. t <  — 1 0 < x <  +  oo 0 > y  >  —oo décroît
—1 <  * < o --OO <  X <  0 +  oo >  y > 0 — décroît

0 < , < n
0 < * < a f 4 0 < y < « * f 2 + croit

a f  4 > x > a fv 2 a 1^2 <  y <  a jT4 — décroît

f 2 < t <  +  oo a f  '2 >  x >  0 c f ï > y > 0 + croît

Il vient de la formule (3*) :

(4)«  - •  (ê),„ —
C 3 )  G :#)

Par conséquent, la courbe passe deux fois par l'origine des coordonnées (l’origine 
des coordonnées est un point double de la courbe, au voisinage de l’origine la 
courbe a deux branches) ; la première branche a une tangente parallèle à l'axe 
Ox et la seconde une tangente parallèle à l’axe Oy.

D’autre part,

m . l
f i

U - r v
En ce point la tangente à la courbe est parallèle 
è l'axe Oy.

tÈ L \
à x ) t=\ =  0 .

Fig. 136
yy—a^4 /

En ce point la tangente à la courbe est parallèle à l ’axe Ox. Cherchons les 
asymptotes :

k =  lim — =  iim 3afi (1 +  r*)
x-*-foo T t-+-1-o 3(21 (* I l#)

6 =  lim (y—Ai>— lim* [ —( — 1) 1 =

.. r  3ol(t |1 )  i 3at
=  lim — T T ls—  =  iim — t . ,« ~ —a.

u - i - q L * “M3 J /—► — i—o 1 —t-M 2
Par conséquent, la droite y — —x —a est une asymptote de l'une des bran
ches de la courbe quand x -*  +  oo.
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De même, nous trouvons :

k =  lim — =  —1,
*— oo *

b =  lim (y—k x ) = —a.
*-►—oo

Ainsi, la droite y =  —x — a est une asymptote de l'une des branches de la cour
be quand x -► — oo.

D'après l'étude qui vient d’être faite, nous pouvons tracer la courbe 
(Kg. 136).

Certaines questions relatives & l ’étude des courbes seront traitées au chapi
tre VIII, J 19 « Points singuliers d’une courbe».

Exercices
Trouver les extremums des fonctions:

1. y =  x1 — 2x +  3. Rép. ymïn =  2 pour x =  1.
x* 72. y = - j  — 2z* +  3x +  1. Rép. ymaz = -g- pour x =  1, ymin = 1  pourx =  3.

3. y =  x* — 9x*-t- 15x +  3. Rép. ymax =  10 pour x =  1, ymm =  — 22 pour 
x = 5 .

4. y =  — x4 +  2x*. Rép. ymax =  1 pour x =  ±  1, ymm =  0 pour x =  0.
5. y =  x4 — 8x* +  2. Rép. ymaz =  2 pour x =* 0, ym!o sa — 14 pour 
« x  =  ±  2.
6. y =  3xB — 125*3 +  2160x. Rép. max pour x =  — 4 et x =  3, min pour 

x =  — 3 et x =  4.
2

7. y =  2 — (x — 1)*. Rép. ymaz =  2 pour x =  1.

g. y = 3 —-2 (x + l)* . Rép. II n'y a pas d’extremum.

9. y =  . Rép. min pour x =  V 2 . max pour

Jn (x—2) (3—x) 1210, y = - -------  i m Rép. max pour x =  — .

V 2 .

11. y = 2 ex + e r x. Rép. min pour x = Log 2

*2- Logx * Rép* P0UJP x=e*

13. ysrcosx-fsin x  | — 5 . < x < - y J .  Vm ax=V2 pour x = - 5 - ,

n . x » — v min pour * =  15

15. y=ax-ftgx. Rép. Pas d’extremum.

14. y = s in 2 x —x ^ R é p .  max pour
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16. p =  e*sinx. Rép. min pour x = 2kn— max pour x=2Arît+-|-Jt.

17. p = x * —2x*-|-2. Rép. max pour x =  0; min pour x =  — 1 et pour x = i .

18. p =  (x—2)3(2x+l). Rép. Pm ln^~8,24 pour x = -g - .

19. p =  Rép. min pour x = l  ; max pour x =  — 1.

20. p=x* (a—x)*. Rép. Ifaax=-yg- pour x =  - | - ;  proin =  0 pour x = 0  et pour 

x —a.
OJ a» , 6 » fl* fl»21. p = ----- 1---------- . Rép. max pour x = ------— ; min pour x = — — .x fl—x fl—o fl-|-o
22. i / = * + y i —*. Rép. Vniaz =  5/4 pour * = 3 /4 ;  Pm in=l P°ur * = ! •

2 / T  223. p = * y i —* ( * < ! ) .  Rép. »roax= - g - y  -g-pour * = - g - .

24. Rép. min pour x =  — 1 ; max pour x = l .

25. y =  x Log x. Rép. min pour x =  ife. 26. y =  x Log» x. Rép. pmax =  4*“» 
pour x = e - * ;  pmin =  0 pour x = l .

27. p =  Logx— arc tgx. Rép. La fonction croît.
28. p = s i n 3 x —3sinx.  Rép. min pour x = n / 2 ;  max pour x = 3 n /2 . 29. p=» 

=  2x+ arctgx . Rép. Pas d*extremums.

30. p =  sin x coss x. Rép. min pour x == — ; deux max : pour x =

= arc cos pour x =  arc cos
i - ÿ j i -

04 / • \ nz (4m +l) n . (4ni-f'3() ji31. j/sa rc  sin (sin x). Rép. max pour x =  -— ; mm pour x *=-— % •

Trouver la plus grande et la plus petite valeur des fonctions sur les seg
ments indiqués:

32. y =  — 3x* -f- 6x* — 1 (—2 <  x <  2). Rép. La plus grande valeur est 
y  =  2 pour x == ±  1. la plus petite valeur est y =  —25 pour x =  ±  2*

33. p =  — —- 2x* +  3x +  1 (—1 <  x <  5). Rép. La plus grande valeur est
23 13y =  -g- pour x =  5, la plus petite valeur est y =* — pour x =  —1.

x _1 3
34. y =  j-— . (0 <  x <  4). Rép. La plus grande valeur est y pour x =

=  4, la plus petite valeur est y =  — 1 pour x =  0.

<  x <  J . Rép. La plus grande valeur est p = - ~

pour x =  — ^ , la plus petite valeur est p =  — «2. pour x =  ~ - .

36. On désire faire une caisse sans couvercle de volume maximum en décou
pant et en pliant d*une manière appropriée des carrés égaux dans une

35. p ^ sin  2x—x  ̂—
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feuille de tôle de côté a. Quelle doit être la longueur du côté de ces carrés? 
R ép.-jp

37. Montrer que parmi tous les rectangles inscrits dans un cercle donné, le 
carré a une surface maximum. Montrer aussi que le périmètre est maxi
mum pour le carré.

38. Montrer que parmi tous les triangl «  isocèles inscrits dans un cercle don
né, le triangle équilatéral a un périmètre maximum.

39. Trouver parmi les triangles rectangles, dont l'hypoténuse est égale à hf 
celui qui a une surface maximum. Rép. La longueur de chaque côté est

— h  * V f -
40. Trouver parmi les cylindres droits inscrits dans une sphère de rayon R

celui qui a un volume maximum. Rép. La hauteur ae ce cylindre est
, - x 2R *g.k à

4t. Trouver parmi les cylindres droits inscrits dans une sphère donnée de 
rayon R celui dont la surface latérale est maximum. Rép. La hauteur de 
ce cylindre est égale à R V 2 .

42. Trouver parmi les cônes droits circonscrits à une sphère de rayon R la 
hauteur ae celui qui a un volume minimum. Rép. La hauteur est égale 
à 4/7 (le volume du cône est alors égal au double de celui de la sphère).

43. L'intérieur d’un réservoir sans couvercle, dont le fond a la forme d'un 
carré, doit être recouvert de plomb. La capacité du réservoir est 32 1. 
Quelles doivent être les dimensions de ce réservoir pour que la quantité 
de plomb utilisé soit minimale ? Rép. Hauteur 0,2 m ; côté de la base 
0,4 m (autrement dit, le côté de la base doit être le double de la hauteur).

44. Un couvreur doit faire une gouttière de capacité maximale dont le fond et 
les côtés latéraux aient 10 cm de largeur ; de plus, les côtés latéraux doivent 
être également inclinés par rapport au fond. Quelle sera, en haut, la lar
geur de la gouttière ? Rép. 20 cm.

45. Démontrer que la fabrication d'une tente conique, de capacité donnée, 
exige une dépense de tissu minimum quand la hauteur de la tente est 1^2 
fois plus grande que le rayon de la base.

46. On doit fabriquer un cylindre sans couvercle dont les parois et le fond 
ont une épaisseur donnée. Quelles doivent être les dimensions de ce cylin
dre, pour une capacité donnée, si l'on désire que la quantité de maté
riel employé soit minimale ? Rép. Si R désigne le rayon intérieur de la

base et v le volume intérieur du cylindre, alors R

47. On doit fabriquer une chaudière en soudant aux extrémités d'un cylindre 
deux demi-sphères. Les parois de la chaudière ont une épaisseur constante. 
Pour un volume donné v de la chaudière, comment procéder pour que la 
surface extérieure soit minimale ? Rép. La chaudière doit avoir la forme

d'une sphère de rayon intérieur

48. Construire un trapèze isocèle de périmètre minimum pour une surface S 
donnée ; l'angle de base est égal à a . Rép. La longueur des côtés latéraux
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49. Inscrire dans une sphère de rayon R un prisme triangulaire régulier de volu- 
me maximum. Rép. La hauteur du prisme est égale à  .

50. Circonscrire un cône de volume minimal à une demi-sphère de rayon R. 
La base de ce cône coïncide avec le plan diamétral de base de la demi- 
sphère. Calculer la hauteur de ce cône. Rép. La hauteur du cône est égale 
à R V 3 .

51. Circonscrire un cône droit de volume minimal à un cylindre de rayon r en 
supposant que leurs bases soient dans un même plan et que les centres de
ces dernières coïncident. Rép. Le rayon de la base du cône est égal à y  r.

52. Découper un secteur dans un cercle de carton de rayon R de manière quven 
l'enroulant on obtienne un entonnoir de capacité maximum. Rép. L’angle

au centre de ce secteur est égal à 2ji

53. Parmi tous les cylindres circulaires inscrits dans un cube d'arête a, dont 
l'axe coïncide avec la diagonale du cube et dont les cercles de base sont 
tangents aux faces du cube, trouver celui qui a un volume maximum.

V 3 .Rép. La hauteur du cylindre est égale è le rayon de la base est

égal à
V 6 *

54. Soit dans le plan un système orthogonal de coordonnées et un point (x0, 
I/o) pris dans le premier quadrant. Mener une droite passant par ce point 
de manière qu'elle forme avec les directions positives des axes de coordon
nées un triangle de surface minimum. Rép. L'équation de la droite est

2 x q  * 2 j/ q

55. Soit un point donné sur l'axe de la parabole y1 =  2px et situé à la distan
ce a du sommet de cette parabole. Trouver l'abscisse du point de la courbe 
le plus proche de ce point. Rép. x =  a — p.

56. On estime que la résistance d'une poutre parallélépipédique est proportion
nelle è sa largeur et au cube de sa hauteur; trouver la largeur de la poutre 
la plus résistante que l'on peut obtenir d'un tronc de 16 cm de diamètre. 
Rép. La largeur est égale a 8 cm.

57. Un bateau est au mouillage à 9 km du point le plus proche de la côte. 
Un messager doit parvenir au plus vite à une localité située à 15 km du 
point de la berge le plus proche du bateau. Etant donné qu'un messager
Ï)arcourt 5 km è l'heure à pied et 4 km à l'heure en canot, en quel point de 
a berge doit-il accoster pour arriver au plus vite è cette localité ? Rép. 

A 3 km de la localité.
58. Un point matériel se déplace dans le plan a la vitesse vt en dehors de la 

ligne droite MN et à la vitesse v2 sur cette ligne. Quel chemin doit-il 
parcourir pour accomplir, dans le temps le plus court, le trajet AB, si B 
est un point de la ligne MN  ? La distance au point A à la ligne MN  est 
égale è fc, la distance entre le point B et la projection a  du point A sur la 
ligne MN  est égale à a. Rép. Si ABC est le chemin parcouru, alors

aC si a  B *>i a  B v\
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59. On soulève un poids w à l ’aide d’un levier du premier genre. Le fardeau se 
trouve à la distance a cm du point d'appui ; chaque tronçon de levier de 
1 cm de longueur pèse v grammes. Quelle doit être la longueur du levier 
pour que la force nécessaire pour soulever le poids soit minimale ? Rép.

60. Les mesures successives d’une grandeur x inconnue ont donné les résultats 
suivants: x4, x2, . . ., xn. Montrer que la somme des carrés des écarts 
(x — Jtf)1 -f  (x — x2)* +  . . . +  (x — Xn)* sera minimale si l’on choisit

61. Afin de réduire au maximum le frottement d’un fluide contre les parois 
d’un canal, on conçoit ce dernier de manière que la surface de contact soit 
minimale. Montrer que la forme idéale d’un canal parallélépipédique 
ouvert, dont l ’aire de la section transversale est donnée, est obtenue quand 
la largeur du canal est double de la hauteur.
Déterminer les points d'inflexion et les intervalles de convexité et de 

concavité des courbes:
62. y  =  x5. Rép. Pour x <  0  la courbe est convexe et pour x >  0  concave; 

x =  0 est un point d’inflexion.

63. y — 1 — x*. Rép. La courbe est partout convexe.
64. y =  x3 — 3x* — 9x +  9. Rép. Point d’inflexion pour x  =  i .
65. y =  (x—b)3. Rép. Point d’inflexion pour x = è .
66. y= x * . Rép. La courbe est partout concave.

67. y —  Rép. Point d’inflexion pour x=db

68. y = tg x . Rép. Point d’inflexion pour x = n n .
69. y =  xe~*. Rép. Point d’inflexion pour x = 2 .
70. y = a —ÿ x —b. Rép. Point d’inflexion pour x =  fc.
71. y =  a—J/(x—6)2. Rép. La courbe n’a pas de point d’inflexion.

Trouver les asymptotes des courbes suivantes :

*i + *2+ -
n

74. y =  c - f - ^ — jp. Rép. x = b ;  y =  c.

75. y =  e1/* — 1. Rép. x =  0; y = 0 .
76. y =  Logx. Rép. x = 0 . 77. y3 =  6x*+x3. Rép. y =  x + 2.

78. y3 =  a3—x3. Rép. y- f -x=0.  79. Vt =  ~~2a—x -. Rép. x= 2a . 

80. y*(x—2o)= x3—o3. Rép. x —2af y =  ± ( x + a ) .
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Etudier le comportement et construire le graphique des fonctions:

81. y= x * —2x -|-10.
i

83. y =  e * *

84. 6* 85 1/ — 86 w X
v ~  i+ * *  • oa. v t * • * > ' V -  * ._ 1  •

87. 88. H -  ** 89. i /S s i9_2
V *» * i + *  • U9i Jf “ A

90. a3
» - s = ï r -

91. y =  ÿr**+2. 92. y = x — f i f l  +  i

93. v  î T î * 94. y =  xe~x. 9 a  y = & e ~ x*.

96. y = x —Log (x+1)- 97. v =  Log (* •+ !) . 98. y =  sin 3x.
99. y=x-f-sinx. 100. y = x s in x . 101. y= e-*  sinx.

102. y=Logsinx. io a  y =  L o g x .
X

[ * =  !•. j , 4 ..

103.

<
 %

Il 
II

H
 

* îo a  f  I = ' ! ! - >iDî '\  y = û (1 —cos t). «*• {;:sr
E x e r c i c e s  s u p p l é m e n t a i r e s  

Trouver les asymptotes des courbes :

iO R . y = j Ç ± ^ - .  Rép. x =  — 1 ;

y = x —1. 109. y = x -f-e“x. Rép. y =  x.

110. 2 y (x + l)1= x 1. Rép. x== —1 ; y = “ - x —1.

lift. je1. Rép. Pas d’asymptotes. 112. y=sr-*x sinx . Rép. y = 0.
113. y =  r -* sin 2 x + x . Rép. y = x .

114. y = x L o g  ( « + 4 " )  ' M P* * = — T '  y = * + 4 " *

115. y —x t* * .  Rép. * = 0 ;  y = x .  116. x =  Rép. y =

Etudier le comportement et construire le graphique des fonctions : 
117. y = |* | .  l i a  y = L o g \x \ .  119. y* = x * —x.

120. p = ( * - f - l ) * ( * — 2). 121. p = * + | * | .  122. y = f H * — x.

123. y = a * y j + ï .  124. p = - ^ ~ L o g x . 125. Log*.
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126. y 127. y x
hôgx* 128. y =  x 4 Logx

x

129. y =xLogx. 130. y — ex —x. 131. y =  |s in 3 x |.

132. y — ~  ■ « 133. y —x arc tg x. 134. y — x —2 arc tgx.

135. y — e-2* sin 3x. 136. y =  | s inx | - |  x. 137. y =  sin(x*).

138. y —cos^x ; sin3 x. 139. y =  - î- jJ - î i  .

KO. y =  — L  141. y =  sin — î - ^ L l L ( —n < * < n ) .

142. y =  cos — y —i  (  •

143. y = i - ( 3 *  } | * | )  |-1. 144. y = - - [ 3 ( * - l ) H  | * - 1 | ]  +  1 ( 0 < * < 2 ) .



Chapitre VI

COURBURE D'UNE COURBE

S 1. Longueur de l'arc et sa dérivée
Supposons que l'arc de courbe MoM (fig. 137) soit le graphique 

de la fonction y = f  (x) définie dans l'intervalle (a, b). Définissons 
la longueur de l'arc de courbe. Prenons sur la courbe AB  les points
M 0, M i, A/2, . . • t A/j-i, A/*, . . A/n- tf M
par des segments de droite nous obtenons 
A/0A/,A/ 2 . . . Mi-tMt . . . A/n-jAf inscrite 
dans l’arc M 0M. Désignons par Pn la lon
gueur de cette ligne polygonale.

On appelle longueur de Varc A/0Af (et 
l'on désigne par s) la limite vers laquelle 
tend la longueur de cette ligne polygonale 
quand la longueur du plus grand des seg
ments A/|^|A/| constituant cette ligne tend 
vers zéro si cette limite existe et ne dépend 
pas du choix des sommets de la ligne poly-

En joignant ces points 
une ligne polygonale

Fig. 137

gonale A/\>A/iA/ 2 . - • i • Mn̂ M .
Remarquons que cette définition de la longueur d’un arc de cour

be quelconque est analogue à celle de la longueur de la circonférence.
Nous montrerons au chapitre XII que si la fonction f  (x) et sa 

dérivée f ' (x) sont continues sur le segment [a. 6 ], l'arc de la courbe 
y =  /  (x), compris entre les points la, /  (a)] et [6 , /  (6 )1, a une lon
gueur bien déterminée que l ’on peut calculer à l ’aide de formules 
appropriées. On démontrera dans ce même chapitre que sous les 
conditions citées plus haut le rapport de la longueur de l'arc à la 
longueur de la corde correspondante tend vers l ’unité, quand la 
longueur de la corde tend vers zéro, c’est-à-dire

longueur M0M  _^
m0m-+o longueur MqM  

On peut facilement démontrer ce théorème pour la circonféren
ce *), cependant pour le cas général nous l ’admettrons pour le 
moment sans démonstration.

*) Considérons Tare AB  correspondant à l'angle au centre 2a (fig. 138). 
La longueur de cet arc est égale à 2Ra (R désigne le rayon du cercle) ; la lon
gueur de la corde correspondante est 2R sin a. C’est pourquoi

lî™ longueur AB =  Um 2Ra_  
a-+0 longueur AB o-»0 2n sin a
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Considérons le problème suivant.
Soit y =  /  (x) l ’équation d’une courbe du plan Oxy.
Soient M 0 (x0, yo) un point donné pris sur cette courbe et Al (x, y) 

un point variable de cette courbe. Désignons par s la longueur de 
l’arc M qM  (fig. 139).

Quand l’abscisse x du point Al varie, la longueur s de l’arc varie 
également; elle est, par conséquent, une fonction de x. Calculons 
la dérivée de s par rapport à x.

Donnons à x un accroissement Ax. L’arc s subit alors un accrois
sement As =  longueur M M \ . Soit AlAf\ la corde qui sous-tend cet
arc. Pour trouver la limite lim — , procédons de la manière

Ax- 0  Ax
suivante : nous tirons du triangle MMiQ :

M M \ =  (Ax) 2 - f  (Ay)2.

Multiplions et divisons le premier membre par As8:

(̂ r) *As?=*Ax*2+̂Â2,
Divisons les deux membres de l’égalité par Ax2:

(#)•(£)=’+(£)’•
Trouvons la limite du premier et du second membre quand Ax 0.
n .. MM, . A y dyComme lim — x— 2 = 1  et lim -r-2- =  , nous avons :

Â/ÂH-to Ax ax

( - t h ' + ( ï ï
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OU

Nous trouvons l'expression suivante pour la différentielle de l'arc :

*=V/̂ +(i)!‘b ®
ou *)

ds =  V dx2 +  dy2. ( 2 ' )
Nous avons trouvé l'expression de la différentielle de la longueur 

de l'arc pour une courbe dont l'équation est y =  f  (x). Toutefois, 
la formule (2 ') est valable également dans le cas où la courbe est 
exprimée par des équations paramétriques.

Si les équations paramétriques de la courbe sont:
* = q>(0. y  = iMO,

alors
dx =  q>'(/) dt, dy  =  t|>'(f) d/, 

et l ’expression (2 ') se met sous la forme

§ 2 . Courbure
Un des éléments qui caractérisent la forme d’une courbe est son 

degré de flexion, d’incurvation. Soit donnée une courbe qui nva pas 
de points doubles et qui a une tangente déterminée en chaque point. 
Menons les tangentes à la courbe en deux points quelconques A et B  
et désignons par a  l ’angle formé par ces tangentes ou, plus exacte
ment, l ’angle de rotation de la tangente quand on passe du point A 
au point B  (fig. 140). On appelle cet angle angle de contingence de 
l ’arc AB. De deux arcs de même longueur, le plus incurvé est celui 
dont l ’angle de contingence est le plus grand (fig. 140 et 141).

D’autre part, on ne peut pas évidemment caractériser le degré 
d’incurvation des arcs de courbe de longueurs différentes en se basant 
uniquement sur l ’angle de contingence. Par conséquent, la caracté
ristique complète de la courbure d’une courbe quelconque sera le 
r a p p o r t  de l’angle de contingence à la longueur de l’arc corres
pondant.

•) A vrai dire la formule (2') n'est juste que si dx >  0. Si dx <  0, alors 
ds =  — C’est pourquoi, il est plus juste d'écrire dans le cas géné
ral :

l<fr|= t^da^-f-dp*.
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D é f i n i t i o n  1. On appelle courbure moyenne Km de l ’arc
AB  le rapport de l’angle de contingence correspondant a  à la lon
gueur de l’arc qu’il sous-tend :

La courbure moyenne des différents arcs d’une courbe peut varier 
avec l’arc choisi; ainsi, la courbure moyenne des arcs AB  et A%Bi

ces arcs soient d’égale longueur. De plus, le degré d’incurvation de 
cette courbe varie de proche en proche. C’est pourquoi, afin de carac
tériser le degré d’incurvation d’une courbe donnée dans le voisinage 

immédiat d’un point A donné, nous introduisons 
la notion de courbure en un point.

D é f i n i t i o n  2. On appelle courbure de 
la courbe au point A et on note Ka la limite 
vers laquelle tend la courbure moyenne de l ’arc
AB  quand la longueur de cet arc tend vers zéro 
(c’est-à-dire quand B  s’approche *) indéfiniment 
du point A):

GCKA =  lim Km=  lim
B-+A A B -*  0 AB

E x e m p l e .  Etant donné un cercle de rayon r: 1) déterminer la courbure
moyenne de l'arc AB  correspondant à l'angle au centre a  (fig. 143) ; 2) déterminer 
la courbure au point A .

*) Nous supitosons crue la valeur de la limite est indépendante du choix du 
point variable B (à gaucne ou à droite du point A ).
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S o 1 u t i o n. 1) Il est évident que l’angle de contingence de l’arc AB  est 
égal à a  et que la longueur de cet arc est égale à or. Par conséquent,

2) La courbure au point A est égale à
_ .. a  1K =  hm — = — .

Ainsi, la courbure moyenne d’un arc du cercle de rayon r ne dépend pas do 
la position et de la longueur de cet arc ; elle est égale pour tous les arcs à - .  
De même, la courbure du cercle en un point donné ne dépend pas de la position 
de ce point et elle est aussi égale à

R e m a r q u e .  Notons que pour une courbe quelconque la cour
bure peut généralement varier quand on passe d'un point à l'autre. 
C’est ce que nous verrons par la suite.

§ 3. Calcul de la courbure
Nous allons établir une formule qui nous permettra de calculer 

la courbure en chaque point M  (x, y) aune  courbe. Nous supposerons 
que dans un système de coordonnées 
cartésiennes la courbe est donnée par 
une équation de la forme

y  = /  (*) (i)
et que la fonction /  (x) a une dérivée 
seconde continue.

Menons les tangentes à la courbe 
aux points M  et M\ d'abscisses x  et 
x  +  A# et désignons par q> et q> +  A<p 
les angles formés par ces tangentes 
avec l'axe Ox positif (fig. 144).

Désignons par s la longueur de l'arc 
point donné M q (on l ’appelle parfois l'abscisse curviligne du point
M); alors As =  M 0M l — M 0M, et | As | =  M M t.

On voit immédiatement de la figure 144 que l ’angle de contin
gence correspondant à l ’arc M M j est égal à la valeur absolue *) de la 
différence des angles <p et <p +  A<p, c'est-à-dire qu’il est égal à | Acp |.

*) Il est évident que pour la courbe représentée sur la figure 144 | Acp | =  
=  Acp puisque Acp >  0.

M qM  comptée à partir d’un



224 COURBURE D’UNE COURBE [CH. VI

En vertu de la définition de la courbure moyenne, nous avons 
pour Tare MM\\

Kn 1 Aqp|
|A # |

Aqp
As

Pour calculer la c o u r b u r e  a u  p o i n t  A/, il faut trou
ver la limite de cette expression quand la longueur de Tare MMX 
tend vers zéro:

K  =  lim
A a - * 0

A (p 
As

Comme qp et s dépendent de x (sont des fonctions de x), nous pou
vons considérer qp comme une fonction de s et supposer que cette 
fonction est exprimée par des équations paramétriques à l ’aide du 
paramètre x. Alors

lim Aqp dip
A*-M) As ds

et, par conséquent,

(2)

Pour calculer utilisons la formule de dérivation des fonctions ds
paramétriques:

dqp
dtp  dx
ds ds

dx
dqpPour exprimer à l'aide de la fonction y =  /  (x), remarquons dx

que tg qp =  ^  et, par conséquent, dx

<P arc tg dy
dx'

Dérivons cette égalité par rapport & x; nous avons:

dqp
dx
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En ce qui concerne la dérivée ^ , nous avons déjà trouvé au § 1, 
ch. VI que

C'est pourquoi

dtp
ds

<h_
dx
dT
dx

dx2

\d x )  dx?

Ŷ {!)"['+(DT
ou, puisque K = dtp

ds nous trouvons en définitive:

K = (3)

Par conséquent, en tout point de la courbe où la dérivée seconde
(Py

existe et est continue, on peut calculer la courbure à l ’aide de la
formule (3). Notons que, au cours du calcul de la courbure, on affecte 
du signe plus la racine du dénominateur puisque la courbure est, 
par définition, une quantité non négative.

E x e m p l e  1. Déterminer la courbure de la parabole y* =  2px:
a) en un point arbitraire Af (xf y) ;
b) au point Mt (0, 0) :
c) au point M2 p^.

S o l u t i o n .  Trouvons les dérivées première et seconde de la fonction
v =  V 2p r:

dy _  p d?y p2
dx ~  V f y z  ’ àjfl ~  (2px)9/* *

En substituant ces expressions dans la formule (3), nous trouvons:
®)

jr P1
(2pi -f p*)*/2 ’

15—1162
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b)

C)
I/=*0 F

K p = 
2 '

V=P
2 1/2  j

E x e m p l e  2. Déterminer la courbure de la droite y =  ax +  b en un 
point arbitraire M  (x, p).

S o l u t i o n .
y' =  a, p<r =  0.

En vertu de la formule (3) nous avons :
K  =  0.

La droite est donc « une courbe de courbure nulle >. Ce résultat peut être faci
lement retrouvé en partant de la définition même de la courbure.

§ 4. Calcul de la courbure des courbes sous forme paramétrique
Soient

x =  <p (0* y  =  11> (0
les équations paramétriques d'une courbe.

Alors (voir § 24, ch. III) :
dy 
dx <£e*

(1)

9  (0  <9*)*
En substituant ces expressions dans la formule (3) du paragraphe 

précédent, nous avons:
I 9 V - 9 V I  
r«P'2 + 9 T ‘ '

E x e m p l e .  Déterminer la courbure de la cycloïde
x =  a (t — sin l)f y =  a (1 — cos 0

en un point arbitraire (x, y).

S o l u t i o n .
dx .. d*x . dy t&y_ = a ( l —cosi). -s r = o s i n / ,  - ^ - ^ « s . n / ,  — f = « c o s / .

En substituant ces expressions dans la formule (1), nous avons :
-, [a ( l  — cos t) a cos f —a s i n t - a s i n / |A 55 • - ~ - ----- =

| û2 (1 — cos I)2 a2 sin2 « |s/a
| cos 1 1_____________ 1 1

23/*û ( t —cos 03/2 28/aa (1 — cos
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§ 5. Calcul de la courbure des courbes en coordonnées polaires
Supposons que la courbe soit donnée par l ’équation

P =  î  (6 ). (i)
Ecrivons les formules de passage des coordonnées polaires aux 

coordonnées cartésiennes :
x =  pcos0 , 1

p =  psin 0 . J ' '

En remplaçant dans ces formules p par son expression en fonction 
de 0 , c’est-à-dire par /  (0 ), nous avons :

x = / ( 6 ) cos0 , 1

0  =  /( 0 )-sin 6 - /  ' '

On peut considérer ces équations comme les équations paramétri
ques de la courbe (1 ) avec 0  pour paramètre.

Alors,
dx
~dB de

cos0  — psin 0 ,
dB dB

- cosO — 2 -^ -s in 0  — pcos0, 
d& dd2 dB

sin 0  +  2 cos0  — p sin 0 .do2 dtf de F
En substituant les expressions ci-dessus dans la formule (1) du 

paragraphe précédent, nous en déduisons une formule permettant 
de calculer la courbure d’une courbe en coordonnées polaires:

K I P2 +  2p 2 — pp' | 
(p2 +  p T *

(4)

E x e m p le .  Déterminer la courbure de la spirale d'Archimède p = a 0  
(a > 0 )  en un point arbitraire (fig. 145).

S o l u t i o n .

II j ü e . - 0JO® U-
Par conséquent.

|a*02 *-2«2 | 1 02 +  2
(<»202-f a2)8/2 « (02-f 1)3/2'
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Remarquons que pour les grandes valeurs de 6 sont vérifiées les égalités 
approchées suivantes:

0 * + 2

0 * ^  1 , « 1 ;

c’est pourquoi, en remplaçant dans la formule précédente 0* +  2 par O2 et

Fig. 145

0* +  1 par 01, nous en déduisons une formule approchée (pour les grandes valeurs 
de 0):

e« 1

~  a (0 2J*/2 <20

Ainsi, la spirale d'Archimède a, pour les grandes valeurs de 0, la même 
courbure qu’un cercle de rayon <20.

§ 6 . Rayon et cercle de courbure. Centre de courbure. 
Développée et développante

D é f i n i t i o n .  On appelle rayon de courbure dvune courbe en 
un point donné Af la grandeur R  égale à l’inverse de la courbure K 
de cette courbe en ce point :

Menons au point M  de la courbe la normale (fig. 146), orientée 
dans le sens de la concavité de cette courbe, et portons sur cette 
normale le segment MC égal au rayon de courbure R  de cette courbe
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au point M. Le point C est appelé centre de courbure de cette courbe 
au point M , et le cercle de rayon R  et de centre au point C (passant 
par le point M) cercle de courbure de cette courbe au point M .

Il découle de la définition du cercle de courbure qu'en un point 
donné, la courbure de la courbe est égale à celle du cercle de courbure.

Etablissons les formules définissant les coordonnées du centre 
de courbure.

Soit
y = / (*) (3)

l ’équation de la courbe.
Fixons sur la courbe un point M  (x , y) et déterminons les coor

données a  et p du centre de courbure correspondant à ce point 
(fig. 147). Pour cela formons l’équation de la normale à la courbe 
au point M :

y - ÿ = - - ( x - i )  (4)
y

(X et Y  désignent les coordonnées courantes d ’un point de la nor
male).

Le point C (a, P) étant sur la normale, ses coordonnées doivent 
vérifier l ’équation (4):

P — y = -----— (a  — x). (5)
y

La distance du point C (a, P) au point M  (x , y) est égale au 
rayon de courbure R :

(a -  z)a +  (P -  y)3 =  R*. (6)
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En résolvant les équations (5) et (6 ) nous déterminons a  et P : 

(a — x)2 +  (a — x f  =  R2,

( a - x f -r fl2;

d’où

a  =  x ±
v T + 7 V i  +  y ”

fl.

(1  _|_ »'*)»/*
Mais comme fl =  -— 1—jt.---- , alors

a  =  x ± y (1 + y 2) 
\ y ’ \ '

P = y  =f i + y

Pour savoir quel signe nous devons prendre dans ces dernières 
formules, nous aurons à considérer deux cas : y* >  0  et y" <  0 . 
Si y* >  0, la courbe est concave en ce point et, par conséquent, 
p >  y (fig. 147), donc nous devrons prendre les signes dven bas. 
Comme dans ce cas | y" \ =  y*, les formules des coordonnées du 
centre de courbure seront les suivantes :

a =  x

P =  y

y j i + y 2) 1  

y
i + y 2

(7)

On peut démontrer, d’une manière analogue, que les formules (7) 
sont valables également dans le cas où y" <i 0 .

Si la courbe est donnée par des équations paramétriques

x  -= q> (t)t y =  (0 »

on peut aisément déterminer les coordonnées du centre de courbure 
à partir des formules (7), en rempaçant dans ces dernières y9 et y* 
par leurs expressions correspondantes en fonction du paramètre:
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Alors

E x e m p l e
parabole

cc =  x ■

P =  y

y ( x 2 +  y 2)
9 t* •* # 'x y  — x y 

x ( x 2 +  y 2) ( T )

x y  — x y
1. Déterminer les coordonnées du centre de courbure de la 

y1 = 2 px
a) en un point arbitraire M  (x, y) ;
b) au point A/0 (0, 0) ;
c) au point Mt . p).

S o l u t i o n .  En substituant les valeurs correspondantes de ~  et 

dans les formules (7), nous avons (fig. 148) :

a) a  =• 3x +  pf P =

b) pour x =  0 on trouve : a  =  p, P — 0 ;
c) pour x =  -£- on a: a  ~ , p =  —p.

(2x)#/2.

VT '

Si au point M x (x, y) la courbure de la courbe n’est pas égale à 
zéro, il correspond à ce point un centre de courbure bien déterminé

Ci (a, P). L'ensemble de tous les centres de courbure d’une courbe 
constitue une nouvelle courbe appelée développée de la courbe con
sidérée.

Ainsi, on appelle développée d’une courbe le lieu géométrique 
des centres de courbure de cette courbe. La courbe en question est 
alors appelée développante.
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Si la courbe est donnée par l’équation y =  /  (x), on peut alors 
considérer les équations (7) comme les équations paramétriques de la 
développée, avec x pour paramètre. En éliminant le paramètre x  
de ces équations (si cela est possible), on en déduit l ’expression de la 
dépendance directe entre les coordonnées courantes a  et P de la 
développée. Si la courbe est donnée par des équations paramétriques 
x  =  <p (0. U — ^  (*)» les équations (7') seront alors les équations 
paramétriques de la développée (puisque les quantités x, y, x', y \  
x", y” sont des fonctions de t).

E x e m p l e  2. Trouver l’équation de la développée de la parabole
y* =  2px.

S o l u t i o n .  En nous servant des résultats de l’exemple 1, nous pouvons 
écrire pour tout point arbitraire (x, y) de la parabole:

a = 3 x + p .

P (2*)*'*
V~p *

El) éliminant le paramètre x entre ces deux relations, nous trouvons :

P2= 27F(a““P)3’
C’est l’équation d’une parabole semi-cubique (fig. 149).

E x e m p l e  3. Trouver l’équation de la développée de l’ellipse définie 
par les équations paramétriques

x =  a cos f, y =  b sin t.
S o l u t i o n .  Calculons les dérivées de x et y par rapport à t :

x* =  — a sin /, y* =  b cos t ;
x* =  —a cos I, y" =  —6 sin t.
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En substituant l'expression de ces dérivées dans la formule (7')v nous avons:
b cos t (a* sin2 / + è2 cos2 t) 

a  —a cos Z— aèsin2*+a6cos2 l ~
- è2 / è» \=  a co s/—a cos tsm 2 t ---- — cœ3 * =  l a — — 1 cos31.

Ainsi,
a _

Nous trouvons d’une manière analogue :

p = (i _ i r ) sin**-
En éliminant le paramètre tf nous en déduisons l'équation de la développée 
de l'ellipse sous la forme

(*r+(4 r - ( w -
a et P sont ici les coordonnées courantes de la développée (fig. 150).

E x e m p l e  4. Trouver les équations paramétriques de la développée de 
la cycloïde

x =  a (t — sin f), 
y =  a (1 — cos 0-

S o l u t i o n .
x9 =  a (1 — cos <)• y' =  « sin t ;
x" — a sin I, ym= a  cos t .

En substituant les expressions trouvées dans la formule (7') nous avons:
a  =  a (t +  sin <)» P =  —a (1 — cos t).

Procédons à un changement de variables en posant
a  =  i  — nat P = q  — 2a, f =  t — n;

les équations de la développée se mettent alors sous la forme
|  =  a (x — sin t), q =  a (1 — cos x).

Par rapport aux coordonnées 6 et r\ ces équations définissent une cycloïde engen
drée par une circonférence de même rayon a. Ainsi, la développée de la cycloïde 
est la même cycloïde mais qui a subi une translation —na dans le sens de l'axe 
Ox et —2a dans le sens de l ’axe Oy (fig. 151).
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§ 7. Propriétés de la développée
T h é o r è m e  1. La normale à une courbe donnée est la tangente 

à sa développée.
D é m o n s t r a t i o n .  Le coefficient angulaire de la tangente 

à la développée définie par les équations paramétriques (7) du pré
cédent paragraphe est

dp _ dx
da da

dx
En remarquant que [en vertu de ces mêmes équations (7)1

» o  "2  *2 » »*» , f m  n  * *2 r9 * * *
d a  3y  y  — y y  —  y  y  .,3yy — y — y  y  /4k
j  —  -2  —  ~2 * V1 /£& y y

dp 3y y —y —y y ,9v
1 ----  /r2 * Wda: y

nous en déduisons la relation
d p __ i_
da y

Mais */' est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe au point 
correspondant. Par conséquent il découle de cette dernière relation 
que la tangente à la courbe est perpendiculaire à la tangente à la 
développée de cette courbe au point correspondant; en d'autres 
termes, la normale à la courbe est la tangente à la développée de 
cette courbe.

T h é o r è m e  2. Si le rayon de courbure varie d'une façon mono
tone (c'est-à-dire en restant croissant ou décroissant), dans une certaine 
partie Alt AI» de la courbe, l'accroissement de la longueur de l'arc de la 
développée dans cette partie de la courbe est égal (en valeur absolue) à 
l'accroissement correspondant du rayon de courbure de cette courbe.

D é m o n s t r a t i o n .  En vertu de la formule (2') du § 1, 
ch. VI, nous avons:

ds2 =  dcc2 +  dp2,
ou ds est la différentielle de la longueur de Parc de la développée; 
il vient, par conséquent,
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En substituant dans cette dernière relation les expressions (1) 
et (2 ), nous avons

rer »2O • "Z i3y y — y — y r j (3)

Calculons maintenant • Comme

* _ < L ± Æ \  , lora* 1 »?
y y

Dérivons, par rapport à x, les deux membres de cette égalité ; nous 
trouvons après avoir effectué les transformations adéquates

2n  d R _2 (1 4- y 2)2 (3y y 2 -  y "  -  y 2y ”)
dx (y’f

2  ( 1  4 . »/*)*/*
Divisons les deux membres de cette égalité par 2R =  —------— —,

y
nous avons:

dR  _  (1 -t- y 2)1'* (3y y’2 -  y ” -  y 2y " )  
dx y '2

En élevant au carré, nous avons:

Des équations (3) et (4) nous tirons:

d’où

(4)

dR
dx

ds
dx

dRPar hypothèse ne change pas son signe (R est soit croissant,
dssoit décroissant), par conséquent, ^conserve également son signe. 

Prenons pour fixer les idées ^  ^  0 , ̂  0  (ce qui correspond à

la fig. 152). Par conséquent, ^  ^ .
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Soient xt et x2 les abscisses des points M t et M 2. Appliquons le 
théorème de Cauchy aux fonctions s(x) et R (x) sur le segment 
|xt, x2 l:

*(a=8) —g(^t) 
R (x2) —R (x t) (hL

(SL
- 1 ,

où £ est un nombre compris entre 'xt et x2 (xt C  |  c  x2).
Posons (fig. 152):

s (x2) =  sz, s (x,) =  s,,
R  (x2) =  R z, R (xt) =  jRj.

S i  —  S iAlors — 1 ou
Rt — R t

sz — Si =  — (Rz — Rt).
Mais cela signifie que

I Sz — | =  I Rz — Ri |.
On démontrerait, d’une manière 

identique, cette égalité pour le cas où 
le rayon de courbure serait croissant.

Nous avons démontré les théorèmes 
1 et 2  dans le cas où la courbe est dé
finie par une équation explicite y =  
=1 (*)•

Ces théorèmes sont également va
lables dans le cas où la courbe est défi

nie par des équations paramétriques. La démonstration est identique.

R e m a r q u e .  Indiquons un procédé mécanique élémentaire 
permettant de construire la courbe (développante) à partir de sa 
développée.

Donnons à une règle flexible la forme de la développée CoC& 
(fig. 153). Supposons qu’un fil inextensible, dont l’une des extré
mités soit fixée au point C0» épouse la forme de la règle. Si nous 
déroulons le fil tout en le gardant tendu, l’autre extrémité décrira 
la courbe qui est la développante. C’est d ’ailleurs cette pro
priété qui a donné à la courbe le nom de développante. On peut 
démontrer, en s’appuyant sur les propriétés de la développée éta
blies plus haut, que la courbe ainsi tracée est bien la développante.

Remarquons également qu’à chaque développée donnée corres
pond une infinité de développantes (fig. 153).
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E x e m p l e .  Soit un cercle de rayon a (fig. 154). Choisissons parmi les déve
loppantes de ce cercle celle qui passe par le point Mo («* 0).

On trouve facilement l'équation de la développante du cercle en remarquant 
«pie CM =  CMq =  at :

OP z= x =  a (cos t + t  sin t), PM =  y =  a (sin t — t cos *)•
Remarquons que dans la majorité des cas les profils des dents d’un engrenage 

ont la forme de la développante du cercle.

§ 8 . Calcul approché des racines réelles d’une équation
Les méthodes d’étude de la variation des fonctions permettent 

le calcul des valeurs approchées des racines de l’équation /  (x) =  0 .
Si c’est une équation algébrique *) du premier, deuxième, troisiè

me ou quatrième degré, il existe alors des formules donnant les raci
nes de cette équation en fonction de ses coefficients après un nombre 
fini d’opérations d ’addition, de soustraction, de multiplication, de 
division et d ’extraction de racine. De telles formules n’existent pas 
dans le cas général si le degré de ces équations est supérieur à quatre. 
Si les coefficients d’une équation quelconque, algébrique ou non 
(transcendante), ne sont pas des lettres, mais des chiffres, il est alors 
possible de calculer la valeur approchée des racines de cette équation 
avec le degré de précision voulu. Remarquons, également, que 
l’emploi des méthodes pratiques de calcul des valeurs approchées 
des racines d ’une équation donnée s’impose fréquemment, même 
dans le cas où la valeur exacte des racines de l’équation algébrique 
peut être exprimée par des radicaux. Nous exposerons ci-dessous cer
taines méthodes de calcul de la valeur approchée des racines d'une 
équation.

*) On dit que f  (*) =, 0 est une écpiation algébrique si /  (x) est un poly
nôme (voir § 6, ch. VII).
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1. M é t h o d e  d e s  c o r d e s * ) .  Soit
/  (x) =  0  (1 )

une équation9 où /  (x) est une fonction continue sur le segment 
|a f 61, dont la dérivée d’ordre deux existe. Après l’étude de la fonc
tio n / (x), supposons que dans l’intervalle (a, b) il existe un segment

[xi, x2] à l’intérieur duquel la fonction est monotone (croissante 
ou décroissante) et prend des valeurs de signes contraires aux extré
mités de ce segment. Prenons pour fixer les idées /  (x^ <  0  et 
/  (*2) >  0 (fig. 155). La fonction y =  /  (x) étant continue sur le 
segment [xi, x2 l, son graphique doit nécessairement couper l’axe 
Ox en un point de l’intervalle te ,  x2).

Menons la corde AB  joignant les points de la courbe d'abscisses 
X| et x2. L'abscisse at (Lu point d'intersection de cette corde avec 
l’axe Ox sera la valeur approchée de la racine (fig. 156). Pour trouver 
cette valeur approchée, formons l ’équation de la droite AB  passant 
par les points donnés A lxtl f  (xj)l et B  [x2, /  (x2)l :

y  —  f { *  1) _  x  —  x x

/  (^2) — /  (<̂1) * 2  — *1

Comme y = 0 pour x  =  ai, nous avons:

— f(*  1) _ fli— xt 
_____________  / t e ) —/(*  1) * 2  — * /

*) Cette méthode s'appelle également méthode de Lagrange ou méthode 
des parties proportionnelles. (N.d.T .)
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d’où
fll =  Xi f e  — sQ /fa)

(2)
/ t e ) — /(*t)

Afin d’obtenir une meilleure approximation de la valeur de la 
racine déterminons /  (ai). Si /  (aj) <  0, nous répétons le procédé

Î\ue nous venons d’indiquer en appliquant la formule (2 ) au segment 
alv x2 l. Si /  (aO >  0, nous appliquons cette formule au segment 

Ixi, a j .  En appliquant ce procédé plusieurs fois, nous trouvons une 
approximation toujours meilleure a2, a3, etc., de la racine cherchée.

E x e m p l e  1. Trouver les valeurs appro
chées des racines de l'équation

/  (x) =  x* — 6x +  2 =  0.
S o l u t i o n .  Trouvons tout d'abord les 

intervalles de monotonité de la fonction. Le cal
cul de la dérivée /' (x) =  3x* — 6 montre que cette 
dernière est positive pour x <  — ^ 2 ,  négative 
pour —~[/2Ï<z x <  +  l / l ,  et de nouveau positive 
pour x >  1 /2  (fig- 157). La fonction a donc trois 
intervalles de monotonité ; à l’intérieur de chacun 
d'eux se trouve une racine.

Afin de simplifier les calculs ultérieurs, rétrécis
sons les intervalles de monotonité (tout en prenant 
soin que dans chaque intervalle se trouve la racine 
correspondante). Pour cela, ayant choisi au hasard 
certaines valeurs de x et les ayant substituées dans 
l ’expression de /  (x), on délimite des intervalles de 
monotonité plus petits aux extrémités desquels la 
fonction prend des valeurs de signes contraires : 

x , =  0, /(O) =  2 ,1
/  (1) =  - 3 ,  I
/  (—3) =  —7, 1
/  ( - 2 ) =  6 , /
/ (2) =  - 2 , 1 

/  (3) =  11. f
Les racines se trouvent donc à l'intérieur des inter
valles

(0; 1), ( - 3 :  - 2 ) ,  (2; 3).
Calculons la valeur approchée de la racine comprise dans l'intervalle (0; 1). En 
vertu de la formule (2), nous avons:

( 1 - 0 ) 2  2

x2 =  1.
x3 =  —3,
X4 =  —2 ,
*5 =  2,
xq =  3,

Fig. 157

f lj  —  0 - = 0,4.—3—2 5
Mais /  (0,4) =  0,43 — 6-0,4 +  2 =  —0,336, f (0) =  2, par conséquent, la 
racine est comprise entre 0 et 0.4. Appliquons de nouveau la formule (2) 
à l’intervalle (0 ; 0,4) ; nous trouvons la valeur approchée suivante :

°  W - w
On procédera de même pour trouver les valeurs approchées des racines comprises 
dans les autres intervalles.
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2 . M é t h o d e  d e s  t a n g e n t e s  ( m é t h o d e  d e  
N e w t o n ) .  Supposons, à nouveau, que /  (art) <  0, /  (z£ >  0 et 
que, en outre, la dérivée première conserve son signe sur le segment 
tet, x21. Alors, l ’intervalle (art, x2) ne contient qu’une seule racine

de l ’équation /  (x) =  0. Supposons, en outre, que la dérivée seconde 
conserve également son signe sur le segment [xi, x2] ; nous pouvons 
y arriver en réduisant la longueur de l ’intervalle contenant la racine.

Du fait que la dérivée seconde ne change pas son signe sur le 
segment [xu x2 l, on déduit que la courbe est soit convexe, soit 
concave sur ce segment.

Menons la tangente à la courbe au point B  (fig. 158). L'abscisse 
du point de rencontre de cette tangente avec l’axe Ox sera la 

valeur approchée de la racine cherchée. Formons l ’équation de la 
tangente au point B  pour trouver cette abscisse :

y — f  fa )  =  / '  (*2) (x — x2).
En remarquant que y =  0 pour x  =  au nous avons:

O1 — X2
1{xè 
f ( x 2)

(3)

Menant ensuite la tangente à la courbe au point Bu  nous en déduisons 
une meilleure approximation a2 de la racine. En répétant ce procédé 
un nombre de fois suffisamment grand, on peut calculer la valeur 
approchée de la racine avec le degré de précision voulu.

Attirons l ’attention sur le point suivant. Si nous avions mené 
la tangente à la courbe non au point B  mais au point A, le point de 
rencontre de cette tangente avec l ’axe Ox aurait pu se trouver en 
dehors de l ’intervalle (x,, z 2).

On voit immédiatement des figures 158 et 159 que l ’on doit mener 
la tangente à la courbe à l ’extrémité de l’arc où les signes de la fonc
tion et de sa dérivée seconde coïncident. Par hypothèse, la dérivée 
seconde conserve son signe et, par conséquent, les signes de la fonc
tion et de la dérivée seconde coïncideront nécessairement à l ’une des 
extrémités. Cette règle est également valable pour le cas f  (x) <  0.
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Si l ’on mène la tangente au point de la courbe dont l ’abscisse est 
l ’extrémité gauche de l’intervalle, il faut remplacer dans la for
mule (3) x2 par Xi :

0 , =  * ,---- tjE lL , (3 *)
f f a )

Si à l’intérieur de l’intervalle (xi, se trouve un point d’infle
xion Cy la méthode des tangentes peut donner une valeur approchée 
de la racine située en dehors de l’intervalle (rrlf x2) (fig. 160).

E x e m p l e  2. Appliquons la formule (3') au calcul de la racine de l'équa
tion

f  (x) =  x? — 6z +  2 =  0, 
située dans l'intervalle (0; 1). Nous avons:

/  (0) =  2, f  (0) = ( 3 i * - 6 )  \ xam0 =  —6, f  (*) =  6* >  0, 
c'est pourquoi nous trouvons en vertu de la formule (3'):

o i= ° - — = y = ° , m
3. M é t h o d e  c o m b i n é e  (fig. 161). En appliquant simul

tanément au segment Uti, x2) la méthode des cordes et la méthode 
des tangentes, on obtient deux points at et alt disposés de part et 
d ’autre de la racine a recherchée (puisque /  (at) et /  (at) ont des 
signes différents). On applique ensuite au segment [alv a j  la méthode 
des cordes et la méthode des tangentes. Nous trouvons deux nombres 
a2 et a2 qui sont encore plus près de la valeur de la racine.

On applique successivement cette méthode jusqu’à ce que la 
différence des valeurs approchées ainsi obtenues* soit inférieure à 
la marge de précision voulue.
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Notons quTen appliquant la méthode combinée nous nous appro
chons de la valeur cherchée de la racine des deux côtés à la fois 
(c'est-à-dire que nous déterminons simultanément les valeurs appro
chées par excès et par défaut de la racine).

Ainsi, on vérifie pour l'exemple considéré que
/  (0,333) >  0, /  (0,342) <  0.

Par conséquent, la valeur de la racine est comprise entre les valeurs approchées 
calculées :

0,333 <  x <  0,342.

Exercices
Trouver la courbure des courbes aux points indiqués:

1. &*x*+<x*y* =  a*b* aux points (0, b) et (a, 0). Rép. au point (0, 6);

au point (a, 0).
242. 12 au point (3; 4). Rép.

3. y =  *3 au point yi). Rép. — - i n -
(1 +  ®*})

4. 16y2 =  —Xe au point (2, 0). Rép. y .

5. x + y  = a  au point arbitraire. Rép. — —

courbes a 
re corresp
80 1/ÎÔ

6. y*= jc3 au point (4; 8). Rép. R —-----------

7. x* =  4ay au point (0; 0). Rép. i?=2a.

8. b *x*—a*y*=a*fc2 au point (*|, Pi). Rép. i?=

Trouver le rayon de courbure des courbes aux points indiqués ; construire 
chaque courbe et le cercle de courbure correspondant :

(Mx1+g4y|)8/«
a*b*

9. y =  Logx au point (i ; 0). Rép. i î = 2  V 2-

10. y =  s in x au point , l j  . Rép. i? = l .

11. }  pour t =  tlm Rép. J?=3asin*iCOSt\.

Trouver le rayon de courbure des courbes suivantes :

*2. }  P°ur t = 1 - RéP‘ *  =  6-
a

13. La circonférence p = a s in 0 . Rép. R = - j - .

(02 -L fl*)S/2
14. La spirale d'Archimède p =  o0. Rép. R =  ^
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2
15. La cardioïde p = a  (1—cos 0). Rép. / ? = y  V2ûp-

0 2
16. La lemniscate p2= a 2 cos 20. Rép. ^ = - 5—.

6  617. La parabole p - o s e c 2- ^ . Rép. Ii =  2asec3 — .

P 3 0
18. p ^ flsin 3-^-. Rép. =  y  asin* y .

Trouver les points des courbes où le rayon de courbure est le plus petit :

19. y =  Log x.

20. y =  é*.

21.

22. y = « L o g ( l - | î - )

Rép‘ (“I F  ’ — y Ix)8 2) • 

Rép. ( — ± L o g 2 ,

M t - t ) -
. Rép. Au point (0, 0 ) /? = - |- .

Trouver les coordonnées du centre de courbure (a, p) et l'équation de la 
développée de chacune des courbes suivantes :

a .  4 - 4 - 1 .  Rép. « _ ! ï i ± £ Ü la* b2 ai p=
(a»-ffc«)y» 

b•
2 2 2 J 2 2 1

24. xs +  ys =  a3. Rép. a = * + 3 x 3y3 ; p = y + & r3y3.
oe ..s dx.  _  15y* . „ ««y—9y625. y3 =  ***• Hep. «  =  — . P = — -----*

“ • { “ P-   T*8'
r / x x

o- I x=A:Logctg— —Accost, k , h , “  ï .  .. . . -27. < 0 * 2 Rep. y =  y  (e“-fe  ") (tractnce).
(  y =  ks in t .

2 8 . f  x = a <c?s ; + *8in;>’ Rép. “ = « « » ;;\  y =  a (sm t —t cos f).  ̂ P = û sin  f.
f x =  acos3 1, , a  =  ccos3/+ 3 a c0 8 ts in 2f ;
\  y =  a sin3 f. P = a s in 3 f-| 3acos2Jsin/.

30. Calculer les racines de l'équation x3 —- 4x +  2 — 0 à 0,001 prè9. 
Rep. X| =  1,675, Xq =  0,539, X3 =  —2.214.

31. Calculer la valeur approchée de la racine de l’équation /  (x) =  x3 — x — 
— 0,2 =  0 comprise aans l'intervalle (1 ; 1,1). Rép. 1,045.

32. Calculer les racines de l'équation x4 + 2 x a — 6 x + 2 = 0  à 0,01 près. 
Rép. 0,38 <  xt <  0,39 ; 1,24 <  xt <  1,25.

33. Trouver la valeur approchée des racines de l ’équation x3—5 = 0 .  

Rép. *, «  1,71. **.8=  1,71 ~ l ± 2l V ?  .
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34. Trouver la valeur approchée de la racine de l ’équation x — tg x = 0  com
prise entre 0 et . Rép. 4,4935.

35. Trouver la valeur approchée de la racine de l'équation sin x =  1 — x à 
0,001 près. I n d i c a t i o n .  Mettre l’équation sous la forme /  (x) =  0. 
Rép. 0,5110 < * < 0 ,5 1 1 1 .

P r o b l è m e s  d i v e r s

36. Montrer qu’en chaque point de la lemniscate p* =  a* cos 2q> la courbure 
est proportionnelle au rayon vecteur en ce point.

37. Trouver la plus grande valeur du rayon de courbure de la courbe

p = o s in s -2-. Rép. /?=3a/4.

38. Trouver les coordonnées du centre de courbure de la courbe y =  x Log * 
au point où y9 =  0. Rép. («“l , 0).

39. Démontrer que pour les points de la spirale d’Archimède p =  a<p la valeur 
de la différence entre le rayon vecteur et le rayon de courbure tend vers 
zéro quand <p oo.

40. Trouver la parabole y = a x %-\-bx-\-c% avant avec la sinusoïde y =  sinx  
une tangente commune et la même courbure au point (ji/2, 1). Faire un
.  X3 S IX  , JI*
dessin. Rép. y = ---- 2 ~ + “ 2“ + i — 8"*

41 • La fonction y == /  (x) est ainsi déterminée :
f (x) =  x3 dans l’intervalle — oo <  * <  i ,
f  (x) =  tu? +  bx +  c dans l’intervalle 1 <  *  <  +  oo.

Quelles doivent être les valeurs de av 6, c pour que la courbe y =  /  (x) 
ait partout une courbure continue ? Faire un dessin. Rép. a =  3, b =  —3, 
c  =  1.
42. Montrer que le rayon de courbure d'une cydoide est en chaque point le 

double de la longueur de la normale en ce point.
43. Ecrire l'équation du cercle de courbure de la parabole y = x *  au point

/ 7 \  2 125(1, 1). Rép. ( * + 4 ) * + ( * - y l

44. Ecrire l ’équation du cercle de courbure de la courbe y =  tg x  au point

/  tl—10\2 / 9 \ 2  125
RéP- ( * ------ 4 ) + V y- T )  = 1 6 -

45. Trouver la longueur de la développée de l'ellipse dont les demi-axes sont
égaux à a et fc. Rép. 4 (a* — b*)fab.

46. Trouver la valeur approchée des racines de l’équation xex =  2 à 0,01 près. 
Rép. L’équation a une racine réelle unique * »  0,84.

47. Trouver la valeur approchée des racines de l ’équation x Log x =  0,8 à 
0,01 près. Rép. L’équation a une racine réelle unique * »  1,64.

48. Trouver la valeur approchée des racines de l'équation x* arc tg x =  1 à 
0,001 près. Rép. L’équation a une racine réelle unique * »  1,096.



Chapitre VII 

NOMBRES COMPLEXES. POLYNOMES

§ i. Nombres complexes. Définitions
On appelle nombre complexe z toute expression de la forme

z = a +  ib, (1 )
où a et & sont des nombres réels et i l'unité imaginaire définie par 
la relation ___

i =  V — 1 ou i* =  — 1 ; (2 )
a est appelé la partie réelle et b la partie imaginaire du nombre 
complexe z. On les note ainsi

a =  Re z, b =  Im z.
Si o = 0 ,  le nombre 0 +  ib =  ib est dit purement imaginaire ; 

si b =  0, on retrouve un nombre réel : a +  iO =  a. On dit que deux 
nombres complexes z =  a -J- ib et z =  a — ib sont conjugués s’ils 
ne diffèrent que par le signe de leur partie imaginaire.

On adopte deux conventions fondamentales:
1 ) deux nombres complexes zt =  Cj +  i&i et z* =  o* +  tfc, 

sont égaux Z\ =  zz, si
Oj =  Û2 , bi =  6 j,

autrement dit si séparément leurs parties réelles et leurs parties 
imaginaires sont égales.

2 ) un nombre complexe z est égal & zéro :
z =  o ib =  0

si et seulement si a =  0 , b =  0 .
1. R e p r é s e n t a t i o n  g é o m é t r i q u e  d e s  n o m 

b r e s  c o m p l e x e s .  Tout nombre complexe z =  a +  t& peut 
être représenté sur le plan Oxy par un point A  (a, b) de coordonnées 
a et 6 , et réciproquement, tout point M  (x, y) du plan Oxy peut 
être considéré comme l ’image géométrique du nombre complexe 
z =  x  +  iy. Le plan sur lequel on représente les nombres complexes 
est appelé plan de la variable complexe z (fig. 162) (sur le plan le 
symbole z est entouré d’un petit cercle).

Mais si à tout point A (a, b) correspond un nombre complexe 
a -f  ib, alors, en particulier, à tout point de l ’axe Ox correspond
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un nombre réel (b — 0). Tout point de Taxe Oy représente un nombre 
purement imaginaire puisque dans ce cas a =  0 .

C’est pourquoi, eu égard à une telle représentation des nombres 
complexes sur le plan, on appelle l ’axe Oy axe imaginaire et l ’axe 
Ox axe réel.

En joignant le point A (a, b) & l ’origine des coordonnées on 
obtient le vecteur OA.

Pour des raisons de commodité, on assimile parfois le nombre 
complexe z =  a -f- ib au vecteur OA correspondant.

2. F o r m e  t r i g o n o m é t r i q u e  d e s  n o m b r e s  
c o m p l e x e s .  Désignons par 9  et r (r ;> 0) les coordonnées polai
res du point A (a, 6), en prenant l ’origine des coordonnées pour 
pôle et le sens positif de l ’axe Ox pour axe polaire. Alors (fig. 162)

on a les relations suivantes:
a =  r cos q>, 6 =  r sin 9

et, par conséquent, tout nombre complexe 
z peut être mis sous la forme

a +  ib =  r cos <p +  ir sin <p
ou

z — r (cos q> +  i sin 9 ). (3)
L’expression figurant dans le second 

membre de cette relation est la forme trigo~ 
nométrique du nombre complexe z =  a +  ib; r est dit module et 
9  argument du nombre complexe ; ils sont notés ainsi :

r =  | z |, 9  =  arg z. (4)

Les grandeurs r et 9  s ’expriment ainsi en fonction de a et b:

r = V f l 2 +  62, 9  =  Arc tg — .a
Donc

| z | = | a +  ifr| =  V a 2 +  &2,

arg z =  arg (a -f- ib) =  A rctg— .a
L’argument du nombre complexe, l'angle 9 , est positif s ’il est 

compté à partir de l ’axe des x  positifs dans le sens inverse des aiguil
les d ’une montre et négatif dans le cas contraire. Il est évident que 
l ’argument 9  n’est pas défini dfune manière univoque, mais à 
2nk près, où k est un nombre entier quelconque.

_R e m a r q u e. Les nombres complexes conjugués z =  a +  ib 
et z =  a — ib ont des modules égaux | z | =  | z | et leurs arguments
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sont égaux en valeur absolue, mais de signes différents : arg z =
=  — arg  7 .

Notons que tout nombre réel A peut être également mis sous 
la forme (3), & savoir :

A =  | A | (cos 0 +  i sin 0) quand A >  0,
A  =  | A | (cos n +  i sin ji) quand A  <  0.

Le module du nombre complexe 0 est égal & zéro : | 0  | =  0. On
peut prendre pour argument du nombre zéro un angle <p quelconque.
En effet, quel que soit q>, on aura

0  =  0  *(cos <p -f i sin <p).

§ 2. Principales opérations sur les nombres complexes

1. A d d i t i o n  d e s  n o m b r e s  c o m p l e x e s .  La 
somme de deux nombres complexes z, =  ax -f ib\ et z2 =  fl2 +  ib2 
est le nombre complexe défini par l'égalité

zt +  z2 =  (fl, +  ibf) +  (fl2 +  ib2) =  (fli +  aù  +  * (b% +  6 2 )- (1 )
On voit de la formule (1) que l'addition des nombres complexes 

représentés sous forme de vecteurs satisfait aux règles d’addition 
des vecteurs (fig. 163, a).

2. S o u s t r a c t i o n  d e s  n o m b r e s  c o m p l e x e s .  
La différence de deux nombres complexes z, =  fl, +  ibx et z2 =  
=  fl2 +  ibt est le nombre complexe qui, ajouté à z2, donne zx :
zt — z2 =  (a, +  ibx) — (a2 +  ib2) =  (a, — a2) +  i (bx — b2). (2 )

Remarquons que le module de la différence de deux nombres com
plexes, Y  (a, — a2) 2 3 -f- (6 , — b2)a, est égal à la distance entre les 
deux points correspondants du plan complexe (fig. 163, b)

| z, — Z2 1 =  V  (fl,— flj2 +  (&, — b tf .
3. M u l t i p l i c a t i o n  d e s  n o m b r e s  c o m p l e x e s .  

Le produit des nombres complexes 2 , =  fl, +  ib, et z2 =  a2 +  ib2
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est le nom bre com plexe que Ton trouve en m u ltip lian t ces nom bres 
comme des binôm es d vaprès les règles du  calcul algébrique e t en 
ten an t com pte des re la tio n s :

i2 =  — 1 ; i9 =  — i ; i4 * =  (—i) «i =  — i2 =  1 ;
ib =  î, e tc .,

e t en général pour to u t en tie r k  :

P  =  l ;  i4*+1= i ;  ^ +2= - 1; ï h+*=  -  J.
E n  v ertu  de ce tte  règle, nous avons :

ziz2 ~  (ûi "h ^ i ) ( ^ 2  *b2) =  fltû 2 "f* îbjû2 *f H"
ou

ziz 2 =  — bfb2) +  * (bifl2 +  Gtba). (3)

Si les nom bres com plexes son t donnés sous forme trigonom étrie 
que, on aura :

zi =  r% (cos <pi +  i s in  q>i), z 2 =  r 2 (cos 92  +  i s in  cp2). 

T rouvons le p ro d u it de ces nom bres
ztz 2 =  ri (cos cpi +  * sin 91) r 2 (cos q>2 +  i sin  92) =

=  rtr2 [cos (pi cos (p2 +  i s in  q>t cos q>2 +  i cos q>i s in  cp2 +
+  i2 s in  (pi sin  q>2J =  r , r 2 [(cos 91 cos cp2 — sin  91 s in  9 2) +
+  i (sin 91 cos 92  +  cos 9 4 sin  9 2)1 =  r ^ 2 [cos (91 +  92 ) +

+  i s in  (91 +  9 2)1.
A insi,

z tz2 =  r tr 2 [ cos (9  ̂ +  92 ) +  * sin  (9 , +  92 )], (3")

c ’est-à-dire le produit de deux nombres complexes est un  nombre com
plexe dont le module est égal au produit des modules des facteurs et 
Vargument à la somme des arguments des facteurs.

R e m a r q u e  1. E n  v ertu  de la  form ule (3), les nom bres 
com plexes conjugués z =  a +  ib e t z =  a — ib  vérifien t la  re la tion

zz =  a2 +  fe2
ou

z z =  | z \ z=  | z |2.

Le p rodu it de deux nom bres com plexes conjugués est un  nom bre 
réel égal au  carré du  m odule de chacun d ’eux.

4. D i v i s i o n  d e s  n o m b r e s  c o m p l e x e s .  La
division de deux nom bres com plexes est l ’opération  inverse de leur



PRINCIPALES OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES COMPLEXES 249f 2]

produit. Soient zt = as +  ibir z2 =  a2 +  î&2 t I z2 | =  V A  +  
=̂= 0. Alors — =  z est un nombre complexe tel que Z\ =  z2z.

z2
Si

0 2 + * ^
alors

a, +  i6 i =  ( « 2  +  ib^(x +  iy)
ou

ai +  ib\ =  (agx — 6 2 #) +  i (a^y +  fe*r) ;

a: et y sont déterminés du système d’équations
at =  a2x  — b2y, bt =  bzX +  a^y, 

d'où nous trouvons:
_ a ^  +  6 1 6 2  .. <hbi — ûifcÿ

„2 _J_ L2 ' 1 1,2 ’0 2  +  0 2 0  ̂+  02
et nous avons en définitive :

0 * 0 2  + bibz .(hbi— Oibz
l ' „ 2  1 I»2 ’ W

0 2  +  P2 Û2 +  ^2

En pratique, on procède de la manière suivante pour effectuer la 
division de deux nombres complexes : pour diviser z, =  Of +  i&i 
par z2 =  o2 +  ib2 on multiplie le dividende et le diviseur par le 
nombre complexe conjugué du diviseur (c'est-à-dire par o2 — ib2).

Le diviseur devient alors un nombre réel; en divisant par ce 
nombre réel la partie réelle et la partie imaginaire du dividende, 
on trouve le quotient :

at +  ibj _  (fli +  ibt) (flg — îfeg) _
Og -f- îftg (og -|- ib£ (oz —

(fl|02 -f- ^ 1^2) ~f~ i (azbi —  Q\bz)
(o| +  ü̂ )

OiOg +  6162 . . ^2^1 —  fll&2

“  +  «  +  4 + «  "
Dans le cas des nombres complexes exprimés sous forme trigo- 

nométrique
Zt =  ri (cos <pi +  i sin q>i), z2 =  * 2  (cos <p2 +  i sin <pg)»
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on a

—  =  r< Ĉ°S <P> +  1 Sin ̂  =  —  [cos (<Pi — <Pa) +  i sin (<p1 — çJJ. (5) 
% r2 (cos <Pi +  tsin  «pj rz

Pour vérifier cette égalité, il suffit de multiplier le diviseur 
par le quotient :

r2 (cos q>2 +  i sin CP2) — (cos (q>i — «p*) +  * sin (<Pi — <Ps)J =

=  r2 —[cos (<p2 +  — «pz) +  i sin (Ç2 +  <p, — <pj)] =
^2

=  rf (cos <pi -f- i sin q>i).
Ainsi, le module du quotient de deux nombres complexes est égal au 
quotient des modules du dividende et du diviseur ; Vargument du quo
tient est égal à la différence des arguments respectifs du dividende 
et du diviseur.

R e m a r q u e  2. Les règles qui régissent les opérations 
•effectuées avec les nombres complexes montrent que la somme, la 
•différence, le produit et le quotient des nombres complexes sont 
aussi des nombres complexes.

Si on applique aux nombres réels, considérés comme un cas 
particulier des nombres complexes, les règles qui régissent les opé
rations effectuées avec les nombres complexes, on voit qu’elles 
concordent avec les règles usuelles en arithmétique.

R e m a r q u e  3. En revenant aux définitions de la somme, 
de la différence, du produit et du quotient des nombres complexes, 
on vérifie aisément que si on les remplace par leurs conjugués respec
tifs, les résultats des opérations indiquées doivent aussi être rempla
cés par leurs conjugués. En particulier, il en découle le théorème 
suivant.

T h é o r è m e .  Si dans le polynôme à coefficients réels
A qX71 -f- Af Xn * A  n

on substitue à x le nombre a +  iè, puis le nombre conjugué a — i6 , 
les résultats obtenus seront respectivement conjugués.

§ 3. Elévation d’un nombre complexe à une puissance 
et extraction de la racine d’un nombre complexe

1. E l é v a t i o n  à u n e  p u i s s a n c e .  11 vient de la for
mule (3') du paragraphe précédent que si n est un entier positif, alors

[r (cos <p +  i sin cp)ln =  rn (cos mp +  i sin mp). (1 )
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Cette formule est appelée formule de Moivre. Elle montre que 
quand on élève un nombre complexe à une puissance entière positive, 
le module de ce nombre est élevé à cette puissance et Vargument est mul
tiplié par Vexposant de cette puissance.

Arrêtons-nous à une application de la formule de Moivre.
Posons dans cette formule r =  1, nous avons:

(cos cp +  i sin cp)n =  cos mp +  i sin wcp.
En développant le premier membre, d ’après la formule du binôme 

de Newton, et en identifiant les parties réelles et les coefficients 
de i, on peut exprimer sin ncp et cos ncp en fonction des puissances 
de sin cp et cos cp. Par exemple, pour n =  3 nous avons :

cos8 cp +  £3 cos2 cp*sin cp — 3 cos <p*sin2 <p — i sin3 cp =
=  cos 3<p +  i sin 3<p.

Il découle de l’égalité de ces nombres complexes que 
cos 3<p =  cos8 <p — 3 cos <p sin2 <p, 

sin 3cp =  — sin8 <p +  3 cos2 <p sin cp.
2. E x t r a c t i o n  d e  l a  r a c i n e .  On appelle racine 

n,è c d’un nombre complexe le nombre complexe qui, élevé à la 
puissance n, donne le nombre figurant sous la racine, c’est-à-dire

V^r(cos<p +  i sin cp) =  p (cosif i sinip),
si

pn (cos ni]? -f- i sin m|>) =  r  (cos cp -f  i sin cp).
Puisque pour deux nombres complexes égaux leurs modules sont 

égaux et la différence de leurs arguments est un multiple de 2 ji, nous 
pouvons écrire:

p71 =  r, ni|? =  cp +  2kn.
D’où nous trouvons:

cp +  2Jai
in

où k est un entier arbitraire et la racine arithmétique (c'est-à-dire 
un nombre réel positif) du nombre positif r. Par conséquent.

n/~~, r r :  : */'~( q>4 - 2 faï . . q>-f-2 faAv  r(cos<p-f- isinq>) =  K ricos-i—i---------j- ts in -1—!------ 1 . (2 )
\  n  n J

En donnant à k  les valeurs 0, 1, 2, . . n — 1 nous trouvons n 
valeurs différentes de la racine. Chaque valeur de la racine obtenue, 
en donnant à k  une valeur plus grande que n — 1 , ne se distingue
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de l*une des valeurs précédentes que par un multiple de 2 n et, par 
conséquent, ces deux valeurs de la racine s’identifient.

La racine nIAme d'un nombre complexe a donc n valeurs diffé
rentes.

La racine nième du nombre réel A , différent de zéro, a également n 
valeurs différentes, puisque les nombres réels sont un cas particulier

des nombres complexes et peuvent être 
exprimés également sous forme trigonomé- 
trique :
si A >  0, alors A  =  | A I (cos 0 +  i sin 0) ;
si A <  0, alors A =  | A | (cos n  +  * sin n ).

E x e m p l e  1. Soit à calculer les racines 
cubiques de l'unité.

S o l u t i o n .  Mettons l 'unité sous forme tri- 
gonométrique :

l  =  c o s 0 + is in  0.
Nous trouvons de la formule (2) :

=  iT cosO +isin  0 = cos +  i sin .o 3
Pour fc=0, 1, 2 nous avons les trois valeurs de la racine:

.  2 j i  2 î i  A n  Anxt =  cos 0 +  i sin 0 = 1  ; x2 =cos——|-isin-^-; x3 =cos—— f-/8in -g -.
Or,

2n
"3cos —=—=  — Bin 2 ji _  V3

nous avons, par conséquent :

V 3  
2  '

* i= f ; _  1 , , V§ . i .
*— •> • 13 9 1

VS

Les points A, B, C de la figure 164 sont les images géométriques des racines 
obtenues.

3. R é s o l u t i o n  d e s  é q u a t i o n s  b i n ô m e s .  On 
appelle équation binôme toute équation de la forme

xn =  A.

Cherchons les racines de cette équation.
Si A est un nombre réel positif, alors

nS ~ 7 (  2A ji . . 2 k n \  x  =  y  4̂ 1 cos---- -J-i s in ----- )
\  n n /

(k =  0 , 1 , 2 , . . . ,  n — 1 ).
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L’expression entre parenthèses donne toutes les valeurs de la racine 
n i«me de l’unité.

Si A est un nombre réel négatif, alors

nyT— . f  n + 2 h t  , . . 31 +  2 t o i \x = v  \ A \ \  cos—  --------|- f s in —  -------I.
\  n n /

L'expression entre parenthèses donne toutes les valeurs de la racine
n ième d e  _ _ 1 .

Si A est un nombre complexe, on trouve les valeurs de x  à partir 
de la formule (2 ).

E x e m p l e  2. Résoudre l ’équation
*4=1.

S o l u t i o n .
4r— rT-T-^r- _ 2 knx =  y  cos 2kn + 1 si n 2kn= cos —^— (-Isin —̂

Pour fc=0, 1, 2, 3 nous avons:
=  cos 0 -f isin 0 =  1,

2n , . 2n ,*2 =  cos— 1 s m - j - =  i#

4n . . . 4n .*3 =  cob —̂— j-<sin - £ - =  —1.

6 ji 6 îi
* 4  =  cos—̂—[-isin =  — i .

§ 4. Fonction exponentielle à exposant complexe 
et ses propriétés

Soit z =  x +  ty- Si x et y sont des variables réelles, z est une 
variable complexe. A chaque valeur de la variable z correspond un 
point bien déterminé (fig. 162) dans le plan Oxy ( p l a n  d e  l a  
v a r i a b l e  c o m p l e x e ) .

D é f i n i t i o n .  On dit que w  est une fonction de la variable 
complexe z si à chaque valeur de la variable z, prise dans un certain 
domaine du plan de la variable complexe, correspond une valeur 
bien définie de la variable complexe w\ cette fonction de la variable 
complexe est notée : w =  /  (z) ou w =  w (z).

Nous considérerons ici une seule fonction de la variable com
plexe, la fonction exponentielle

w = e z
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Les valeurs complexes de la fonction w se définissent comme suit *) :
e*+,v _  g* (cos y i sin y)t (1 )

c’est-à-dire
w (z) =  e* (cos y -f  i sin y). (2 )

E x e m p l e s .

1) * = ! + - < ,  «1+ 4 * = e (cos tain ( ^ - + i ^ )  ,
Q | ^ |

2 )  i = 0 + | i ,  e 2 =  « o ( c o S y - H s i n - | ) = < .

3) * = l  +  i, «1+i =  e1 (cos 1 +  i sin 1) «  0.54 +  i -0,83,
4) z = x  est le nombre réel, e*4** ~  (cos 0 +  <9in0) =  e* est la fonction expo 
nentlelle ordinaire.

P r o p r i é t é s  d e  l a  f o n c t i o n  e x p o n e n t i e l l e .  
1. Si Zi et z2 sont deux nombres complexes, alors

d*'+z* =  (3)
D é m o n s t r a t i o n .  Soit

Zi =  Zj-f* iÿi» z% =  X2  ij/2  »
alors

£ * l + 2 2 _  e C*l +  ̂ | ) + ( * 2 + ^ 2 ) _  e < * l + * 2 > + « ( y i + V i ) _

=  ex,eXl [cos (ft +  P,) +  i sin (l/i +  Ife)]- (4)
Par ailleurs, en vertu du théorème relatif au produit de deux nom
bres complexes exprimés sous forme trigonométrique, nous avons:

ez,e*z =  eXl+,v‘eXt+tV,=  ex> (cos yt -f- i sin y,) X
X ex* (cos y2 +  i sin y£ =  ex,eXt [cos (pi +  yè  +  < sin (yt +  ife)]. (5)

Les seconds membres dans les égalités (4) et (5) sont égaux et, par 
conséquent, les premiers membres le sont aussi : «*'+** =  e*‘e**.

2. On démontre d ’une façon analogue la formule
e*'
e*z

(6)

3. Si m est un nombre entier, on a :

(e T  =  *nu- (7)

*) Le bien-fondé d'une telle définition de la fonction exponentielle de la
variable complexe apparaîtra par la suite, v. t. I l, $ 21, ch. XIII et $ 18, 
ch. XVI.
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Pour m >  0 cette formule se démontre aisément à partir de la for
mule (3) ; si m <  0, cette formule est déduite des formules (3) et (6 ).

4. Démontrons l'identité
ez+W =  (8)

En effet, on obtient des formules (3) et (1) :
ez+lnl =  eze2nl =  ez (cos 2 ji +  i sin 2 n) =  e*.

U vient de l’identité (8 ) que la fonction exponentielle ez est une 
fonction périodique "de période 2 ji i.

5. Considérons maintenant la ^quantité complexe
w = u (x) +  iv (a?),

où u (x) et v (x) sont des fonctions réelles de la variable réelle x . 
C’est ce que l’on appelle une fonction complexe de la variable réelle x~

a) Supposons que les limites
lim u{x) =  u (x0), lim v ( x ) = v  (x0)
X~+Xq X-+Xq

existent. Alors, on appelle u (x0) +  iv (x0) =  u?o la limite de la 
variable complexe w.

b) Si les dérivées u' (x) et v’ (x) existent, on appelle l’expression

w'x =  u (x) -f- iv (x) (9)

la dérivée de la fonction complexe de la variable réelle par rapport, 
a cette variable réelle.

Considérons ensuite la fonction exponentielle
u ;= e ox+lpx =  eto+iW*,

où a  et P sont des nombres réels constants et x une variable réelle. 
C’est une fonction complexe de la variable réelle, que l’on peut, en 
vertu de la formule (1 ), mettre sous la forme :

io =  e“*[cos Par +  i sin fix]
ou

w =  eaxcosPx -f- feoxsinpx.
Calculons la dérivée w'x. En vertu de la formule (9), nous avons: 

w'x =  (eoxcos px)' -f- i (eax sin px)' =
=  eax (o cos Px — P sin Px) -f- ieax (a sin px +  p cos Px) =

=  a  [eax (cos px +  isin  px)] +  ip [eax (cos Px-{- is in  px)] =
=  (a +  ip) [eax(cos Px +  i sin px)] =  (a ip) e(o+'Wx .
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Donc si w — alors w =  (a +  i0) ou
[e(a + !P)* j  =  ( a +  <,<«+'«*. (1 0 )

Ainsi, si A: est un nombre complexe (en particulier un nombre réel) 
et x  un nombre réel, alors

(e**)' =  k£*. (9')
Nous retrouvons la formule usuelle de dérivation de la fonction 
exponentielle. Par ailleurs,

(ch*)" =  [(/*)7 =  k  (e**)' =  iê e h*,

et pour n quelconque
(e**)(n>=*"«**.

Ces formules nous seront utiles par la suite.

§ 5. Formule d'Euler. Forme exponentielle d’un nombre complexe

Si l’on pose dans la formule (1) du paragraphe précédent x  =  0, 
on a :

ê v =  cos y +  i sin y. (1 )

C’est la formule d’Euler qui exprime le lien entre la fonction expo
nentielle à exposant imaginaire et les fonctions trigonométriques. 

En remplaçant dans la formule (1) y par —y, on a:
é~lv =  cos y — i sin y. (2 )

On déduit des égalités (1) et (2) l ’expression de sin y et de cos y .

cos y e,v +  e -,B 
2

sin p el« - e ~ iv 
2  i

(3)

On utilise, en particulier, ces dernières formules pour exprimer les 
puissances de cos q> et sin q> ainsi que leurs produits en fonction des 
sinus et des cosinus des arcs multiples.

Exemples :  1 . cos* y =  j 2 — ■l.(gtty-(-2 + .- <UQ =

=  -|-I(cos2y4-<sin2i/) +  2-|-(coe2y—(sin 2tf)] =

=  j ( 2 c o s 2 y + 2 ) = - |  (1+COS2*).
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2. cosa <p sin2 q> =  ^
\ 2 / eifP_

-h

4-4l«

2 ( )
1 / . 1T  cos 4 9 + 8 -

F o r m e  e x p o n e n t i e l l e  d e s  n o m b r e s  c o m 
p l e x e s .  Représentons le nombre complexe z sous forme trigono- 
métrique :

z — r (cos q> +  i sin <p), 
où r est le module et <p l'argument de ce nombre complexe. En vertu 
de la formule d’Euler

cos <p +  i sin <p =  e1*. (4)
Par conséquent, tout nombre complexe peut être mis sous la forme 
dite e x p o n e n t i e l l e :

E x e m p l e s .  Mettre les nombres 1, f, —2, ~ i  sous la forme expo
nentielle.

Solu t ion .  1 = cos 2kn 4  l sin 2kn = e2hni,
JL*, n f . . ji 2f^cos y + t s i n y  =  e

— 2 = 2  (cos ji-4 *sin ji) =  2enil 

— ï =  cos ( —y )  + i s i n  ( —y )  = - î ‘

A l’appui des propriétés (3), (6 ), (7) § 4 de la fonction exponen
tielle on peut effectuer aisément les opérations sur les nombres 
complexes donnés sous forme exponentielle.

Soient
Zi =  rle,<ti. Zt =

Nous avons alors
2 ,- 2 2 =  r ^ 1 - r2e <̂r, =  r1r2ei(<r,+<,’î) ; 

ce résultat coïncide avec la formule (3#) § 2.
rtë ri eKvi-Vt).

22 r2c'<,’, r2

cette formule coïncide avec la formule (5) § 2 .
Z" =  (relv)n =  rneln<r ; 

cette formule coïncide avec la formule (1) § 3.
y---------

relv= v / r* n (fc= 0 , 1 , 2 , 
cette formule coïncide avec la formule (2) § 3.

-, n — 1 );

(5)

(6)

( 7 >

(8>

17—1162
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§ 6 . Décomposition d vnn polynôme en facteurs
On appelle polynôme ou fonction rationnelle entière de x la fonction

f(x) — Afp*1 -J- AfX* 1 -f- • • • +  A n%
où n est un nombre entier; comme on le sait, le nombre n est appelé 
degré du polynôme. Les coefficients i4o, A lf . . ., A n sont ici des 
nombres réels ou complexes. La variable indépendante x  peut égale
ment prendre soit des valeurs réelles, soit des valeurs complexes.

On appelle racine d’un polynôme la valeur de la variable x pour 
laquelle le polynôme s’annule.

T h é o r è m e  1 ( T h é o r è m e  d e  B é z o u t). Le reste de 
la division du polynôme f  (æ) par le monôme x — a est égal à f  (a).

D é m o n s t r a t i o n .  Le quotient de la division de f  (x) 
par x  — a est un polynôme /i (x) de degré inférieur d’une unité 
à celui du polynôme /  (x) ; le reste est un nombre constant R . Nous 
pouvons donc écrire

f  (x) = ( x - a )  h  ix) -f R- (1 )

Cette égalité est vraie pour toutes les valeurs de x  différentes de a 
(la division par x  — a n’a pas de sens pour x =  a).

Si maintenant x tend vers a, la limite du premier membre de l ’éga
lité (1 ) sera égale à f  (a) et la limite du second membre sera égale à R . 
Les fonctions f  (*) et (x — a) fi {x) +  R  étant égales pour toutes 
les valeurs de x  a, leurs limites quand x — a sont aussi égales, 
c’est-à-dire f  (a) =  R.

C o r o l l a i r e .  Si  a est une racine du polynôme, c'est-à-dire 
si f  (a) =  0, /  (x) se divise exactement par x —  a et peut être, par 
conséquent, mise sous forme du produit

f  (x) =  (x — a) ft (x), 
où fi (z) est un polynôme.

E x e m p l e  1. Le polynôme /  ( jc)  =  z 3  — ôz2 +  H * — 6 s'annule pour 
z  =  i ,  c’est-à-dire /  (1) =  0, donc le polynôme se divise exactement par z — 1 :

z3 — 6z* +  l l z  — 6 =  (z — 1) (z2 — 5z +  6).

Considérons maintenant les équations à une inconnue x .
On appelle racine d’une éqttation tout nombre (réel ou complexe) 

qui, substitué à x  dans l’équation, la transforme en identité.

E x e m p l e  2. Les nombres z t =  ̂  ; ; z3==-^-f . . .  sont les

racines de l ’équation cosz =  sinz.
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On appelle équation algébrique de degré n les équations de la 
forme P («r) =  0, où P (x) est un polynôme de degré n . Il découle de 
la définition que les racines de Téquation algébrique P (a:) =  0  

s’identifient à celles du polynôme P  (x).
La question se pose naturellement de savoir si toute équation 

a des racines. La réponse est négative si l ’on considère les équations 
non algébriques, car il existe des équations de ce genre qui n’ont ni 
de racines réelles ni de racines complexes: par exemple, l'équation 
c* =  0  *).

Toutefois, si l’on considère les équations algébriques, on doit 
répondre par l ’affirmative à cette question. Dans ce cas, la réponse 
constitue ce que l'on appelle le théorème fondamental de l’algèbre.

T h é o r è m e  2 ( T h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  d e  
l’a 1 g è b r e). Toute fonction rationnelle entière f  (xf a au moins une 
racine réelle ou complexe.

On démontre ce théorème en algèbre supérieure. Nous l’admet
tons ici sans démonstration.

En se servant du théorème fondamental de l’algèbre, on démon
tre facilement la proposition suivante.

T h é o r è m e  3. Tout polynôme de degré n se décompose en n 
facteurs linéaires de forme x — a et un facteur égal au coefficient de a?1.

D é m o n s t r a t i o n .  Soit f  (x) un polynôme de degré n: 
f(z) =  A ùxn -f- A xxn 1 +  . . .  +  A n.

En vertu du théorème fondamental de l ’algèbre, ce polynôme a au 
moins une racine; désignons-la par a\. Alors, en vertu du corollaire 
du théorème de Bézout, nous pouvons écrire:

f  (x) =  (x — a,)./! Cx),
où fi (a:) est un polynôme de degré (n — 1 ); fi (æ) a également une 
racine. Désignons-la par a2. Alors

U (x) =  (x — a j  - / 2 (s),
où / 2 (x) est un polynôme de degré (n — 2 ). De même,

/z (x) =  (x — a3) - / 3 (x).
En procédant ainsi le nombre de fois nécessaire, on arrive à la relation
_________________  fn—t (x) = (x — an) /n,

*) En effet, si un nombre =  a +  bl était la racine de cette équation, 
on aurait l'identité =  0 ou (en vertu de la formule d'Euler) (cos b +  
+1 sin b) =  0. Mais ne peut s’annuler quel que soit l ’exposant réel a; de même, 
cos b +  i sin b n'est pas nul (puisque le module de ce nombre est égal è 
’\/cos2b +  sin26 =  1 quel que soit b). Par conséquent, le produit 
eü (cos b +  I sin b) ^  0, c'est-à-dire ^  0, ce qui signifie que l'équation 
e* =  0 n’a pas de racines.
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où fn est un polynôme de degré zéro, c'est-à-dire une constante. Cette 
constante est égale, évidemment, au coefficient de a?1, c'est-à-dire
fn =  ^ 0 *

Nous pouvons donc écrire en vertu des égalités obtenues
f  (x) =  A 0 (x — at)(x — a2) . . . (x — an). (2)

Il découle de la décomposition (2 ) que les nombres ai, a2, . . ., a* 
sont les racines du polynôme f  (x), puisque le second membre, et par 
conséquent le premier membre, est égal à zéro lorsqu'on substitue
X  * Oj| X  #2 » ^ — O31 • • ., X  — ftn.

E x e m p l e  3. Le polynôme /  (*) =  *a — 6** +  11* — 6 s’annule pour 
* =  1 , *  =  2 , * =  3 .

Par conséquent,
* 3  __ 6** +  11* — 6 =  (* — 1) (*—2) (*—3).

Aucune autre valeur x =  a, différente de ni, a2, . . ., an, ne 
peut être une racine du polynôme f  (x), puisque aucun facteur du 
second membre de l’égalité (2) ne s’annule pour x = a. Nous pouvons 
donc énoncer la proposition suivante.

Tout polynôme de degré n ne peut avoir plus de n racines différentes. 
Ce résultat nous conduit à énoncer le théorème suivant.

T h é o r è m e 4. Si les valeurs de deux polynômes <pi (x) et <p2 (x), 
de degré n, coïncident pour n +  1 valeurs différentes a0, af, . . ., an 
de la variable indépendante x , alors ces deux polynômes sont identiques.

D é m o n s t r a t i o n .  Désignons par /  (x) la différence de ces 
polynômes

/  (x) =  <pi (x) — cp2 (x).

f  (x) est, par hypothèse, un polynôme de degré non supérieur à 
n qui s’annule aux points ai, . . ., an. Nous pouvons donc le mettre 
sous la forme

f  (x) =  A q (x — ai) (x — a2) . . . ( x  — an).
Mais, toujours d’après l ’hypothèse, /  (x) s’annule également au 
point a0. Alors, /  (a0) =  0 quoique aucun des facteurs linéaires ne 
s’annule. Par suite, A q =  0, et il résulte de l’égalité (2) que le 
polynôme f  (ar) est identiquement nul. Par conséquent, q>i (a;) — 
— <p2 (a:) s O o u f j  (x) s  <p2 (x).

T h é o r è m e  5. Si le polynôme

P (a:) =  A^xn -f- A\Xn 1 -f-. . .  -f- A n—\X -\~ A n

est identiquement nul9 tous ses coefficients sont alors égaux à zéro.



«71 RACINES MULTIPLES DU POLYNOME 261

D é m o n s t r a t i o n .  Décomposons ce polynôme en facteurs 
en vertu de la formule (2 ):

P (X) =  AoXn +  A iX n~l - f . . .  - f  A n-iX  +  A n =
=  A 0(x — a t) .. .{x — û„). (1')

Si ce polynôme est identiquement nul, il doit lvêtre également pour 
une valeur de x différente de a*, . . an. Dans ce cas, les facteurs 
x  — au . . ., x — an ne s’annulent pas et, par conséquent, Ao =  0 . 

On démontre de même que i4i = 0 ,  <4 2 =  0 , etc.
T h é o r è m e  6 . Les coefficients respectifs de deux polynômes 

identiquement égaux sont égaux.
Cela résulte du fait que la différence de ces polynômes est un 

polynôme identiquement nul. Par conséquent, en vertu du théorème 
précédent, tous ses coefficients sont nuis.

E x e m p l e  4. Si le polynôme ax* +  6*1 +  ex +  d est identiquement 
égal au p olyn ôm e jc* — 5*, alors a =  0, b =  1, c =  —5, d =  0.

§ 7. Racines m ultiples du polynôme

Si certains facteurs linéaires de la décomposition d’un polynôme 
de degré n

f  (æ) “  Ao {x ûj) {x Ûjj) • • • (^ ®n) (1 )
sont égaux, on peut alors les grouper et décomposer ce polynôme 
on facteurs de la manière suivante

f(x) =  A 0(x — oJ)hl (x — O a ) * * — am)km. (O
OÙ

k\ +  k2 +  • • • +  km — n*
Dans ce cas on dit que ai est une racine multiple d’ordre kt et kx 
s’appelle la multiplicité de la racine. On dira de même que Os est 
une racine multiple d’ordre &2, etc.

E x e m p l e .  Le polynôme f  (x) =  x9 — 5xa -f- 8x — 4 se décompose en 
facteurs de la manière suivante :

/  (x) =  (x -  2) (x -  2) (r  -  1).
Cette décomposition peut se mettre sous la forme:

/ ( * ) = ( * - 2 )* (* - l) .
0f =  2 est une racine double et a2 =  1 une racine simple.

Si le polynôme a une racine multiple a d ’ordre nous le consi
dérerons comme ayant k racines égales.

Il résulte alors du théorème relatif à la décomposition d’un poly
nôme en facteurs linéaires le théorème suivant.

Tout polynôme de degré n a exactement n racines Réelles ou com
plexes).



262 NOMBRES COMPLEXES. POLYNOMES [CH. VII

R e m a r q u e .  Tout ce qui a été dit au sujet des racines du 
polynôme

/  (*) =  A oXn +  •‘‘M " -1 +  • • • - f  a  „

est également vrai pour les racines de l'équation algébrique

A & n - f  A tx n~ l + . . .  +  A n =  0.

Démontrons maintenant le théorème suivant.

T h é o r è m e .  S i at est une racine multiple d'ordre >  1 pour 
le polynôme f  (s), c'est alors une racine d'ordre kt — 1 pour la dérivée 
f  (x) de ce polynôme.

D é m o n s t r a t i o n ,  aj étant une racine multiple d'ordre 
ku où >  1 , il vient de la formule (1 ') que:

/(x) =  (x —a,)*‘q>(x),

où <p (x) = (x — a2)** - • • {x — am)*m ne s’annule pas au point 
x =  ait c’est-à-dire q> (ai) ^  0. En dérivant nous avons:

f  (x) =  kt (x  — q> (x) +  (x  — a,)*’ q>' (x) =

=  (x — ai)k,~i [*,<p (x) +  (x — at) q>' (x)].
Posons :

ip (x) =  ktq> (x) +  {x — aj) q>' (*).
Alors

/  (*) =  (x — (x),
OÙ

^  (ûi) =  î<p (ai) +  (ûi — at) <p' (aj) =  kt(p (a%) =#= 0 ,

c’est-à-dire que x  =  ai est une racine d’ordre kx — 1 du polynôme 
/ ' (x). On voit immédiatement, d’après la démonstration, que si 
kt =  1 , ax n’est pas une racine pour la dérivée / ' (x).

Il résulte de ce théorème que ai est une racine d’ordre &i — 2 
pour la dérivée f  (a:), une racine d’ordre kt — 3 pour la dérivée 
fm (x), . . .  et, enfin, une racine d’ordre 1 (une racine simple) pour 
la dérivée (x) ; at n’est pas une racine pour la dérivée fl*1'* (a:),
en d ’autres termes,

/(û|) =  0 , / > , )  =  0 , f ( a i) =  0...........................=
mais

/ w( a i ) ^ 0 .
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§ 8 . Décomposition en facteurs d’un polynôme dan» le cas 
des racines complexes

Les racines au a2y • • de la formule (1) du § 7, ch. VII,
peuvent être soit réelles, soit complexes. En pareil cas, on peut 
énoncer le théorème suivant.

T h é o r è m e .  Si a +  ib est une racine complexe du polynôme 
f  (z) à coefficients réels, ce polynôme a également pour racine le nombre 
conjugué a — ib.

D é m o n s t r a t i o n .  Si nous substituons à la variable x  
du polynôme /  (x) le nombre a +  iby nous trouvons, après avoir 
effectué les opérations correspondantes et groupé séparément les 
coefficients de i et ceux qui ne contiennent pas i, que

f  (a +  ib) =  M  +  iN f

où M  et N  sont des expressions qui ne contiennent pas i. 
a +  ib étant une racine du polynôme, nous avons

f  (a +  ib) = M  +  iN =  0,
d où

M  =  0, N  =  0.
Substituons maintenant à la variable x  du polynôme le nombre 
a — ib. Nous trouvons alors, après avoir effectué les opérations 
correspondantes (en vertu de la remarque 3 faite à la fin du § 2 du 
présent chapitre), le nombre conjugué de M  +  iN  ; en d’autres 
termes,

f  (a — ib) = M  — iN.
Mais comme M  =  0 et N  =  0, nous voyons que f  (a — ib) =  0, 
ce qui exprime bien que a — ib est une racine du polynôme.

Par conséquent, les racines complexes entrent dans la décompo
sition du polynôme

/  (x) = A 0 (x — ax) (x — a2) . . . ( x  — an)
par paires conjuguées.

En multipliant entre eux les facteurs linéaires correspondant au 
couple de racines complexes conjuguées, nous obtenons un trinôme 
du second degré à coefficients réels :

lx — (a +  it)l lx — (fl — iô)l =  [(x — a) ~  i&l l(x — a) +  ib\ =
=  (x — à f  +  b2 =  a? — 2 ax +  a2 +  bz =  x* +  px +  qy

où p — —2a et q = a* +  b* sont des nombres réels.
Si le nombre a +  ib est une racine multiple dfordre k , le nombre 

conjugué a — ib est aussi une racine multiple d'ordre k, de sorte
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que clans la décomposition d'un polynôme en facteurs entrent autant 
de facteurs linéaires x — (a +  ib) que de facteurs linéaires x  — 
— (a — ib).

Par conséquent, tout polynôme à coefficients réels peut être décom
posé en facteurs à coefficients réels du premier et du second degré de 
multiplicité correspondante, c’est-à-dire

/(x) =  A0( x -  at)k* ( x - a à kt. . .
. . . ( x  — ar)kr (x2 +  ptx +  qt)1' . . .  (x2 4 - p„x +  qt) \

OU
ki +  k2 +  . . . r k, -f- 2l\ 2 18 = n.

§ 9. Interpolation. Formule d ’interpolation de Lagrange
Supposons qu'en étudiant un certain phénomène, on ait démontré 

l’existence d'une dépendance fonctionnelle entre des grandeurs x 
et y exprimant l’aspect quantitatif de ce phénomène; la fonction

y =  <p (x) n’est pas connue, mais 
on a établi en procédant à une 
série d’expériences que la fonction 
y — ip (x) prend respectivement les 
valeurs y0l yiy y2, . . . » yn quand 
on donne à la variable indépen
dante les valeurs x0, X|, x2, . . xn 
appartenant au segment la, 61.

Le problème qui se pose est de 
trouver une fonction aussi simple 
que possible (un polynôme par exem
ple), qui soit l’expression exacte 

ou approchée de la fonction inconnue y =  cp (x) sur le segment 
[a, 61. D’une manière plus générale le problème peut être posé 
comme suit : la valeur de la fonction y =  <p (a;) est donnée en n -f- 1 
points différents x0, xiy . . xn du segment [a, 61:

0o =  «P (x0), ÿi =  cp (Xi), . . ÿn =  cp (x„) ;
on demande de trouver un p o 1 y n ô m e P (x) de degré expri
mant d ’une manière approchée la fonction <p (x).

Il est tout naturel de choisir le polynôme de manière qu’il prenne 
aux points x0, xiy x2, . . ., xn les valeurs y0, yu y2y . . ., yn de la 
fonction <p (x) (fig. 165). Dans ce cas, le problème que nous avons 
posé et qui s’appelle «problème d*interpolation de la fonction» peut 
être formulé de la manière suivante: trouver pour une fonction 
donnée <p (x) un polynôme P  (x) de degré qui prenne aux points 
x0, xj, . . xn les valeurs

0 0  =  cp (x0), 0 1  =  cp (xi), . . 0 „ =  <p (x„).
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A cette fin, choisissons un polynôme de degré n de la forme 
P  (x) =  C0 (x — Xj) (x — x2) . . . (x — xn) +

+  Ci (x — x0) (x — Xn)  . . . (x — xn) +
* [ C2 *o) ^l) (*̂  3̂) • • • X„) “}“ • • ,

• • • “H Cn ^ 0) ^ l)  • • • (x  # n - i )  (1 )

et déterminons les coefficients C0, Ci, . . ., Cn de manière que 
soient vérifiées les conditions

P (x o )  =  iP (* j )  =  y u  .  .  P (x n) =  y n . (2 )

Faisons dans la formule (1) x =-= x0 ; alors, en vertu des égalités
(2 ), nous avons:

Vo ~  (̂ 0 ^i) (̂ 0 2̂) • • • (xo xn),
d’où

ç  __  Mo_________________

— *,) (*o — *2) • • • — x„)
Faisons ensu ite x  =  x t , nous avon s:

ÿi =  Ci (X| X0) (Xi Xg) - . . (Xj Xn),
d ’où

c , = ----------------- h ------------------ .
(X| Xp) (x, Xg) • • • (Xj Xn)

En procédant de cette  m anière, nous trouvons successivem ent

Ife _______C2 =  -
( j g  Xq)  (X2 X j )  (Xg X3) . . . (Xg X n )

Cn= - Vn
(xn Xq)  (x r  X j) (xn Xg) . • • (xn X n —j)

En substituant les valeurs ainsi trouvées des coeffic ien ts dans 
la  form ule (1), nous avons:

P(*) =
(x — Xj) (x — Xg) •. • (x — 2n) 

(Xq X|) (Xq Xg) . . .  (Xo xn) yo +

■+ Ui +  ■
( x  Xq)  (x  Xg) « . . ( x  Xn )

(x, — Xo) (X j — X a ) . . .  (xt — xn) '
^ 0 ) ^1 ) « » « ( x  X w—j). . .  H— 2------ —------- ------ 1 " - ■ -  yn%

(xn Xq) (xn X j) . . - (xn & n — l)

C ette form ule est appelée formule d’interpolation de Lagrange.

(3)
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Indiquons, sans donner de démonstration, que si <p (x) a une 
dérivée d’ordre (n +  1 ) sur le segment la, 6 ), l ’erreur commise 
en remplaçant la fonction <p (x) par le polynôme P  (x), c’est-à-dire 
la quantité R  (x) =  q> (x) — P (x), vérifie l’inégalité

| R (x) | <  | (x — Xo) (x — X i)... (x — xn) | x

X ---------max | q>(n+l) (x) |.
(n +  1 )!

R e m a r q u e .  Il résulte du théorème 4, § 6 , ch. VII que le 
polynôme trouvé P (x) est le seul polynôme qui satisfasse aux con
ditions du problème posé.

Notons qu’il existe également d'autres formules d'interpolation. 
L'une d’entre elles, la formule de Newton, est considérée dans 
le § 1 0 .

E x e m p l e .  Les résultats d’une expérience nous ont fourni les valeurs de 
la fonction y =  <p(x) : y0 =  3, yt =  —5, y2 =  4 correspondant aux valeurs 1, 
2, -—4 de la variable indépendante x.

Exprimer la fonction y =  q> (x) d’une manière approchée par un polynôme 
du second degré.

S o 1 u t i o n. En vertu de la formule (3), nous avons (pour n =  2) :

P(x) (x—2 )(x -M )p (x—l) ( x - f 4 ) .
(1—2) (1 +  4) ~*~(2 —1) (2 +  4)'

(x—1) (x——2) ,
( - 4 - 1 )  ( - 4 - 2 )  *’

ou

X® —123 . 252
30 30 *

§ 10. Formule d ’interpolation de Newton
Supposons que soient connues (n +  1) valeurs y0, yu . . ., yn 

de la fonction (p (x) pour les (n +  1 ) valeurs de la variable indépen
dante x0, Xi, . . ., xn. La différence entre les valeurs consécutives 
de la variable indépendante est supposée constante. Désignons-la 
par h. Nous pouvons ainsi dresser le tableau suivant des valeurs 
de la fonction inconnue y =  <p (x) pour les valeurs correspondantes 
de la variable indépendante.

X *0 X i = z 0+ h x*  =  x fc-} -2 h . . . * n  =  *o  +  nA

y V0 Vi ?2 . . . Vn

Formons un polynôme de degré non supérieur à n qui prend les 
valeurs correspondantes de y pour les valeurs correspondantes de x. 
Ce polynôme représentera approximativement la fonction <p (x).
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Introduisons au préalable les notations:

Ay0 = y i — 0 o» Ay, =  y2 — yu Ai fe=y3 — 2/2* •••• 
A2f/ 0 =  ÿ2 — 2yt +  ÿ0 =  Aÿ, — Ay0, A2y, =  Aj/2 —

Aÿj, - • •»
Asÿ0 =  J/3 — 3i/ 2 +  3y, — j/0 =  A2y, — A2y0t . . . ,

A"ÿ0=  A" Vi — A" Vo-

Ce sont ce qu’on appelle les différences du 1er, 2e, . . n-ieme 
ordre.

Ecrivons le polynôme prenant les valeurs y0, respectivement
pour x0l xi. Ce sera un polynôme du 1 er degré

l \  (x) =  yo +  Ay0 X ~ ,Xf> • (!)n
En effet,

Pi (*) l*-*0= y0, Pt 1*=*, =  jfo +  Aj/o-£ =  &> +  (vi — yà) =  yi-

Ecrivons le polynôme prenant les valeurs yQt yt, y2 respective
ment pour x0l xu x2. Ce sera un polynôme du 2e degré

+  (2,

En effet,

P2 l*=*o =  I/o* P i lr=ï! =  Vit

Pi I*-*, =  y0 + A j/0 -2 +  ̂ 2  ̂  ( “  — 1 )  =  ÿi-

Le polynôme du troisième degré sera de la forme :

, . w . f c + 4 fc£ = a + ^ = = a ( * = a _ , )  +

I A  y p x  X q / x  X q __ / x  X q _______jg j

31 h \  h /  \  h /

Enfin le polynôme du n-ieme degré adoptant les valeurs 
y0, Vu 0 2 i • • -1 Vn respectivement pour x0, xu x2, . . .rn sera
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de la forme:

P . w _ „ + â f c - = a + ^ - = a ( £ = a _ , )  +  . . .

, Any0x — Jq/ x — x0 a\  [ x — x0
' n\ h \  h /  " L  h

ce dont on peut se convaincre par substitution directe. C9est là ce 
qu’on appelle la formule d'interpolation ou le polynôme d'interpolation 
de Newton.

En fait, pour ce tableau le polynôme de Lagrange et le polynôme 
de Newton sont identiques, bien que différemment écrits, car le 
polynôme du degré non supérieur à n, prenant (n +  1 ) valeurs 
données pour les (n +  1 ) valeurs données de x, est déterminé uni
voquement.

Dans de nombreux cas le polynôme dvinterpolation de Newton 
est plus commode que le polynôme d’interpolation de Lagrange. 
La particularité de ce polynôme réside dans le fait qu’en passant 
du polynôme du ft-ième degré au polynôme du (k +  l)-ième degré 
les (A +  1) premiers termes ne sont pas modifiés; seul un nouveau 
terme vient s'ajouter qui est égal à zéro pour toutes les valeurs 
précédentes de la variable indépendante.

R e m a r q u e .  D'après les formules d ’interpolation de Lagran
ge [cf. formule (3), § 9] et de Newton [formule (4)1 les valeurs de la 
fonction sont déterminées sur l ’intervalle x0 <  x  <  xn. Si l ’on 
détermine d'après ces formules la valeur de la fonction pour x <  x0 
(on peut le faire pour de faibles valeurs de | x — x0 |), on dit alors 
que l ’on effectue une extrapolation du tableau dans le passé. Si l ’on 
détermine la valeur de la fonction pour xn <  x, on dit que l ’on 
effectue une extrapolation du tableau dans le futur.

§ 11. Dérivation numérique
Supposons que les valeurs d’une certaine fonction inconnue <p (x) 

sont données dans le tableau, que nous avons considéré au début du 
§ 10. On demande de déterminer la valeur approchée de la dérivée 
de cette fonction. Le problème se résout ainsi. On construit le poly
nôme d'interpolation de Lagrange ou de Newton et on trouve la 
dérivée de ce polynôme.

Comme on considère habituellement des tables dressées pour des 
différences égales entre les valeurs voisines de l’argument, nous 
utiliserons la formule d’interpolation de Newton. Soient données 
trois valeurs de la fonction y0, Vu Vz pour les valeurs x0t xlt x2 
de l ’argument. Nous écrivons alors le polynôme (2) § 1 0  et nous 
le dérivons. Nous obtenons la valeur approchée de la dérivée de la
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fonction sur le segment x0 ^  x  ^  x2 

Pour x  =  Xq nous obtenons

=  (2)
fl Cul

Si nous considérons un polynôme du troisième ordre (cf. (3) 
§ 1 0 ), nous aurons après dérivation pour sa dérivée l’expression:

(3 >
En particulier, pour x  =  x0 nous obtenons :

_ ' / _ v  n' / -x  A p 0 A2p 0 , A3ÿ 0 //A

Si nous utilisons la formule (4) § 10, nous obtiendrons pour 
l’expression approchée de la dérivée au point x  =  x0

<p'(x0)æ P 'n (x) =  ̂ °fl
Ap0 A*po A ^A p0 A*Po

2A 3A (5)

Notons que pour les fonctions possédant une dérivée, la diffé
rence Apo est un infiniment petit du premier ordre, A*p0 un infini
ment petit du second ordre, A3p0 un infiniment petit du troisième 
ordre, etc., par rapport à h.

% 12. Meilleure approximation d’une fonction par des 
polynômes. Théorie de Tchébychev

Le problème considéré dans les paragraphes 9 et 10 nous conduit 
tout naturellement à nous poser la question suivante : soit une fonc
tion continue <p (x) définie sur le segment (a, b). Peut-on approcher 
cette fonction à l ’aide d’un polynôme P (x) avec u n  d e g r é  
d e  p r é c i s i o n  a r b i t r a i r e m e n t  d o n n é  au préa
lable? En d’autres termes, peut-on trouver un polynôme P (x) tel 
que la différence en valeur absolue entre <p (ar) et P (x) soit inférieure 
en chaque point du segment (a, bj à un nombre arbitraire donné 
e > 0 ?
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Le théorème suivant, que nous énonçons sans donner de démons
tration, répond par l'affirmative *) à cette question.

T h é o r è m e  d e  W e i e r s t r a s s .  Si la fonction <p (x) 
est continue sur le segment [a, h], alors pour tout e >  0  il existe un 
polynôme P (a;) tel qu'en chaque point de ce segment Vinégalité

I <P (*) — P  (x ) I <  »
est satisfaite.

Le célèbre mathématicien soviétique S. Bernstein a indiqué 
une méthode rationnelle pour construire des polynômes sensiblement 
égaux à la fonction continue donnée sur le segment considéré.

Supposons que la fonction <p (x) soit continue sur le segment [0,11. 
Formons l'expression

B n (x) =  J  q> ( — )  CZxm (1 -  
m—o \ n J

Dans cette expression C £  sont les coefficients du binôme de Newton 
et q> la valeur de la fonction donnée au point x — ^ . L’expres
sion Bn (.r) est un polynôme de degré n; on l'appelle polynôme de 
Bernstein.

Pour tout nombre arbitrairement petit e >  0, on peut toujours 
trouver un polynôme de Bernstein de degré tel que soit vérifiée 
l ’inégalité

I Bn (x) — <p (x) | <  e
en tous points du segment [0 ,^1 1 .

Remarquons que le choix du segment [0, 1] ne restreint pas la 
généralité, car on peut toujours ramener un segment quelconque [a, b] 
au segment 1 0 , 1 ] à l’aide du changement de variable x — a +  
+  t (b — fl). Cette transformation conserve le degré du polynôme.

C’est au célèbre mathématicien russe P. Tchébychev (1821-1894), 
l ’un des représentants les plus éminents de la pensée mathé
matique, qu’appartient le mérite d’avoir élaboré la théorie de la 
meilleure approximation des fonctions à l'aide de polynômes. Il 
lui appartient, dans ce domaine des mathématiques, des résultats 
fondamentaux qui ont ouvert la voie aux travaux ultérieurs de ses 
nombreux continuateurs.

Le point de départ de cette théorie de Tchébychev fut son mémoire 
sur la théorie des mécanismes articulés. C’est justement l ’étude 
de ces mécanismes qui le conduisit à rechercher parmi tous les poly-

*) Remarquons que le polynôme d’interpolation de Lagrange (voir (3),
§ 9) ne permet pas de répondre a la question posée. Aux points x0, xit . . ., 
les valeurs de ze polynôme sont effectivement égales aux valeurs correspon
dantes de la fonction, mais, en tout autre point au segment [a, 6], ces valeurs 
peuvent différer notablement.
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nômes d’un degré n donné, dont le coefficient de xn est égal à un, 
celui qui diffère le moins de zéro sur le segment donné. Le grand 
mathématicien parvint à résoudre ce problème, et les polynômes 
trouvés furent nommés par la suite polynômes de Tchébychev. Ces 
polynômes ont de nombreuses propriétés remarquables et consti
tuent à l ’heure actuelle un puissant moyen dinvestigation dans 
de nombreux problèmes mathématiques et techniques.

1. Calculer (3 + 5 i) (4—i).
2. Calculer (6 +  11/) (7 +  3/)

3. Calculer .4 +  5i
4. Calculer (4 -7 /)* .

5. Calculer V*.

Exercices 
Rép. 17 +  17/. 
Rép. 9 + 9 5 i.

RéP- H - S 1-
Rép. —524 | 7i.

«'P- ± 4 ± g -.
C. Calculer V  —5 —12/. Rép. ±  (2—3/).
7. Mettre sous forme trigonométrique les expressions :

a) 1 +  /. Rép. "l/2 ( c o s - y  +  ̂ sin-^-j •

b) 1 — /. Rép. “l/2  ^cos— -̂ +  1* .

8. Trouver f i . Rép. * + V 3  .
2 1

/ - 1 /3
*>

9. Exprimer les expressions suivantes en fonction des puissances de sin x 
et cos or: sin 2x, cos 2x, sin 4x, cos 4x, sin 5x, cos 5x.

10. Exprimer en fonction des sinus et cosinus des arcs multiples les expressions:
cos* x, cos8 x, cos4 x, cos5 x, cos6 x; sin* x, sin8 x, sin4 x, sin5 x.

11. Diviser /  (x) =  x® — 4x* +  8x — 1 par x +  4. Rép. /  (x) =  (x +  4) X
X (x* — 8x +  40) — 101, c’est-à-dire quotient: x* — 8x +  40; reste: 

/ ( _ 4 )  = - 1 6 1 .
12. Diviser /  (x) =  x4 +  12X8 +  54x* +  108x +  81 par x +  3. Rép. / (x) =  

=  (x +  3) (x8 +  9x* +  27x +  27).
13. Diviser /  (x) = x 7 — 1 par x — 1. Rcp. /  (x) =  (x — 1) (x6 +  x5 +  x4 +

+  X3 +  X* +  x  +  1 ) .
Décomposer en facteurs les polynômes suivants:

14. /  (x) =  x4 — 1. Rép. / (x) =  (x — 1) (x +  1) (x* +  1).
15. /  (x) =  x* — x — 2. Rép. /  (x) =  (x -  2) (x +  1).
16. /  (x) =  x* +  1. Rép. /  (x) =  (x +  1) (x* -  x +  1).
17. Les résultats des expériences ont donné les valeurs suivantes de la Fonction

y de x:
y, — 4 pour x, =  O, 
y2 =  6 pour x2 =  1, 
y3 — 10 pour x3 — 2.
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Exprimer cette fonction d'une manière approchée à l ’aide d’un polynôme 
du second degré. Rép. z* +  x +  4.

18. Trouver un polynôme du auatrième degré qui prenne respectivement les 
valeurs 2, 1, —1, 5, 0 pour les valeurs 1, 2, 3, 4, 5 de x.

7 79 « 151 2 .226  _Rép.-1 -*4+T *3— r x»+ _ x_35.

19. Trouver le polynôme de degré aussi petit que possible qui prenne respecti
vement les valeurs 3, 7, 9, 19 pour x =  2, 4, 5, 10. Rép. 2x — 1.

20. Trouver les polynômes de Bernstein du premier, deuxième, troisième et 
quatrième degré pour la fonction y =  sin jtx sur le segment [0, 1].

Rép. B1(x )= 0 ;  B * (x )= 2 x (l—*); Bs ( x ) = ^ ^ x ( l —x); B4(x) =  2 x (l—x)X

X 1 (21 /2—3) x*—(2 V 2 —3) x +  *|/2l-



Chapitre VIII

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

§ 1. Définition des fonctions de plusieurs variables
En étudiant les fonctions d’une seule variable nous avons remar

qué que l'analyse de nombreux phénomènes nécessite l'emploi des 
fonctions de deux ou plusieurs variables indépendantes. Citons quel
ques exemples.

E x e m p l e  1. L'aire S d'un rectangle de côtés x et y est donnée par la 
formule bien connue

S = x y .
A chaque couple des valeurs de x et y correspond une valeur bien déterminée de 
la surface S. S est donc une fonction de deux variables.

E x e m p l e  2. Le volume V d'un parallélépipède rectangle, dont la lon
gueur des arêtes est respectivement x, y, z, est donné par la formule

V =  xyz.
Ici V est une fonction de trois variables x, y, z.

E x e m p l e  3. La portée R d’un projectile lancé à la vitesse initiale y0 
sous un angle <p avec l'horizon est donnée par la formule

R tj-sin 2<p
g

(si l'on néglige la résistance de l'air), g désigne ici l'accélération de la pesanteur. 
A chaque couple de valeurs v0 et <p correspond une valeur bien déterminée de /?, 
en d'autres termes, i? est une fonction de deux variables i/0 et cp.

E x e m p l e  4.
x* +  ya -b *a+ f 2 

“ V ï + xî •
u est ici une fonction de quatre variables x, y, z, t.

D é f i n i t i o n  1. Si à chaque couple (x, y) de valeurs de 
deux variables x et y, indépendantes, prises dans un certain domaine 
de définition D correspond une valeur bien déterminée de la variable 
z, on dit que z est une jonction de deux variables indépendantes x et y 
définie dans le domaine D .

On désigne une fonction de deux variables par la notation
z =  /  (x, y) ou z =  F  (x, y), etc.

Une fonction de deux variables peut être exprimée soit à l ’aide 
de tables, soit analytiquement, à l ’aide d’une formule comme nous

18-1162
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l 'av o n s  fa it dans les q u atre  exem ples cités ci-dessus. La form ule 
perm et de dresser le tab leau  des valeurs que prend la  fonction pour 
chaque couple de valeurs des variab les indépendantes. P a r exem ple, 
on peu t form er le tab leau  à double en trée su iv an t dans le cas du 
prem ier exem ple:

N .  x 
V 0 1 1.5 2 3

1 0 1 1,5 2 3
2 0 2 3 4 6
3 0 3 4,5 6 9
4 0 4 6 8 12

Dans ce tab leau  on trouve la valeu r de la  fonction S  à l'in te rsec tio n  
de la ligne et de la colonne correspondant aux valeurs choisies de x  
e t de y .

Si la  dépendance fonctionnelle z =  f  (x% y) a été é tab lie  à la 
su ite  de m esures effectuées su r la  variab le  z au cours de l 'é tu d e  
expérim entale  d ’un phénom ène quelconque, on o b tien t alors un 
tab leau  à double entrée défin issan t z en fonction des deux variab les 
x  et y . D ans ce cas, la fonction est donnée uniquem ent par un tab leau .

La fonction de deux variab les, de même que la  fonction d 'u n e  
seule variab le , peu t ne pas ê tre  définie pour tou tes les valeurs a rb i
tra ires  des variab les indépendantes x  et y .

D é f i n i t i o n  2. On appelle domaine de définition ou domaine 
d'existence de la fonction

* =  / (*. y )

l ’ensem ble des couples (æ, y) des valeurs de x et de y pour lesquelles 
ce tte  fonction est définie.

Le dom aine d’ existence d ’une fonction de deux variab les peut 
ê tre  géom étriquem ent in te rp ré té  com m e s u i t :  si l ’on représente 
chaque couple des valeurs x e t y par un poin t M  (x, y) du p lan  Oxy, 
le  dom aine de défin ition  de la fonction sera représenté par un ensem
ble de po in ts de ce p lan . Nous appellerons cet ensem ble de points 
dom aine de défin ition  de la  fonction. E n  p articu lie r, ce dom aine 
peu t occuper le p lan  Oxy to u t en tier. P ar la  su ite , les dom aines de 
défin ition , que nous aurons à considérer, seront constitués par des 
parties du  p lan  d é l i m i t é e s  p a r  c e r t a i n e s  c o u r 
b e s .  La courbe qui délim ite  le dom aine de défin ition  est appelée 
frontière de ce dom aine. Les poin ts du dom aine qui n 'ap p a rtien n en t 
pas à la  fron tière  sont appelés po in ts  intérieurs du dom aine. T ou t 
dom aine constitué  de po in ts in térieurs s ’appelle domaine ouvert
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Un domaine complété de sa frontière est dit domaine fermé. Le 
domaine est dit borné s’il existe une constante C telle que la distance 
M  de tout point de ce domaine à l'origine des coordonnées O est 
inférieure à C, autrement dit, | OM | <  C.

E x e m p l e  5. Déterminer le domaine naturel de définition de la fonction
z =  2x — y.

L’expression analytique 2x — y est définie pour toutes les valeurs arbitrai- 
res de x et de y. Par conséquent, le domaine naturel de définition de cette fonc
tion coïncide avec le plan Oxy entier.

E x e m p l e  6.
Z =  l / l  — X2 —y2.

Pour que z soit réel il faut que le radical soit un nombre non négatif ou, en 
d'autres termes, que x et y vérifient les inégalités

l - i * - y * > O o u x > + y * < l .
L'ensemble des points M (x, y), dont les 

coordonnées vérifient cett<> inégalité, est la partie 
du plan délimitée par le cercle de rayon 1 et de 
centre à l’origine des coordonnées (plus exacte
ment l'intérieur de ce cercle et sa circonférence).

Ex e m p 1 e 7.
z =  Log (x +  y).

Les logarithmes n’étant définis que pour les 
nombres positifs, on doit avoir nécessairement 
l'inégalité

i + y > O o u y >  —x.

Le domaine naturel de définition de cette fonction est, par conséquent, le 
demi-plan situé au-dessus de la droite y =  — x (les points de la droite n'appar
tiennent pas au domaine) (fig. 166).

E x e m p l e  8. La surface S d’un triangle est une fonction de la base x 
et de la hauteur y :

Le domaine de définition de cette fonction est évidemment le domaine 
x >  0, y >  0 (il est clair que la base et la hauteur ne peuvent être exprimées 
que par des nombres strictement positifs).

Notons que le domaine de définition de la fonction considérée ne s’identifie 
pas au domaine naturel de définition de l’expression analytique qui la définit,
le domaine naturel de définition de l’expression ~  occupant évidemment le
plan Oxy tout entier.

On peut aisément étendre la définition d’une fonction de deux 
variables réelles indépendantes au cas de trois et plus variables 
indépendantes.

D é f i n i t i o n  3. Si à tout système ordonné de valeurs des 
variables y, z% . . ., u, t correspond une valeur bien déterminée
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de la variable w, on dit que w est une fonction des variables indépen
dantes x, y9 z, • . Uj t et on note w =  F (x, y, z, . . u, t) ou 
w =  /  (x, y, z, . . ., u, t), etc.

On définit le domaine de définition d’une fonction de trois, 
quatre ou d’un nombre quelconque de variables de la même façon 
que dans le cas d’une fonction de deux variables.

Ainsi, le domaine de définition d ’une fonction de trois variables 
est un ensemble de systèmes ordonnés des valeurs (x , y, z). Notons 
immédiatement que tout système ordonné de trois nombres définit 
un point M (,x, y , z) de l'espace Oxyz. Il en résulte que le domaine 
de définition d’une fonction de trois variables est un certain ensem
ble de points de l'espace.

On peut définir de même le domaine de définition d’une fonction 
de quatre variables indépendantes w =  /  (x, y, z, /), comme un 
certain ensemble de systèmes ordonnés des quatre valeurs (x, p, z, /). 
Toutefois, il n’est pas possible dans ce cas, ainsi que dans le cas 
d’un nombre plus grand de variables indépendantes, de donner une 
interprétation géométrique simple du domaine de définition.

La fonction considérée dans l’exemple 2  est une fonction de trois 
variables indépendantes définie pour toutes les valeurs de x, y, z.

La fonction considérée dans l ’exemple quatre est une fonction 
de quatre variables indépendantes.

E x e m p l e  9.
w =  —x*— y®— z2 — a®,

w est ici une fonction de quatre variables indépendantes x, y% z. u ; elle est défi
nie pour les valeurs des variables indépendantes vérifiant 1*inégalité

1— x * - y «  — z » - u * > 0 .

§ 2. Représentation géométrique d ’une fonction 
de deux variables

Soit
Z = f  (x, y) (1)

une fonction définie dans un domaine G du plan Oxy (ce domaine 
peut occuper, en particulier, le plan tout entier) et soit Oxyz un 
système de coordonnées cartésiennes dans l'espace (fig. 167). En 
chaque point (x , y) du domaine G élevons une perpendiculaire au 
plan Oxy sur laquelle nous portons un segment égal à la valeur de
1 (*• V)•Nous obtenons alors un point P  de l’espace dont les coordonnées
sont

x, y, z = f  (x, y).
Le lieu géométrique de tous les points P, dont les coordonnées 

vérifient l’équation (1 ), est appelé le graphique de la fonction de
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deux variables. On sait, du cours de géométrie analytique, que 
l'équation (1 ) définit une surface dans l'espace. Le graphique d'une 
fonction de deux variables est donc une surface dont la projection 
dans le plan Oxy est le domaine de définition de cette fonction. 
Chaque perpendiculaire au plan Oxy coupe la surface z =  /  (x, y) 
au plus en un seul point.

E x e m p l e .  On sait, du cours de géométrie analytique, que le graphique 
de la fonction z =  x* +  y* est un parabololde de révolution (fig. 168).

R e m a r q u e .  Il n'est pas possible de représenter géométri
quement dans l’espace le graphique d'une fonction de trois ou d’un 
nombre plus élevé de variables indépendantes.

§ 3. Accroissement partiel et accroissement total 
de la fonction

Considérons la courbe PS  définie par l’intersection de la surface
z = / (*. y )

avec le plan y =  const parallèle au plan Oxz (fig. 169).
y étant constant en tout point de ce plan, z variera le long de la 

courbe PS  en fonction de x seulement. Donnons a la variable indé
pendante x  un accroissement Ax; l ’accroissement correspondant de 
z est alor^ appelé accroissement partiel de z par rapport à x ; il est 
noté par Axz (le segment S S ' de la figure 169) et défini par la rela
tion :

AxZ = f  (x +  Ax, y) — /  (x, y). (1)
De même, si x est constant et que l’on donne à y un accroissement 

A y, l ’accroissement correspondant de z est appelé alors accroissement 
partiel de z par rapport à y et noté A„z (le segment TT9 de la figu
re 169) :

AyZ =  /  (x, y +  A y) — /  (x, y). (2)
La fonction reçoit donc l ’accroissement AyZ « le long de la courbe * 

définie par l’intersection de la surface z =  /  (x, y) et du plan x =  
=  const, parallèle au plan Oyz.
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Si maintenant on donne simultanément un accroissement Ax 
à la variable indépendante x et un accroissement Ay à la variable 
indépendante y% l ’accroissement correspondant Az de z qui en résul

tera est appelé accroissement total de la fonction z ; l’accroissement 
total est défini par la formule:

Az = f  (x +  Az, y +  A  y) — /  (x ,  y). (3 )
L’accroissement Az est représenté par le segment QQ' de la 

figure 169.
Notons qu’en général l ’accroissement total n’est pas égal à la 

somme des accroissements partiels:
Az Axz AyZ.

E x e m p l e .  z =  xy,
Axz =  ( x  +  Ax) y — xy =  yAx,
Ayz =  x {y +  A y) — xy =  xA y,

Az =  (x +  Ax) (p +  A y) — xy =  pAx +  xAy +  AxA y.
Pour x == 1. y =  2. Ax =  0,2, A y =  0,3, on a A xz — 0,4,

AyZ =  0,3, Az =  0,76.

On définit d’une manière analogue l ’accroissement total et les 
accroissements partiels des fonctions d’un nombre quelconque de 
variables. On aura par exemple pour une fonction de trois variables 
indépendantes u =  /  (x , y , /) :

A,u =  /  (x +  Ax, y, t) — f  (x, y , f)»
A„u =  /  (x, y +  A  y, t) — f  (x, y, t),
Atu =  f  (x, y, t +  A t) — f  (x , y, t),
Au =  /  (x +  A x , y +  Ay, t +  A0 — /  (x, y , t).
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§ 4. Continuité des fonctions de plusieurs variables
Introduisons tout d*abord la notion importante de voisinage d'un

f>oint donné. On appelle voisinage du point M 0 (x0l ^o) de rayon r 
'ensemble de tous les points (x, y) qui satisfont à l'inégalité 

Ÿ ( x  — x0)a +  {y — y0)a <  r, c’est-à-dire l'ensemble de tous les 
points situés à l'intérieur du cercle de rayon r et de centre au point 
M 0 (*<>, Vo)•

Par la suite, quand nous dirons que la 
fonction /  (x9 y) a une certaine propriété 
« au voisinage du point Mo (x0, y0) cela 
signifiera qu’il existe un cercle de centre 
au point M 0 (x0, y0) en tous les points 
duquel la propriété donnée de la fonction 
est vérifiée.

Avant de passer à l ’étude de la conti
nuité des fonctions de plusieurs variables, 
arrêtons-nous à la notion de limite des fonc
tions de plusieurs variables *). Soit donnée

* =  /  (*, y)
une fonction définie dans un certain domaine G du plan Oxy.

Considérons un certain point M 0 (x0, y0) situé à l ’intérieur ou 
sur la frontière du domaine G (fig. 170).

D é f i n i t i o n  1 . On dit que le nombre A est la limite de la 
fonction /  (x, y) quand le point M  (x, y) tend vers le point M 0 (x0, Vo) 
si-pour tout e >  0  il existe un nombre r >  0  tel que pour tous les 
points M  (x, y) vérifiant l'inégalité M M 0 <  r, P inégalité

1/  (*, y) — A | <  e
est satisfaite.

Si le nombre Â est la limite de la fonction /  (x, y) quand 
M (x, y) -► M 0 (Xo, p0)t on note :

Üm /(x, y) =  A.
x - *x 0V-*Vo

D é f i n i t i o n  2 . Soit Mo (x0, y0) un point appartenant au 
domaine de définition de la fonction /  (x, y). On dit que la fonction 
2  =  /  (jc, y) est continue au point M 0 (x0, y0) si l ’égalité

Iim f(x , y) =  f(x0, y0) (1 )
x - *x 0

___________________  V~*Vo
*) En fait, nous n’étudierons que les fonctions de deux variables, car 

l'étude des fonctions de trois ou d'un nombre nlus élevé de variables n’apporte 
aucun élément nouveau, mais entraîne des difficultés complémentaires d’or
dre technique.
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est vérifiée quand le point M  (x, y) tend arbitrairement (tout en 
restant à l’intérieur du domaine de définition) vers le point 
M 0 (x0. I/o)-

Posons x =  x0 +  Ax, y =  y0 +  A y. L'égalité (1) peut alors 
s’écrire :

lim /  (x0 +  Ax, y0 - f  Ay) =  f  (x0, y0) (1')
A x-*0  
A|/-►O

OU

lim 1/(x0 +  Ax, y0 +  Ay ) — f (x0, y0)] =  0. (1')
A x-*0
Ay-M)

Posons Ap =  Y (Ax) 2 +  (Ay) 2 (voir fig. 169). Quand Ax 0 et 
Ay 0, Ap 0 et, inversement, si Ap -► 0, alors Ax 0 et 
A y -^ 0 .

L'expression entre crochets dans l'égalité (1") n'est autre que 
l'accroissement total Az de la fonction z . Par conséquent, l'égalité 
(1 ") peut être mise sous la forme

lim Az =  0. (1'")
Ap-M)

Une fonction continue en chaque point d’un certain domaine 
est dite continue dans ce domaine.

Si la condition (1) n’est pas remplie en un certain point N  (x0, j/o), 
ce point est appelé point de discontinuité de la fonction z =  f  (x, y). 
Citons quelques exemples où la condition (1') n’a pas lieu :

1 ) z =  /  (x, y) est définie en chaque point d’un certain voisinage 
du point N  (x0, yo), mais n’est pas définie en ce point ;

2 ) la fonction z — f  (x, y) est définie en chaque point d’un voisi
nage du point N  (x0, yo), mais la limite lim /  (x, y) n’existe pas ;

3C-+X0
V-+VQ

3 ) la fonction est définie en chaque point du voisinage de 
N  (x0, j/o). la limite lim /  (x, y) existe, mais

X-+XQ
ÏM’I/O

lim f (x ,y)=£f(x0,yo).
x-*x0
I/-* l/0

E x e m p l e  1. La fonction
z =  x* -f- y*

est continue pour toutes les valeurs de x et y, c’est-à-dire en chaque point du plan 
Oxy.

En effet, quels que soient les nombres x, y, Ax et Ây, on a:

Az =  [(x +  Ax)* +  (y +  Ay)*J -  (x* +  y*) =  
=  2xAx +  2yAy +  Ax* 4“Ay*.
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Par conséquent.
lim Àz =  0.Ax-*0Ay-^0

Citons maintenant un exemple de fonction discontinue.

E x e m p l e 2. La fonction

z 2xy
*a+y 2

est définie partout, sauf au point x =  0, y =  0 (fig. 171, 172).
Considérons les valeurs que prend z aux points situés sur la droite y — kx 

(k =  const). Il est évident que pour tous les points de cette droite
2 fcr* 2k

afl+k2** 1 +  k*
= const.

en d'autres termes, sur chaque droite passant par l'origine la fonction z a une 
valeur constante, mais qui dépend du coefficient angulaire k de cette droite.

Fig. 171 Fig. 172

C'est pourquoi la valeur limite de la fonction z dépend du chemin parcouru par le 
point (x, y) quand il tend vers l'origine des coordonnées. Cette fonction a, par 
conséquent, une discontinuité en ce point. Cette discontinuité est telle qu'on ne 
peut pas la faire disparaître en donnant à la fonction z une valeur appropriée 
a l'ongine. D'autre part, on voit aisément qu'en tout point différent de rongine 
la fonction est continue.

Indiquons sans démonstration certaines propriétés importantes 
de la fonction de plusieurs variables continue dans un domaine 
fermé borné. Ces propriétés sont analogues aux propriétés des fonc
tions d’une seule variable, continue sur un segment (cf. § 10, ch. II).

P r o p r i é t é  1. Si la fonction /  (x , y, . . .) est définie et 
continue dans le domaine fermé et borné D , alors il existe dans le 
domaine D au moins un point N  (x0, i/o» • - -) tel que pour tous 
les autres points du domaine on a la relation

/  (*o, I/o, . . . ) > /  (x, y, . . .),
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et au moins un point N  (x0, i/o» • • ») tel que pour tous les autres 
points du domaine on a la relation

f  o* Vo>- " ) < / ( * •  #»••")■
Nous appellerons la valeur /  (x0, po, . - .) =  M  de la fonction 

la plus grande valeur de la fonction f  (x, p, . . .) dans le domaine 
Z?, et la valeur /  (x0, p0i . . . )  = nt la plus petite valeur.

Cette propriété peut également être formulée comme suit. Une 
fonction continue dans le domaine fermé borné D atteint dans ce domaine 
au moins une fois sa plus grande valeur M  et sa plus petite valeur m.

P r o p r i é t é  2. Si la fonction /  (x, p, . . .) est continue 
dans le domaine fermé borné D et si M  et m sont la plus grande et la 
plus petite valeur de la fonction /  (x, p, . . .) dans ce domaine, 
alors pour tout nombre |i vérifiant la condition m <  \i <  Af, il 
existe dans le domaine un point N* (xJ, p*, . . .) tel que l'on aura 
l’égalité /  (xJ, pj, . . .) =  p.

C o n s é q u e n c e  d e  l a  p r o p r i é t é  2. Si la fonction 
/  (x, p, . . .) est continue dans un domaine fermé borné et prend 
des valeurs tant positives que négatives, alors à l’intérieur de ce 
domaine il existe des points où la fonction /  (x, p, . . .) s’annule.

§ 5. Dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables
D é f i n i t i o n .  On appelle dérivée partielle par rapport à x 

de la fonction z =  /  (x, p) la limite du rapport de l’accroissement 
partiel Axz par rapport à x à l ’accroissement Ax de la variable x, 
quand Ax tend vers zéro.

On désigne la dérivée partielle par rapport à x de la fonction 
z — f  (x, p) par l’une des notations suivantes

' r  / \ dz

Donc, par définition,
dz _  lim _  Hm / ( i  +  Ax, y) — f(x, y) 
dx A x - * 0  Ax A x - ^ 0  Ax

On définit de même la dérivée partielle de la fonction z =  /  (x, p) 
par rapport à p comme la limite du rapport de l’accroissement 
partiel A^z par rapport à p à l’accroissement A p quand A p tend 
vers zéro. On désigne la dérivée partielle par rapport à p par l ’une 
des notations suivantes

ht ; fy (* . v) ; dz
dy

df_
dy
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Ainsi,

fa  _  lim Ai/Z _  lim /(*. y +  A y ) - f ( x ,  y) 
dy ai/->o A y av-n> A y

En remarquant que A*z est calculé en laissant y inchangé et AyZ 
en laissant x  inchangé, on peut alors définir la dérivée partielle 
de la manière suivante: on appelle dérivée partielle de la fonction 
z = f  (x, y) par rapport à x  la dérivée par rapport à x  calculée en 
supposant y constant. De même, on appelle dérivée partielle de la 
fonction z =  /  (or, y) par rapport à y la dérivée par rapport & y 
calculée en supposant x  constant.

Il résulte de cette définition que les règles de calcul des dérivées 
partielles sont les mêmes que celles employées pour calculer la 
dérivée des fonctions à une variable; il faut seulement se rappeler 
par rapport à quelle variable on effectue la dérivation.

E x e m p l e  1. Trouver les dérivées partielles

S o l u t i o n .

4^- et —  de la fonction z= £ * s in v . dx dy 9

dz _ dz „- ^ = 2 * s m y ;  - ^ = * * c o s y .

E x e m p l e  2. z=xV. 
Dans ce cas.

dz dz r
~^= »xV~ ' ~dï=xVU>s x-

On définit, d'une manière analogue, les dérivées partielles d’une 
fonction dvun nombre quelconque de variables. Par exemple, si 
nous prenons une fonction u de quatre variables or, y, z, t:

u  =  /  (*, », t).

alors
àu=  lim f ( x  +  Àxt y, z, t) —/(g, y . z, t) 
dx a *-*o Ax

àu=  lim f ( * , y +  Ày, z, t) — /(x, y, z, t) 
dy Air*o Ap

E x e m p l e  3. u =  x8-t-p®+**zs»

iü = 2 * + t e 3 ;  iÜ = 2 y ;  £ ü = 3* i** ; —ar ^  ' dy y ' dz ' dt

, etc.

=  ÆZS.
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§ 6. Interprétation géométrique des dérivées partielles 
d’une fonction de deux variables

Soit
* = /(*, y )

l'équation de la surface représentée sur la figure 173.
Menons le plan x — const. L’intersection de ce plan et de la sur- 

face définit une courbe P T . Considérons pour une valeur donnée de x  
un point M  {x, y) du plan Oxy. Au point M  correspond un point 
P (x, y , z) sur la surface z =  /  (x, y). En laissant x inchangé, don

nons à y un accroissement A y =  
=  M N  =  PT' .  La fonction z reçoit 
alors un accroissement Ayz =  TT'  
[au point N  (x, y +  A y) correspond 
un point T (x, y +  Ay, z -f A ẑ) 
de la surface z =  /  (x, y)l.

Le rapport est égal à la
tangente de l ’angle formé par la 
sécante PT  avec l ’axe des y positifs :

A yz
by

=  tg TPT

Par conséquent, la limite 
A yZ ôzlim

Aitm> A y dy

est égale à la tangente de l ’angle fi formé par la tangente PB  (au 
sens géométrique) à la courbe PT  au point P avec l'axe des y positifs :

T " = t g p -ày
ôzLa valeur de la dérivée partielle ^  est donc égale à la tangente

de l’angle formé par la tangente (au sens géométrique) à la courbe 
définie par l ’intersection de la surface z =  /  (x, y) et du plan x =  
— const, d’une part, et la trace de l’intersection des plans xOy et 
x  =  const, d ’autre part.

De même, la valeur de la dérivée partielle est égale à la tan
gente de l’angle a  formé par la tangente à la courbe définie par 
l'intersection de la surface z = f  (x, y) et du plan y = const et la 
trace des plans xOy et y = const.
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§ 7. Accroissement total et différentielle totale

Par définition l'accroissement total de la fonction z =  f  (x, y) 
est égal a (voir § 3, ch. VIII) :

Az =  /  (x +  Az, y +  Ay) — f  (x, y). (1)
Supposons que les dérivées partielles de la fonction /  (x, y) au 

point considéré existent et sont continues.
Exprimons Az à l’aide des dérivées partielles. Pour cela ajoutons 

et retranchons /  (z, y •+■ Ay) dans le second membre de l’égalité (1 ) :
Az =  [/ (z +  Az, y +  Ay) — f  (z, y +  Ay)l +

+  1/  (*. y +'Ay)  — /  (z, y) l  (2 )
L ’expression

f ( x ,  y +  A y) — /  (j:, y),
qui figure dans le second crochet, peut être considérée comme la 
différence de deux valeurs d’une fonction d’une seule variable y 
(x étant constant). Appliquons le théorème de Lagrange à cette 
différence; nous avons:

/(z , y +  Ay)— f(x,  y) =  A yÔ- ^ '  (3)
ày

où ÿ  est compris entre y et y +  A y.
De même, on peut considérer l ’expression figurant dans le pre

mier crochet de l ’égalité (2 ) comme la différence de deux valeurs 
d’une fonction d’une seule variable indépendante x  (la seconde 
variable étant constante et égale à y +  Ay). Appliquons à cette 
différence le théorème de Lagrange; nous avons:

/  (x  +  As, y -f- A y) — f ( x9 y -1- A y) =  Ax ’ ^ ^  , (4)
dx

où x  est compris entre x  et x  +  Ax.
En substituant les expressions (3) et (4) dans l ’égalité (2), on a :

A z = A x df{* ' y +  A y ) + A y df{x' y) 
dx dy (5)

Les dérivées partielles étant continues par hypothèse, on a
lim d/(z, y +  Ay) _  df (x,y)  ̂ "

a*-* o dx dx
A y -* 0  _

iim d/foy) _  y)
Ax-*o ây dy
A |f-* 0  J

(6)
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(x et y étant respectivement compris entre x et x +  Ax, y et y +  Ay, 
ils tendent respectivement vers x  et y pour Ax -► 0 et Ay -► 0). 
On peut donc mettre l'égalité (6 ) sous la forme

àf{x, y +  Ay) 
dx
àf(x, y) 

à y

df(x. y) 
dx

\
Vu

àf(x,y)
dy

f  Y*
(6')

où Yi et y2 tendent vers zéro quand Ax et A y tendent vers zéro (c’est-à- 
dire lorsque Ap =  Y  Ax2 -(- Ay2 —*■ 0).

En vertu de l ’égalité (6 ') la relation (5) devient

Az==Ë ^ Ax. àf(x, y) Ay +  ViAx - f  yzAy. (5')dx dy

L’expression ViAx -f- y2Ay est un infiniment petit d’ordre supérieur 
par rapport à Ap =  ]/"Ax? -f- Ay*. En effet, le rapport -*• 0,

quand Ap 0, puisque Yi est un infiniment petit et que — est

borné ^  1 j • On vérifie, de même, que — — -► 0.
La somme des deux premiers termes est une expression linéaire 

en Ax et A y. Elle représente, quand f x (x, y) ^  0 et f'v (x, y) 0, 
la partie p r i n c i p a l e  de l’accroissement et différé de Az par 
un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à Ap =  Y A* 2 +  Ay*.

D é f i n i t i o n .  On dit que la fonction z =  /  (x, y) est diffé
rentiable au point (x, y) si l ’accroissement total Ai en ce point 
peut être mis sous la forme d'une somme composée de deux termes, 
le premier étant une expression linéaire en Ax et A y et le second 
un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à Ap. La partie 
linéaire de l ’accroissement est alors appelée différentielle totale et 
notée dz ou d/.

Il vient de l ’égalité (5') que si les dérivées partielles de la fonc
tion /  (x, y) sont continues en un point donné, cette fonction est 
différentiable en ce point; la différentielle totale est alors

dz =  fx (x, y) Ax +  fv (x, y) Ay.

On peut mettre l ’égalité (5') sous la forme 
Az = dz +  ytAx +  y2 Ay
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et écrire Tégalité a p p r o c h é e  suivante:
Az æ  dz.

l’erreur commise étant un infiniment petit d’ordre supérieur par 
rapport à Ap.

On appelle différentielles des variables indépendantes x et y et 
l ’on désigne respectivement par dx et dy les accroissements Ax et 
A y des variables x  et y .

On peut alors écrire la différentielle totale de la façon suivante

dz = J!Ldx + -ÿ-dy.
dx dy

Par conséquent, si la fonction z =  /  (x, y) a des dérivées partiel
les continues, elle est différentiable au point (x, y) et sa différentielle 
totale est égale à la somme des produits des dérivées partielles par 
les différentielles des variables indépendantes correspondantes.

E x e m p l e  1. Calculer la différentielle to
tale et l 'accroissement total de la fonction z — xy 
au point (2; 3), si A x = 0 ,l et Ay =  0,2.

S o l u t i o n .
Az=(x-f Ax) (y +  A y)—zy  =  y Ax -J-x A y -f Ax A y,

d z=  —  da: 4- —  dy =  y d x 4 x d y  =  y A x-fx ày. ox oy
Par conséquent,

Az =  3-0,1 +  2-0 ,2+  0,1 -0,2=0,72 ;
dz =  3 -0 ,1 + 2 -0 ,2 = 0 ,7 .

La figure 174 illustre cet exemple.

\*V
sxûy

ûxAy

% .l y t x

\
Ax

Fig. 174

Les définitions et les raisonnements précédents peuvent être 
étendus au cas d’une fonction d’un nombre quelconque de variables 
indépendantes.

Soit w =  /  (x, y, z, u, . . ., t) une fonction d’un nombre quel
conque de variables, dont toutes les dérivées partielles sont con
tinues au point (x, y, z, u, . . ., t).

L’expression

dw =  dx dy -f- —-  dz -{-••• +  àt
dx dy dz dt

constitue alors la partie principale de P accroissement total de la 
fonction ; on la nomme différentielle totale. On démontre facilement, 
de la même manière que dans le cas d’une fonction de deux vaiia- 
bles, que la différence A w — dw est un infiniment petit d’ordre supé
rieur par rapport à Y  (As2) +  (A y)2 +  . . . +- (Af)*.
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E x e m p l e  2. Trouver la différentielle totale de la fonction =  
_ e**+y*g|n* r de trois variables x, y , z.

S o l u t i o n .  Les dérivées partielles

ex

i ü = , e**+»*2ysin*£,dg

-^■=«**+l,*2sin z cos z =  e**"*"*'* sin 2s dz
sont continues pour toutes les valeurs de x, y, z, par conséquent,

du =  dx +- dp +  dz =  e*T2+ y# (2x sin2 z dx f 2y sin2 z dp -f sin 2z dz).

§ 8 . Emploi de la différentielle totale pour les calculs 
approchés

Soit z — f  (x, y) une fonction différentiable au point (x, y). 
Calculons l’accroissement total de cette fonction

d t %ou
Az =  /  (x +  Ax, y +  ày) — /  (x, y), 

1 (x +  Ax, y +  Ay) =  /  (x, y) +  Az. (1)
Nous avions la formule approchée :

où
Az »  dz, (2)

dz =  Ax -f- — A y. (3)
dx dy

En remplaçant dans la formule (1) Az par l ’expression explicite 
de dz, on trouve la formule approchée :

/  (x -f- Ax, y 4 - A y) »  /  (x, y) +  ^  ^  Ax +  ^  ^  A y, (4)
dx dy

l ’erreur commise étant un infiniment petit d’ordre supérieur par 
rapport à Ax et Ay.

Montrons comment utiliser les formules (2) et (4) pour les calculs 
approchés.

P r o b l è m e .  Calculer le volume de la matière utilisée pour la fabrication 
d’un cylindre dont les dimensions sont (fig. 175):

R — rayon du cylindre intérieur,
/ /  — hauteur du cylindre intérieur, 
k — épaisseur des parois et du fond.
S o l u t i o n .  Nous donnerons deux solutions de ce problème, l’une exacte 

et l'autre approchée.
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a) S o 1 u l i o n e x a c t c. Le volume cherché v est égal à la différence des 
volumes des cylindres extérieur et intérieur. Le rayon du cylindre extérieur 
étant /? +  k et la hauteur H +  k, on a :

ou
v =  ji (R +  k)* (// +  k) -  ziR2ll  

v =  n (2RHk +  R2k +  //** 4- 2/?À* +  *3). (5)

b) S o l u t i o n  a p p r o c h é e .  Désignons par /  le volume du cylindre 
intérieur, alors /  =  nR2Ha /  est une fonction des deux variables R et H . Si Ton 
ajoute k à R et à / / ,  la fonction /  reçoit un accroissement 
correspondant A/; cet accroissement sera précisément le 
volume cherché, c’est-à-dire

En vertu de 
approchée

v =-= A/.
la relation (1), nous avons l’égalité

v æ d f
ou

Mais comme

AL
OR

nous avons

âf

=  2jt7?//f T J ? -”"*' A/? =  A// =  fc,

v æ n  (2RHk +  R*k). (6)

En comparant les résultats (5) et (6), nous voyons qu’ils diffèrent par la 
quantité j i  (Hk2 +  2/?Ac* +  Ar3) composée uniquement de termes contenant k 
au carré et au cube.

Appliquons ces formules pour des données concrètes. Soit R =  4 cm, H =  
— 20 cm. k =  0,1 cm.

Appliquant (5) nous avons la valeur exacte du volume cherché :

v =  a (2.4-20-0,1 +  4*-0,1 +  20-0,1* +  2-4-0,1* +  0,13) =  17,881n. 
Appliquant (6), nous avons la valeur approchée

v * > n  (2-4-20-0,1 +  4*-0,l) =  17,6n.

L'erreur commise, en appliquant la formule approchée (6), est inférieure a 0,3a, 
soit 1 0 0 - % »  c’est-à-dire moins de 2 % de la quantité mesurée.l/,OOlJl

§ 9. Emploi de la différentielle pour évaluer l'erreur 
commise pendant les calculs numériques

Soit
u = f  (x, y, z, . . /)

une fonction des variables x, y, z, . . ., t . Supposons que l ’évalua
tion des valeurs numériques des quantités x, yy z, . . soit faite 
avec une certaine erreur (respectivement à Ax, A yf Az, . . A t 
près). La valeur de u sera également déterminée avec une certaine
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erreur
Au = f  (x +  Ax, y +  Ay, z +  Az, . . . , /  +  AO —

— /  (x, Jf, 2 , . . Oi

due a l’erreur d'évaluation des variables indépendantes. Proposons- 
nous d'évaluer l ’erreur Au, si l ’on suppose connues les erreurs Ax, 
A y, . . ., A t.

Les valeurs absolues des Ax, Ay, . . ., Af étant supposées suffi
samment petites, on peut remplacer l’accroissement total de la 
fonction par la différentielle totale; on obtient alors l ’égalité 
approchée •

Au «  -ÈL. A x +  —— Ay -f- . . .  -|- AL 
dx dy dt

Les dérivées partielles et les erreurs relatives aux variables indé
pendantes sont soit positives, soit négatives. Remplaçons-les par 
leurs valeurs absolues; on trouve alors l’inégalité

| Au| ^ ÈL
dx

| Ax| -f- ÊL
ày

I Ay ! +  ••• +
d]_
dt

I Af |. (1)

Si l ’on désigne par | A*x |, | A*y |, . . | A*u | les erreurs absolues
maximales des variables correspondantes (les bornes des valeurs 
absolues des erreurs), on peut évidemment admettre que :

| A*u | = ÈL
dx

I A*x | + ÈL
dy

IA *y ! +  ••• +

E x e m p l e s .
1) Soit u =  x +  S +  *. alors

| A* u | =  | A*x | +  | A*y | +  | A** |.
2) Soit u =  x — y, alors

| A*u | =  | A*x | +  | A*ÿ |.

ÊL
dt

|A*/|.

3) Soit u — x y ,  alors
| A*u | =  | * | | A*y | +  | y | |A*x |.

(2)

4) Soit u
x

T alors

| A*u | — y I A*x | -f -1 1 ! A*y | = » | |  A»x| +  | x | | A * y |
y8

5) On mesure l'hypoténuse c et le côté a d'un triangle rectangle ABC avec 
les erreurs absolues maximales | A+c | — 0,2, | A* a | =  0,1. On trouve respec
tivement c =  75 et a =  32. Déterminer l'angle A par la formule sin A =  —c
et l'erreur absolue maximale |AA | commise en calculant cet angle.
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S o l u t i o n .  s i n / l = - y ,  A  — arcsin — , par conséquent,

âA 1 d A ________ a____
âa ~  "j/c2 _ a2 ’ de ~

Nous trouvons d’après la formule (2) :

1 „ , . 32

‘[/c2—û

I AA I =
V(75)*-(32)*

.0,1
751/(75)*-(32)*

• 0,2 — 0,00273 rd =9'24*.

Donc,
99

A =  arc sin ^  -± 9'24\

6) On a déterminé le côté 6 — 121,56 m et l'anglo A =  25°2T4ü" d'un 
triangle rectangle ABC. Les erreurs absolues maximales, commises au cours de 
Dévaluation de ces grandeurs, sont respectivement | A*6 | — 0,05 m et | AM |^= 
= 1 2".

Déterminer l'erreur absolue maximale commise en calculant le côté a par 
la formule a =  b -ig A .

S o l u t i o n .  Nous trouvons en vertu de la formule (2) :

En substituant les valeurs correspondantes (et exprimant | A*A | en radians), 
nous avons :

| A*û | =  tg 25°21>4tr .0 ,0 5 + cos81g og 40.  — =0.0237 +  0,0087 =  0,0324 m.

On appelle erreur rela tive  de la grandeur x  le rapport de Terreur 
A x  à la valeur approchée x  de cette grandeur. On la désigne par bx%

r A* ô x =  — .
X

On appelle erreur rela tive  m axim ale  de la grandeur x  et Ton noie 
| 6*z  | le rapport de l ’erreur absolue maximale à la valeur absolue 
de x,

|ô * x |=  J / — (3)

Pour évaluer l ’erreur relative maximale de la fonction u, divisons 
tous les termes de l'égalité (2 ) par | u | — | /  (x, y , z, . . ., f)

|A»u|
fu|

df df
dx |A**| + ày
i f

I A *y ! +  ••• +

àf
d t |A*/|, (4)
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mais
df_
dx d

j r
dy dL o g |/ |;  - ^ -  =  f - L o g |/ |;
/  dy

df_
dt d

1 dx /  dy ................... /  dt
C'est pourquoi on peut mettre l'égalité (3) sous la forme:

Logl/I-

| S*u | = âLogl/l I A*z| + a 7 Logl/l I &*y | -f- • • •

• • • 4" | A*/1__ (5)

ou sous une forme compacte:
| ô*u | =  | A* Log | /  II. (6 )

Il résulte de la formule (3), ainsi que de la formule (5), que l’er
reur relative maximale d'une fonction est égale à l ’erreur absolue 
maximale du logarithme de cette fonction.

Nous déduisons de la formule (6 ) les règles que l ’on doit appli
quer pendant les calculs approchés.

1 . Soit u =  xy.
En utilisant les résultats de l ’exemple 3, on a

I «*.. i l ÿ l | A ' * |  , | x | | A * | f l  _  | t f * [  ,
16 '■  \ x y \  +  l*»l ~  1*1 +  lirl “

=  |ô * * |  +  |6 * p l ,
c’est-à-KÎire l’erreur relative maximale du produit est égale à la 
somme des erreurs relatives maximales de chacun des facteurs.

2. Soit u =  — ; en utilisant les résultats de l’exemple 4, nous
y

avons :
| 6 *u | =  | 6 *x | +  | 6*y |.

R e m a r q u e .  Il résulte de l’exemple 2 que si u =  x — y , 
alors

I t f . l - I . l g n .
I * - » I

Si les valeurs de x et y sont proches, il peut arriver que | 6*u | soit 
très grand par rapport à la grandeur cherchée x  — y. Il faut tenir 
compte de cette circonstance pendant les calculs.
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E x e m p l e  7. La période des oscillations d’un pendule est égale à

T= znV i '
où l désigne la longueur du pendule et g l'accélération de la pesanteur.

Quelle erreur relative commettons-nous en déterminant T par cette formule 
en prenant n «  3,14 (à 0,005 près), I =  1 m (à 0,01 m près), g =  9,8 m/s2 (à 
0,02 m/s2 près).

S o l u t i o n .  L’erreur relative maximale est égale, en vertu de la formule
(6), à

\frT \= * \à*  Log H-
Mais

Log2* =  Log2 +  Logn +  A- L ogi— g-Logg.

Calculons | A* Log T |. En tenant compte de ce que n æ  3,14, A*rc =  
=  0,005, l — lm, A =  0,01 m, g =  9,8 m/s2, A*g =  0,02 m /s? , nous avons

A* Log T = A*n , A*I , A*g 0,005 . 0,01 , 0,02
21 2g 3,14 + 2-9,8 =  0,0076.

L’erreur relative maximale est donc égale à
=  0,0076 =  0,76 %.

§ 10. Dérivée d’une fonction composée. Dérivée totale. 
Différentielle totale d’une fonction composée

Supposons que dans l ’équation
z =  F (u, v) (1)

u et v soient des fonctions des variables indépendantes x  et y :
u = <p(x, y); v =  i|> (x, y). (2 )

Dans ce cas, z est une fonction composée des variables x et y.
On peut évidemment exprimer z directement en fonction de x 

et y:
z =  F [<p (x, y), (x, y)]. (3)

alors

E x e m p l e  1. Soit
s =  u*v8 + u + l ;  u — x* y2 ; v =  +  1 ;

* =  (** +  y*)» («*+» +  1)3 +  (*» +  ,») +  1.

Supposons que toutes les dérivées partielles des fonctions F (u, v),
dzq> (xi y)i (x * y) soient continues et proposons-nous de calculer ^  

dzet ^  à partir des équations (1 ) et (2) sans utiliser l ’égalité (3).
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Donnons à la variable x  un accroissement Ax, en gardant y cons
tant. Alors u et u reçoivent respectivement, en vertu de l ’équa
tion (2), un accroissement Axu et Axu.

Mais alors, si les variables u et v reçoivent respectivement 
l ’accroissement Axu et A*t\ la fonction z = F (u, u) recevra à son 
tour un accroissement As, défini par la formule (5'), § 7, ch. VIII :

dF dFA* =  —— Aj,u -f  —— Axv -f- +  y2&xv.
du au

Divisons tous .es termes du cette égalité par Ax:
As dF Ajju dF Axu , A*u

------ — +  T i - ^ Vz*
A xu

Ax du Ax du Ax " ’* Ax ' Ax
Si Ax 0, alors Axu -*» 0 et Axu -*■ 0 (en vertu de la continuité 
des fonctions u et u). Mais alors y t et y2 tendent également vers zéro. 
En passant à la limite, pour Ax -*■ 0, on a :

Asl im -----
Ax-*0  Ax

dz
dx

lim Ajll du lin. du
Ax-»o Ax dx Ax-̂ o Ax dx

lim Yj =  0 ;
Ax-+0

lim Y2 = 0
Ax-*0

et, par conséquent,
dz

Ihc
dF du . dF du
du dx du dx (4)

Si nous avions donné un accroissement A y & la variable y et 
garde x  constant, nous aurions eu en raisonnant de la même manière:

dz   dF du dF dv
dy du dy dv dy (4')

E x e m p l e  2.
: Log (u2 +  V) ; 

dz 2 u
u = e*+«'*; »=*» +  *; 

dz 1
du u2 -f v dv ü2 

dv
£ — I r * * * - :  -& =2x; t  =  1-dx

En utilisant les formules (4) et (4') on trouve:
dz 2 u
dx
dz
à f =

u2 | v 
2 u

+ 2 x=

2yex^ v* -b
u2 * b v 

1

u2-\-v 
1

u * - |  V  *  ~  U 2 - { - V  u 2  +  v

Dans la dernière expression on doit remplacer u et v respectivement par 
ex+ v* et
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Les formules (4) et (4') peuvent être naturellement étendues 
dans le cas d’un plus grand nombre de variables.

Par exemple, si w =  F (z, u, v, s) est une fonction de quatre 
variables z, u, v, s et si chacune de ces variables dépend à son tour de 
x  et y, les formules (4) et (4') deviennent

dw
dx
dw

dw dz dw du dw dv dw ds
dz dx du dx dv dx ds dx
dw dz . dw du . dw dv . dw ds

dy dz dy du dy dv dy ds dy

(5)

Si la fonction z = F (x, y, u, v) est telle que les variables y, u, 
v dépendent à leur tour de la seule variable x :

y =  f(x );  u  =  <p (a:) ; v =  (x ) ,

elle est en somme fonction d’une seuU variable x  ; on peut alors se 
proposer de calculer la dérivée $

CUC
Cette dérivée peut être calculée d'après la première des for

mules (5):
dz dz dx d zd y  dz du dz dv
dx dx dx dy dx du dx dv dx

mais comme y; u, v ne dépendent que dvune seule variable x , les 
dérivées partielles correspondantes sont en fait des dérivées ordi
naires ; en outre, ^  =  1 ; par conséquent, ox

dz dz
+

dz dy dz du
dx dx ' dy dx ' du dx 

dz t

dz dv 
dv dx

C’est la formule de la dérivée totale ^  ^par opposition à la dérivée 

partielle

E x e m p l e  3.
z = x2-\-~ÿy9 y=sinxf

1 dyJ!L-2x - —  = ____  —
&T ’ dy 2 Y ÿ  9

— cosx.

D’après la formule (6) on a
dz _  dẑ  . dz dy 1
dx ~~ dx dy dx ~  ^ 2  VS/

cosx =  2 x f
2 V s i

■ cosx.
1QX
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Trouvons ensuite la différentielle totale de la fonction composée 
définie par les égalités (1 ) et (2 ).

ôz dzPortons les expressions — et ^  définies par les égalités (4) et (4') 
dans la formule de la différentielle totale

dz =  dx -f- 
dx

dz
dy

dy.

Nous obtenons

(6)

& -  (  Ê L ^ + È LÈ s\dx+ ( É L * + ëL*jl\  dy.
\  du dx dv àx/ \  du dy du dy)

Effectuons les transformations suivantes dans le second membre :

Or
du du
Wx * ‘ +  ê j d» =
d v ,  ,à v  Fxdz +  Fydy =  dv.

(7)

(8)

On peut, compte tenu des égalités (8 ), écrire l'égalité (7) sous 
la forme:

ou

-, à* j  , d z = ---- du -1
du

dF ^------ au
du (9)

dz =  du 4  
du

dz .------du.
du (9')

La comparaison de (G) et (9') nous permet d'affirmer que l'expres
sion de la différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables 
(différentielle du premier ordre) possède la même forme, autrement 
dit la forme de la différentielle est invariante et ne dépend pas 
de ce que u et u sont des variables indépendantes ou des fonctions 
de variables indépendantes.

E x e m p l e  4. Trouver la différentielle totale de la fonction composée 
z =  u2!/*3, u =  x2 sin y, v =  x*eV.

S o l u t i o n .  Nous avons en vertu de la formule (9') :
dz =  2u\P du 4- 3u V  dv =  2uv3 (2x sin y dx +  ** cos y dy) +

+ 3 u V  (3x2eV dx +  x3eV dy).
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Cetto dernière expression peut s’écrire:
dz =  (2uv3>2x sin y +  3u2i? dx -f* (2iuAc* cos y +

+  3u*i?z*eV) dy =  ^  dx - f  dy*

§ 11. Dérivation deâ fonctions implicites

Nous allons aborder ce problème par l'étude d’une fonction 
implicite d’une seule variable *). Soit y la fonction de x définie 
par l ’équation

F (x, y) =  0.

Démontrons le théorème suivant.
T h é o r è m e .  Soit y une fonction continue de x, définie par 

Véguation implicite
F (x, y) =  0 , (1)

où F (x, p), K  (x, y), Fy (x, y) sont des fonctions continues dans un 
certain domaine D contenant le point (x, y), dont les coordonnées véri
fient Véquation (1) ; en outre supposons qu'en ce point F\, (x, y) =̂= 0. La 
dérivée de la fonction y de x est alors égale à

F*(x,y)
r v (x ,yy

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons qu’à une certaine valeur de 
x corresponde une certaine valeur de la fonction implicite y. Donc,

F (x, y) =  0J

Donnons à la variable indépendante x un accroissement Ax. La 
fonction y reçoit alors un accroissement A y, en d’autres termes, 
à la valeur x +  Ax de la variable indépendante correspond la valeur 
y +  Ay de la fonction. En vertu de l’équation F (x, y) =  0, nous
flvnnc: •

F (x +  Ax, y +  Ay) =  0.
Par conséquent,

F (x +  Ax, y +  Ay) — F (x, y) =  0.
Le premier membre de cette égalité représente l’accroissement total 
de la fonction de deux variables. En vertu de la formule (5'), § 7,

*) Au § 11 du ch. III nous avons résolu le problème de la dérivation des 
fonctions implicites. Toutefois, nous n’avions considéré que certains exemples et 
n’avions pas obtenu de formule générale, ni déterminé les conditions d’existence 
de cette dérivée.
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on peut le mettre sous la forme : 

F (x +  Ax, y +  Ay) p . . dF . , ÔFF (x,y) =  —  Ax +  —  
ox dy

A y +  YiA* +  Ï 2 Ay,

où Yi ©t Y2 tendent vers zéro quand Ax et A y tendent vers zéro. 
Le premier membre de cette dernière égalité étant égal à zéro, on 
peut écrire

~  Ax +  —  A y +  YiAa: +  y2&y =  0. 
ox dy

Divisons cette égalité par Ax et calculons

dF

Ax
dx Yi

dF
dy

f  Y2

Faisons tendre Ax vers zéro. Nous avons alors à la limite, vu que
dFYi et y2 tendent également vers zéro et que g—

y x=

dF
dx
dF

(2')

dy
Ainsi, nous avons démontré l'existence de la dérivée y’x d'une fonc
tion implicite et obtenu une formule adéquate pour le calcul de 
cette dérivée.

E x e m p l e  1. L'équation
I* +  y» — 1 =  0

définit implicitement y en fonction de x. Dans ce cas

F (X, y ) ^  l - p s - l ,  ^ = 2 x ,  ™ = 2 y .

Par conséquent, en vertu de la formule (1),
d y ____2x^_____ x
dx ~~ 2y ~~ y

Notons que cette équation définit deux fonctions implicites différentes (puis- 
qu'à chaque valeur de x prise dans l'intervalle (—1, 1) correspondent deux 
valeurs de y), mais que la valeur trouvée de la dérivée yx est valable pour toutes 
les deux.

E x e m p l e  2. Soit l'équation
êv — ex 4. xy =  o.
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Ici F (*, y) =  eV — e* +  xy ;
dF
dz

dF =  e*+*.
Par conséquent, on obtient en vertu de la formule (1) :

dy — *x+ y  y

Considérons maintenant une équation de la forme
fo  y, z) =  0 . (3 )

Si à chaque couple des valeurs x et p, prises dans un certain 
domaine, correspondent une ou plusieurs valeurs de z satisfaisant 
& lvéquation (3), cette équation définit implicitement une ou plu
sieurs fonctions univoques z de x  et y.

Par exemple, l ’équation
x? +  y* +  s? — R 2 = 0

définit implicitement deux fonctions continues z de x  et y que l’on 
peut exprimer explicitement en résolvant l ’équation par rapport 
à z ; nous obtenons alors

z =  ~VR2 — 3? — y2, et z =  — V iî2 — 3? — p*.
dz dzCalculons les dérivées partielles —  et — de la fonction implicite

z de x  et y définie par l’équation (3). 
dzPour calculer ^ , nous supposons y constant. C’est pourquoi

nous pouvons utiliser la formule (2 '), en considérant z comme une 
fonction de la variable indépendante x. Donc,

dF
dx

~dF

On trouverait de même
d^

dF
dy_
dF
dz

, dFen supposant —  =̂= 0 . dz
On définit et on calcule, de la même manière, les fonctions impli

cites d’un nombre quelconque de variables et leurs dérivées partielles.
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E x e m p l e  3.
**+■»* + **—

d z ______ 2x ___ x_  d z _ __ y
dx 2z x 9 dy *** z

On aurait obtenu le même résultat en dérivant la fonction explicite que 
l'on aurait trouvée en résolvant cette équation par rapport à z.

E x e m p l e  4.
«z+* 2i/ +  *+5-«0.

Ici F (x , y, z) =  «*+x2ï/-f-z-h5t

0 0

dz 2xy a dz
“dx*** ez-}~i ’ 00

X»
e* + l *

R e m a r q u e .  Tous les raisonnements de ce paragraphe ont 
été conduits dans l’hypothèse, que l ’équation F (x, y) =  0 déter
mine une certaine fonction d’une variable y =  q> (:r); l ’équation 
F (x, y y z) =  0 détermine une certaine fonction de deux variables 
z =  /  (Xy y). Indiquons sans démonstration la condition à laquelle 
doit satisfaire la fonction F  (x, y), pour que l ’équation F (x, y) =  0 
détermine une fonction univoque y =  cp (x).

T h é o r è m e .  Soit F (x, y) une fonction continue dans le voi
sinage du point (x0, yo) possédant dans ce voisinage des dérivées par
tielles continuesy telles que F'y (x, y) 0 et soit F (x0, yo) =  0. I l  
existe alors un voisinage contenant le point (x<>, yo) dans lequel Véqua
tion F (x, y) =  0 détermine une fonction univoque y =  cp (x).

On a un théorème analogue pour les conditions d’existence de la 
fonction implicite définie par l ’équation F (x, y, z) =  0.

R e m a r q u e .  Lors de la déduction des règles de différentia- 
tion des fonctions implicites nous avons utilisé les conditions qui 
déterminent l’existence des fonctions implicites.

§12. Dérivées partielles de différents ordres
Soit

z = / (*, y )

une fonction de deux variables indépendantes.
. dz dzLes dérivées partielles =  fx (x, y) et = fv (x, y) de cetteox oy

fonction sont, en général, des fonctions de x et de y. C’est pourquoi
nous pouvons calculer leurs dérivées partielles. Par conséquent, les
dérivées partielles du second ordre d’une fonction de deux variables
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sont au nombre de quatre, puisque chaque fonction ^  et ^  peut
être dérivée par rapport à a; et par rapport à y .

On désigne par les notations suivantes les dérivées partielles 
du second ordre: 

d2z
Ih? == ^xx (x, y); on dérive successivement la fonction /  deux

fois par rapport à x;
gzz ,

Q- Qÿ = fxy (*» y) ; on dérive d abord /  par rapport à x, puis le
résultat par rapport à y ; 

ô2z (x, y) ; on dérive d abord /  par rapport à y, puis 
le résultat par rapport à x;

g»zOÿi ~  fin (x, y); on dérive successivement la fonction /  deux
fois par rapport à y.

On peut ensuite dériver, de nouveau, les dérivées partielles du 
second ordre par rapport à x  ou à y. On obtient alors les dérivées 
partielles du troisième ordre, qui sont au nombre de huit :

&z
.3 »dx

<?z

d?z
düfdy'

d \

£pz
dx dy dx 

d*z

ô*z 
dxdy21

d*z
dydo?' dyôxdy  ’ dtf dx * dy3

Dfune manière générale, on appelle dérivée partielle du nième 
ordre (ou d ordre n) la dérivée première de la dérivée du (n — 1 ),ème

ânzordre. Par exemple, g^gyn-ï une dérivée du niime ordre; nous
avons, dans ce cas, dérivé z d’abord p fois par rapport à x et ensui
te n — p fois par rapport à y.

On définit, de la même manière, les dérivées partielles d’ordre 
supérieur pour des fonctions d9un nombre quelconque de variables.

E x e m p l e  1. 
fonction

Calculer les dérivées partielles du second ordre de la

/(*. v)=*2y+v*«
S o l u t i o n .  Nous trouvons successivement :

1 — * + V :

g - * » :
* /  « 2 «») . . .  ___

d x d y  Ôy 9 dy dx
d*f d(*2 + 3|/a)

dx
= 2 x ; d*/ *

dy»~6v‘
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E x e m p l e  2. C a l c u l e r e t  si

* =  y*e* +  * aV* +  l .
S o l  u t i o n .  Nous trouvons successivement :

£  =  V *e*+2xy»;  g  =  ̂ + 2 ^ ;  — = 2 ^  +  6ya;

|  =  2^  t-3 x V  ; — - 2 ^ + 6xi,* ; — = 2 ^ + 6 p * .

E x e m p l e  3. Calculer -a - si u =  z2«*+,/2. 
r  dx2 dy dz

S o l u t i o n .

S = ^
Une question se pose. Le résultat de la dérivation d'une fonction 

de plusieurs variables dépend-il de l'ordre dans lequel on effectue 
les dérivations successives par rapport aux différentes variables 
indépendantes, en d'autres termes, les dérivées

f ± -  „t * L
dxdy dydx

ou
aVfo y. 0 y. t )  _t.

dxdydt dtdxdy
seront-elles identiques ?

La réponse à cette question nous est donnée par le théorème 
suivant.

T h é o r è m e .  Si la fonction z =  f  (a:, y) et ses dérivées partielles 
/ii fv* f*y et fyx sont définies et continues au point M  (x, y) et dans 
un voisinage de ce point, alors en ce point

a2/ a2/
(fxy — /!*)•

dxdy dydx 
D é m o n s t r a t i o n .  Considérons l’expression :

A =  \f (x +  Ax, y -f  Ay) — /  (x -f- Ax, p)J —
— 1/ ( x ,  y  +  Ay) — /  (x, y )  1.

Introduisons la fonction auxiliaire <p (x), définie par l ’égalité 
<p (*) =  /  (x, y  +  Ay) — /  (x, y).

On peut alors mettre A sous la forme
A =  ç  (x -f Ax) — q> (x).
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f x étant, par hypothèse, définie dans le voisinage du point (x, y), 
la fonction <p (x) dérivable sur le segment fx, x +  Axl ; mais alors, 
en appliquant le théorème de Lagrange, on a:

A =  Ax<p' (x),

où x est compris entre x e tx  +  Ax.
Mais

<p' (*) =  fx (x, y +  Ay) — / ;  (x, y).
D’autre part, fx y  est définie dans le voisinage du point (x, y), par 
conséquent, / i  est dérivable sur le segment ly, y +  Ay] et en appli
quant le théorème de Lagrange à cette différence (relativement 
à la variable y), on a :

fx (X, y +  Ay) — f'x (x, y) =  Ayf"xv (x, ÿ),
où y est compris entre y et y +  A y.

Nous obtenons donc l ’expression suivante pour A
A =  Ax Ayfly (x, y). (1)

En changeant l ’ordre des termes, on aura
A =  \f (x +  Ax, y +  Ay) — /  (x, y +  Ay)l —

— (/ (x + Ax, y) — /  (x, y)|.
Introduisons la fonction auxiliaire

♦  (y) =  /  (x +  Ax, y) — /  (x, y),
alors

A =  i|> (y +  Ay) — 1|> (y).
En appliquant de nouveau le théorème de Lagrange, on a :

A =  Ay-i|j' (ÿ),
où y est compris eutre y et y +  Ap.

Mais
(y) =  f'u(x+ Ax, y )— f„(x, y).

Appliquant encore une fois le théorème de Lagrange, on obtient :
fu (x + A x ,ÿ )  — f„ (x, ÿ) =  Axfyx (x, y),

où x est compris entre x et x +  Ax.
A peut donc être mis sous la forme

A =  Ay ùixfyx (x, y). (2)
Les premiers membres des égalités (1) et (2) sont égaux à A, par 

conséquent, les seconds membres sont égaux entre eux; en d9autres
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termes,

d f  ^ou
Ax A yfîty (ii y) — A y A xfyx(x, y), 

fxy(x,V) =  fvx(x,V)-
En passant à la limite dans celte égalité, quand Ax —► 0 e 

Ay -► 0 , on a :
lim fxyÇx, ÿ) =  lim f y i (x, ÿ).

Ax-M) A x -*0
Ay-M> Ay-^O

Les dérivées f*H et fvx étant continues au point (x, y), on a : 
lim f xy (x, ÿ) =  fxy (x, y) et lim fyx (x, y) =  fyx (x, y).

A x-*0  Aac-*0
Ay—*0 A y -*0

Nous avons en définitive:
fxy(x,y) =  fyx(x,y), 

ce qu’il fallait démontrer.
5"/Il résulte de ce théorème que si les dérivées partielles — :—-—-

4  dxhdy”-k
et dnf

dyn~hdxk
sont continues, alors on a

dnf  dnf
dx* dyn~k dyn~k da*'

Un théorème analogue est vrai pour les fonctions d'un nombre 
quelconque de variables.

E x e m p l e  4. Calculer et sidx dy dz dy dz dx 
u=exysinz.

So 1 u t i o n .
Ô®li-^=rye*i/8inz ; ^-^=e*Fsinz-j-a:ye*F8inz =  exF(l-|-xy)sinz ;

â ^ W =eXV^  + xy)coeti ^ =xeXVBint’ S = “ XWco8*:
ô̂ u

dy dz d x = e *V 003 *0**^ 003 2 =  e**' (1 -f- xy) cos z.

Par conséquent,
asM d*u

dxdy dz dy dz dx 

(voir les exemples 1 et 2 de ce paragraphe).
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§ 13. Surfaces de n iveau

Soit dans l ’espace (x, y, z) un domaine D dans lequel est donnée 
la fonction

u =  u (x, y , z). (1 )
On dit dans ce cas que dans le domaine D est défini un champ 

scalaire. Si, par exemple, u (x, y, z) désigne la température au point

M (x, y , 2), on dit qu’est défini un champ scalaire de température ; 
si le domaine D est rempli de liquide ou de gaz et si u (x, y , z) dé
signe la pression, on est en présence d’un champ scalaire de pres
sion, etc.

Considérons le point du domaine D ou la fonction u (x, y, z) 
possède une valeur constante c:

w (r, y t 2) =  c. (2 )
L’ensemble de ces points constitue une certaine surface. Si l’on 

prend une autre valeur de c, on obtient une autre surface. Ces sur
faces sont appelées surfaces de niveau.

E x e m p l e  1. Soit donné le champ scalaire
x2 »j2 «2

“ (*• *  *) =  T + - F + - Ï 6 ‘
Les surfaces de niveau seront ici

4 ^  9 ^  16 =  c.

c ’est-à-dire des ellipsoïdes de demi-axes 2 "]/*• 3 ~\fc% 4 l / c
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Si la fonction u dépend de deux variables i  cl y:
U = u (x , y),

les « surfaces » de niveau seront des lignes dans le plan Oxy:
« (*. y) =  c, ( 2 0

que Ton appelle lignes de niveau.
Si nous portons les valeurs de u sur Taxe Oz:

z = u ( z y y),
les lignes de niveau dans le plan Oxy seront les projections des 
lignes fermées par l'intersection de la surface z =  u (x, y) avec les 
plans z — c (fig. 176). Connaissant les lignes de niveau on peut 
aisément étudier la nature de la surface z = u (x, y).

E x e m p l e  2. Déterminer les Unies de niveau de la fonction z =  1 — 
— z* — y*. Les lignes de niveau seront les lignes d'équations 1 — xz — y* — c. 
Ce sont des cercles (fig. 177) de rayon l / l  — c. En particulier, quand c =  0, 
nous obtenons le cercle ar* +  V* =  1-

§ 14. Dérivée suivant une direction donnée
Considérons dans le domaine D une fonction u (z, y , z) et un 

point M  (x, y , z). Menons du point M  le vecteur 8  dont les cosi
nus directeurs sont cos a , cos p, 
cos y (fig- 178). Considérons sur 
le vecteur 8  à une distance As 
de son origine le point M t (z  f- 
+  Ax, y +  A y, z +  A z). Ainsi,

A s= V ax*  +  A y2 +  Az2.
Nous supposerons que la fonc
tion u (x, y, z) est continue et 
possède des dérivées continues 
par rapport aux variables indé
pendantes dans le domaine D .

De même que nous l ’avons 
fait au § 7, représentons l’ac

croissement total de la fonction de la manière suivante:

Au =  ^ A x  +  ^ A y  +  ̂ A z  +  t i Ax-\-ei Ay +  e3Az, ( 1 )

où Ej, e2 et es tendent vers zéro quand As-*- 0. Divisons tous les 
termes de l’égalité (1) par As:
Au du Ax , du Ay , du Az , J Ax , _ Ay , _ Az /ov-----= ----------- 1--------------f—   [- Ei-p -------p £3 —"— • (t)
A s dx As dy As dz As As As As
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Il est évident que:
Aar A y 0 A z-----=  cos a, —— =  cosp, -------- =  cos y.
A s A s A s

Par conséquent, l’égalité (2) peut être mise sous la forme

Am

As
du
Ôx

-cos a f - j^ - c o s M
dy

du
— cos V +
dz

-J- e, cos a  ^2 cos P +  c3 cos y- (3)

La limite du rapport ^  quand As — 0 est appelée dérivée de
la jonction u — u (x, y , z) au point (z, y, z) suivant la direction du 

duvecteur 8 , et notée , autrement dit os

lim Au du
A*-*o As ds

Ainsi, passant à la limite dans l ’égalité (3) nous obtenons:
du du , du a , du---- = -----cos a  -)-------cos p -|------- cos y.
ds ôx dy dz

(4)

(5)

Il découle de la formule (5) que, connaissant les dérivées par
tielles, on peut trouver aisément la dérivée suivant une direction 
quelconque 8 . Les dérivées partielles ne sont qu’un cas particulier 
de la dérivée suivant une direction donnée. Par exemple, si a  =  0,
P =  y ,  Y =  -y  nous obtenons :

du du _ . du n
d ï = B c°s0  +  ô ïo°s 2

du n du
^ F z c o s - = ^--dx'

E x e m p l e .  Soit donnée la fonction
u =  +  y% +  **.

Trouver la dérivée^-au point M  (t, 1, 1):
a) dans la direction du vecteur 5 | =  2i + j  +  3 k ;
b) dans la direction du vecteur Si =  i +  j  -f- k.

S o l u t i o n ,  a) On trouve les cosinus directeurs di vecteur Si 
2  2  ___* 1cos a  =

I / 4 T Ï + 9  y l V CCSp = cce v =  — =r 1/14
Par conséquent.

d u _du 2 du \ du 3 
dy y ï 4 + l T  y ï z ’
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Les dérivées partielles au point M (1, 1, 1) seront
du

du
Ô S f

£ - * •
du _

r 2*

- L - 2-
/  du \  _
( w ) m = 2 .

2 „ 1
=  2— == 

v u
f2 -  f  2-

y u

dz = 2 z ;

Ainsi,
_3____ 12_

y i x ~  i/ w
b) Calculons les cosinus directeurs du vecteur S* :

1 « 1cos a  =  — — , cos B= —■=,• • y § cos y =
V 3 ’

Par conséquent,

| ^ = 2 ~  | 2 ~ i 2 —̂ ==-^= = 2  V^. 
*** 1/3 1/3 1/3 1/3

Notons que 2 V S  >̂ j"7== (ffe; 179).

V 3‘

§ 15. Gradient
En chaque point du domaine D où est 

donnée une certaine fonction u =  u (a:, y, z) 
définissons un vecteur, dont les projec

tions sur les axes de coordonnées sont les valeurs des dérivées par
tielles ^  ^ ^  de cette fonction au point correspondant : dx dy dz

, du . . du . , du /A,gTad u = Fxt  +  ^ j  +  ̂ k .  (1 )

Ce vecteur est appelé le gradient de la fonction u (x , y , z). On 
dit alors que dans le domaine D est défini le champ vectoriel des 
gradients. Démontrons le théorème suivant établissant la liaison 
entre le gradient et la dérivée suivant une direction donnée.

T h é o r è m e .  Soit donné un champ scalaire u =  u (z, y, z) 
et dans ce champ scalaire le champ des gradients

du du du „
F *

La dérivée --- suivant la direction d'un certain vecteur S  est égale 
ds

à la projection du vecteur grad u sur le vecteur S.
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D é m o n s t r a t i o n .  Considérons le vecteur unité 8 °, cor
respondant au vecteur S  :

S° =  i  cos a  +  j  cos p 4 - k  cos y.
Calculons le produit scalaire des vecteurs grad u et 8°:

« cv0 du .d u  0  du ngrad u -S u=  — cosa - f  r-cosp +  ~ c o s y. (2 )da: dy oz
L’expression au second membre de cette égalité est la dérivée de la

Fig. 180

fonction u (a\ y, z) suivant la direction 8 . Par conséquent, nous 
pouvons écrire:

g rad u -/S °= -^ -.
ds

Désignant par <p l ’angle compris entre vecteurs grad u et 8° 
(fig. 180) nous pouvons écrire :

| grad u | cos q> =  (3)
ds

ou
. dupr$o grad u = ----

ds
(4)

Le théorème est démontré.
Le théorème que nous avons démontré établit une liaison concrète 

entre le gradient et la dérivée suivant une direction donnée. Cons
truisons au point M  (a:, y , z) le vecteur grad u (fig. 181). Cons
truisons la sphère pour laquelle grad u est le diamètre. Du point M  
menons le vecteur 8 . Désignons le point d’intersection du vecteur 8  
avec la surface de la sphère par P . Il est alors évident que M P  =  
=  | grad u | cos <p si <p est l ’angle compris entre les directions du
gradient et du segment MP  ^alors q> <  , c’est-à-dire M P  =  ^ .

Il est évident que quand on inverse la direction du vecteur 8% 
la dérivée change de signe alors que sa valeur absolue n9est pas 
modifiée.
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Etablissons certaines propriétés du gradient.
1 ) La dérivée en un point donné suivant la direction du vecteur S  

admet une valeur maximum quand la direction du vecteur 8  coïncide 
avec celle du gradient ; cette valeur maximum de la dérivée est égale à 
I grad u |.

Cette proposition découle immédiatement de l'égalité (3) : la 
valeur maximum ^  sera pour <p =  0  et dans ce cas

—  = |g rad w |. 
ds

2) La privée suivant la direction du vecteur tangent à la surface 
de niveaû est nulle.

Cette affirmation découle de la formule (3).
En effet dans ce cas

<p= y f cos <jp =  0

et

---- =  | grad u | cos q> =  0 .
ds

E x e m p l e  1. Soit donnée la fonction
u =  x* +  y* +  z*.

a) Déterminer le gradient au point M {4 , 1 , 1) .  L’expression du gradient de 
cette fonction en un point arbitraire sera

grad u =  2xi +  2y J  2zk.
Par conséquent,

(gradu)Af=2<+2tf+2*e, |grad u |M =  2 V 3 .

b) Déterminons la dérivée de la fonction u au point M (1, 1, 1) dans la 
direction du gradient. Les cosinus directeurs du gradient seront

2 1COSa=—;--------------- =  —-r ,
1 /2» -f-2*+ 2» y  3

co s fi =  —— , cos Y =  —— . 
V 3  r 1 /3

Par conséquent,

—  — 2 —— t 2 —— L2 —  =--2 V 3 ,
*  y s f y r  y s  v

c ’est-à-dire

^ - = |  grad t* |.
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R e m a r q u e. Si la fonction u =  u (x9 y) est une fonction 
de deux variables, le vecteur

. du du

est situé dans le plan Oxy. Démontrons que le grad u est orienté 
perpendiculairement à la ligne de niveau u (x, y) =  c, située dans

§  151

le plan Oxy et passant par le point correspondant. En effet, le coef
ficient angulaire de la tangente à la ligne de niveau u (x , y) =  c
sera égal à Ar, =  — — .

Le coefficient angulaire k2 du gradient est égal à A2 =  —r • Il
Ux

est évident que ktk2 =  —1. Cela démontre la justesse de notre 
affirmation (fig. 182). Nous établirons une propriété analogue du 
gradient dvune fonction de trois variables au § 6  du ch. IX.

E x e m p l e  Z  Déterminer le gradient de la fonction u = ~y~+~7f" 
(fig. 183) au point M  (2, 4).

S o l u t i o n .  Ici

Par conséquent,

du
dx \M 2 , I du 2_ I 8̂

I dy 3 y \ 3

grad u
2 , + t *

L'équation de la ligne de niveau (fig. 184) passant par le point donné sera

** , y* 2 2
T + T ” T*
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§16 . Formule de Taylor pour une fonction de deux variables

une fonction de deux variables continue, ainsi que ses dérivées par
tielles d’ordre (n +  1 ) inclus, dans un certain voisinage du point 
M (a, b). On peut alors représenter (de même que dans le cas aune  
fonction d’une seule variable indépendante, voir § 6 , ch. IV) cette 
fonction de deux variables comme étant la somme d’un polynôme 
de degré n suivant les puissances entières de (x — a) et (y — b) et 
d'un reste. Nous allons démontrer que pour n =  2 cette formule 
est de la forme

/  (x* y) =  A0 -f- D (x — a) -f- E (y — b) +

+  j - [ A ( x - a f  +  2 B ( x - a ) ( y - b )  +  C ( y - b ) 2] +  R2, (1)

où les coefficients A 0, D, E , A, D, C ne dépendent pas de * et y et 
le reste R 2 a une structure analogue à celle du reste de la formule de 
Taylor pour une fonction d'une seule variable.

Appliquons la formule de Taylor à la fonction /  (x, y) considérée 
comme fonction d'une seule variable y, x  étant supposé constant 
(bornons-nous aux termes du deuxième ordre)

où T], =  b +  0! (y — b), 0 <  6 i <  1.
Développons les fonctions /  (x, b), fy (x, b), f ly jx , b) suivant 

les puissances entières de (x — a) par la formule de Taylor, en nous 
bornant aux dérivées mixtes du troisième ordre inclus:

Soit
2  =  /  (x, y)

i  (x, y) =  f  (x, b) +  — ^ f ’v (x, b) -f  
1

(2)

/  (x, b) =  /  (a, b) +  fx (a, b) +  rxx(a,b) +
1  1 * 6

(3)

où
Si =  X -|- 02 (x — a), 0 <  0 2  <  1 ;

fy b) =  fy (a, b) +  ?— ± rvx{a, b) +  ^ — £ f ^ ( l 2, b), (4)
1 1 »z
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OÙ
l 2 =  x +  6 3  (* — û), 0  <  0 3 <  1 ;

fyy (*, b) =  fyy (a, &) +  3. b), (5)
1

OÙ
la =  a: +  0 4 {x — û), 0  <  0 4 <  1 -

En substituant les expressions (3), (4), (5) dans la formule (2) 
nous avons:

/(*, y) = f(a, b) + — &(a, b) + 6) +
1 1 - 2

+  — — 6) +  —  [ f ,  (a, 6) +

+ — f / ^  (û . fr)+ a *  &) ]  +

En rétablissant l’ordre d’écriture indiqué dans la formule (1), 
nous avons:

/(x, y) =  f(a, b) +  ( x - a )  fx (a, b) +  ( y -  b)fy (a, b) +

+ — tffxx(a, b) + 2{x — a)(y — b)fa,(a, 6) +

+  ( » - fc)2/T„(a, *>)] +  — [(*“ a)s/^c(Êt, fr) +

+  3 (x -  a f  (y -  b) ̂  (&, b) +  3 ( x - a ) ( y - b)2Q v (g,, b) +
+ (y — bŸf'ÿyy (a, rji)]. (6)

Cette expression constitue précisément la formule de Taylor pour 
n =  2. L’expression

R i = ¥ f(x ~  a)Sf***a " b)+ 3  {x-  a)2{y - b) f**vG * b) +

-f  3 (x — a) (y — b f f 'w  (gj, 6 ) +  (y — b f  fÿÿv (a, tjO]
est appelée le reste. Posons, ensuite, x — a =  Ax, y — b — Ay» 
Ap =  /(A x)* +  (Ay)*.
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Transformons i ? 2 •

+ 3 ^ 2 / w (^  6 ) î i . ) ]aps.

Etant donné que | Aa; | <  Ap, | Aÿ | <  Ap et que, par hypothèse, 
les dérivées d’ordre trois sont bornées, le coefficient de Ap3 est 
borné dans le domaine considéré; désignons-le par a 0.

On peut alors écrire:
R 2 =  a 0Ap3.

La formule de Taylor (6 ), pour le cas n =  2 , peut alors être mise sous 
la  forme

/(*. y) =  f(a> b) +  Azf'x (a, b) +  A y /'(a , b) +

+  (û, b) +  2 Ax Aÿ/*, (o, 6 ) +

+  &y2flv  (a. *>)] +  otoAp3. (6')
Pour n quelconque, la formule de Taylor s’exprime sous une forme 
analogue.

§ 17. Maximum et m inim um  d ’une fonction de plusieurs
variables

D é f i n i t i o n  1. On dit que la fonction z =  /  (a:, y) admet 
un maximum au point M 0 (xq, y0) (c’est-à-dire quand x = z 0 et 
y =  y0) si

/  (*o, ÿo) >  /  (*, y)
pour tous les points (ar, y) suffisamment voisins du point (ar0, y0), 
mais différents de ce point.

D é f i n i t i o n  2 . On dit que la fonction z = f  (x, y) a un 
minimum au point M 0 (ar0, y0) si

/  (*o, Vo) <  /  (*. y)
pour tous les points (z, y) suffisamment voisins du point (ar0, i/o)» 
mais différents de ce point.

Le maximum et le minimum d'une fonction sont appelés les 
extremums de cette fonction; en d'autres termes, on dit qu’une 
fonction admet un extremum en un point donné si elle a en ce point 
soit un maximum, soit un minimum.
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E x e m p l e  1. La fonction
z =-= (x — 1)* -f- (y — 2)* -  1

admet un minimum pour x =  1, y =  2, c’cst-à-dire au point (1 ; 2). En effet, 
/  (1 ; 2) =  —1, et comme (x — 1)* et (y — 2)* sont toujours positifs pour x 1, 
y  2, on a

(x -  U* +  (y -  2)« -  1 >  - 1 ,
c’est-à-dire

/  (x, y) >  /  (1 ; 2).
On voit sur la figure 185 la signification géométrique de ce résultat.

* = y —sin (** + »*)
admet un maximum a l ’origine des coordonnées (fig. 186). 

En effet, pour x =  0, y =  0
/ ( 0 . <)) =  -- .

Choisissons à l’intérieur du cercle x* +  y* =  -g- un point (x, y), différent du 

point (0, 0) ; alors pour 0 <  x2 +  y* <  - ,

sin (x* +  y4) >  0
et par suite

/(x, y)= Y  —sin (x*+ y*)< y ,
c’est-à-dire

/(x, y) C f  (0, 0).
On peut également formuler comme suit les définitions du maxi

mum et du minimum.
Posons x = x0 +  Ax] y =  y0 +  Ay ; alors

/  (*, y) — f (*o, i/o) =
=  f  (Xo +  A*, 0 0  +  Ay) — f (*0 , i/o) =  A/.
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1) Si A/ <  0 pour tous les accroissements suffisamment petits 
des variables indépendantes, la fonction /  (x, y) admet un maximum 
au point M  (x0, i/o)-

2 ) Si A/ >  0 pour tous les accroissements suffisamment petits 
des variables indépendantes, la fonction /  (x, y) admet un minimum 
au point M  (a:0, yo)-

Ces définitions sont également valables pour une fonction d'un 
nombre quelconque de variables.

T h é o r è m e  1 
l ' e x i s t e n c e  d' u

Fig. 187

( C o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  p o u r  
n e x t r e m u  m). Si la fonction z =  /  (ar, y) 

admet un extremum pour les valeurs x  =  x0 
et y — £/o, alors chaque dérivée partielle du 
premier ordre de z s'annule pour ces valeurs 
des variables indépendantes ou n'existe pas.

En effet, fixons la valeur de y, y =  y0. 
La fonction f  (x, y0) sera alors une fonction 
d'une seule variable x. Cette fonction ad
met, par hypothèse, 
mum ou minimum)

un extremum (maxi- 
au point x  =  ar0, par

n’existeconséquent, / s' annule ou\OXj ymmy0 
a____i . i  A „ _______ __pas en ce point. On démontré de même que s'annule ou

f \uy/y=vo
n existe pas en ce point.

Ce théorème ne donne pas une condition suffisante pour l'existen
ce d'un extremum. Toutefois, si nous sommes assurés de l'existence 
d'extremums, il permet de trouver leurs valeurs. Dans le cas con
traire il faut faire une étude plus détaillée.

Par exemple, les dérivées ^  =  +  2x et —2y de la fonction s =  a* —
— y1 s’annulent, pour x =  0, y =  0. Mais cette fonction n’a ni maximum ni 
minimum pour ces valeurs. En effet, elle s’annule & l’origine des coordonnées, 
mais prend, dans le voisinage immédiat de ce point, aussi bien des valeurs positi
ves que des valeurs négatives. La valeur zéro n’est pas, par conséquent, un 
extremum (fig. 187).

Les points où ^  =  0 (ou n'existe pas) et ^  =  0 (ou n'existe
pas) sont appelés points critiques de la fonction z =  /  (x, y). Il 
résulte du théorème 1 qu'une fonction ne peut avoir d'extremum 
qu'en un point critique.

Pour faire l'étude d'une fonction aux points critiques établissons 
les conditions suffisantes d'extremum d'une fonction de deux 
variables.

T h é o r è m e  2. Soit f  (x, y) une fonction définie dans un 
domaine contenant le point M 0 (ar0, y0) et dont les dérivées partielles
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sont continues jusqu au troisième ordre inclus ; supposons, en outre, que 
le point Mo (x0y y0) soit un point critique de la fonction /  (a:, y), 
c’est-à-dire

d/(*o. i/o) _ 0 d/(*o. i/o) _ 0
da: ’ dy

Alors, pour x — x0, y — y0 :
1 ) f  (x i ÿ) a un maximum, si

^ f ( xo, Vo) dVfa). i/o) f  ffifo). ÿo) y  
dÿ2 V da: dy )

I/o) ^n . 
da* <  ’

2 ) /  (æ» y) û minimum, «  \

^/(«O. î/o) (*0, î/o) yo) W  n ^/(^O. i/o) ^  n.
~ d *  d f  V dxdy )  >  “  Â? > U ’

3) f  (x9 y) n'a ni maximum ni minimum, si

d*/fa>. i/o) dV(*o. i/o) _  /  ^/(^o. i/o) V n. 
da* ' dp2 V da:dp

4) Si d*/fa>» i/o) d*/(*o. i/o) |  3*/(*o, i/o) V Q

il peut exister ou ne pas exister d'exlremum (dans ce .cas, l’étude doit 
être plus détaillée).

D é m o n s t r a t i o n .  Ecrivons la formule de Taylor pour la 
fonction /  (x, y), en se limitant aux dérivées du deuxième ordre 
(formule (6 ), § 16). Posons

a = x0, b =  y0, x  =  x0 +  A r ,  y =  y„ -f- A  y.
Nous avons alors:

f ( xo +  Ax, y0 +  A  y) =  f(x0, y0) +  ÿo) Ax +  -df{x- ^ J ^ -  A  y +
ox dy

, i r  ^ (x p ,  y0) 
2  L da*

Aa^-f-2 ^/(X q, i/o)
dxdy

AxA y +

* f (*% ÿo) Ai/2] 4-M A p)3,

où Ap =  V Ax* +  Ay*, et a 0 tend vers zéro, quand Ap -> 0.
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Par hypothèse
d/ foo, ÿo) _ 0 df(x0, ÿp) 0

3a: ’ 3y
Par conséquent,

A/ =  /  (ar0 -f Ax, y0 +  Ay) — /  (x0, y0) —

- i f ô /^ + 2 ^ â x A ï+ ^ v ] + “,(âp)'- (1)
Désignons respectivement par A , B, C les valeurs prises au 

point 7l/ 0 fco» ^o) par les dérivées partielles du deuxième ordre :

i m  - A . ( Æ \  ( * i )  - c
\ d * ) u ~  ' \d x d y )Mo~  \3 y 2 ) m0~

Désignons par <p l'angle formé par le segment MoM, où M  est le 
point de coordonnées M  (x0 +  Ax, y0 +  A y), et l ’axe Ox; alors

Ax =  Ap cos <p ; A;/ =  Ap sin <p.

En substituant ces expressions dans la formule (1), nous avons:
I

A/ =  y  (Ap) 2 [-4 cos2 <p -J- 2B cos <p sin cp -f- C sin2 q> -J- 2cco Ap]. (2 )

Supposons que A =5̂ = 0.
Multiplions et divisons par A l ’expression entre crochets; nous 

avons :

A /= - ( A p )2X 

{A cos q> +  B  sin <p)2 +  (AC — g 2) sin2 cp +  ^  Ap

Considérons séparément les quatre cas possibles.
1) Soit AC — B 2 >  0, A <  0. Nous avons alors au numérateur 

de la fraction la somme de deux quantités non négatives. Elles ne 
s’annulent pas en même temps, puisque la première s’annule pour

X
tg (p =  — — et la seconde pour sin <p =  0 .D

Si A  <  0, J a fraction est égale à un nombre négatif, non nul. 
Désignons-le par —m*; alors

A/ =  — (Ap) 2 [— m2 +  2cto Ap], 

où m ne dépend pas de Ap, a 0Ap -*• 0, pour Ap -► 0.



§ 17] MAXIMUM ET MINIMUM D’UNE FONCTION 319

OU

Par conséquent, pour Ap suffisamment petit on aura:
A /< 0

/ Cx0 +  Ax, y0 +  Aï/) — /  (x0, i/o) <  0.
Mais alors, pour tous les points (xo +  Ax, y0 +  A y) suffisam

ment voisins du point (x0, yo) aura lieu l’inégalité
/  (x0 +  Ax, y0 +  Aj/) <  /  (x0l i/o)*

ce qui veut dire qu’au point (x0, i/o) la fonction /  (x, y) admet un 
m a x i m u m .

2) Soit — B 2 >  0, A >  0. On trouve, en raisonnant de la 
meme manière, que:

1

ou

A/ =  -  ( Ap) 2 [m2 +  2a0 Ap]

/  (x0 +  Ax, i/o +  Ay ) > 1  (x0, ÿo).

c’est-à-dire que la fonction /  (x, y) admet un m i n i m u m au 
point (x0, ÿ0)-

3') Soit i4C — B2 <  0, i4 >  0. Dans ce cas, la fonction n’a n i 
m a x i m u m  n i  m i n i m u m .  La fonction croît quand on 
s’écarte du point (x0, yo) suivant certaines directions, et décroît 
suivant d’autres directions. En effet, si l ’on se déplace le long du 
rayon cp =  0 , on a: 1

A/ =  Y (Ap) 2 [A +  2oo Ap] >  0;

la fonction croît quand on se déplace le long de ce rayon. Si l’on 
se déplace le long du rayon <p =  *p0 ^où tg <po ~  » on a, quand
A >  0:

A/ =  > > ’ [
A C - B 2

sin2 +  2oq Ap] < 0;

la fonction décroît quand on se déplace le long de ce rayon.
3") Soit AC — Z?a <  0 , j4  <  0 . L a  f o n c t i o n  n’a d m e t 

d a n s  c e  c a s  n i  m a x i m u m  n i  m i n i m u m .  L’étude 
détaillée est conduite de la meme manière que dans le cas 3'.

3") Soit AC — B2 <  0, A =  0. Alors B  =̂= 0 et on peut écrire 
l ’égalité (2 ) sous la forme :

A/  =  2 " (Af>)2 [sin <p (2B cos cp -f- C sin <p) +  2a0 Ap].
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Quand cp est suffisamment petit, l ’expression entre parenthèses con
serve son signe, puisqu’elle est voisine de 2 Z?, alors que le facteur 
sin cp change de signe suivant que cp est plus grand ou plus petit que 
zéro (après avoir choisi cp >  0  et cp <  0 , on peut prendre p suffisam
ment petit pour que 2 cto n’influe pas sur le signe de l’expression 
entre crochets). Par conséquent, dans ce cas également A/  change son 
signe pour différents cp, c’est-à-dire pour différents Ax et A y. Donc, 
la fonction ne présente ni maximum ni minimum en ce point.

On peut alors, quel que soit le signe de A , énoncer la proposi
tion suivante:

Si AC — B 1 <  0 au point (:r0, yo)i la fonction n’admet pas 
d’extremum en ce point. La surface représentant graphiquement 
cette fonction peut alors, par exemple, avoir dans le voisinage de ce 
point la forme d’une selle (voir plus haut, fig. 187). On dit en pareil 
cas que la fonction a un m i n i m a x en ce point.

4) Soit AC — B2 =  0. Dans ce cas, les formules (2 ) et (3) ne nous 
donnent aucune indication sur le signe de A/. Par exemple, si A =£ 0, 
on a:

A/ =  +  +  2a, Ap] ;

pour cp =  arc tg ^—-gj le signe de A/  est déterminé par le signe de
2a0. On doit alors e n t r e p r e n d r e  u n e  é t u d e  s p é 
c i a l e  (par exemple, en prenant dans la formule de Taylor un 
nombre plus éiefé"de termes, ou par un autre procédé). Nous avons 
ainsi entièrement démontré le théorème 2 .

E x e m p l e  3. Etudier les maximums et les minimums de la fonction 
z =  a1 — xy +  y* +  3a; — 2y -f- 1.

S o l u t i o n .  1) Trouvons les points critiques:

- g - = 2 x - J/ +  3; Î L = — x -\-2 y -2 .

Résolvons le système d'équations
2x — y f  3 — 0, 

— x -|-2y —2
nous trouvons :

“ M  = 0 , /

* = - y ; y~  T*
2) Calculons les valeurs des dérivées partielles du deuxième ordre au 

point critique ^—y  ; y  J et établissons la nature de ce point critique:

AC — B* =  2 2 — (—1)* =  3 >  0.
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Par conséquent, au point |  |  ; gJ la fonction a un minimum qui est égal à

.1 “
3

E x e m p l e  4. Etudier les maximums et .les minimums de la fonction 
z =  x3 +  y3 — 3xy.

S o l u t i o n .  1) Trouvons les points critiques, en utilisant les conditions 
nécessaires pour l’existence d’un extremum :

Nous trouvons deux points critiques:
xA—1, J/t= 1 et 0, y2-=0.

2) Calculons les dérivées partielles du deuxième ordre :
e*zr

dx dy ■3. $ - * •
3) Etudions la nature du premier point critique:

- ( £ ) « — • » - © ) « - "
i / = i  i/ = i

i4C — B2 =  36 — 9 =  27 > 0 ; i 4  > 0 .
Par conséquent, la fonction admet un minimum au point (1, 1) ; la valeur de la 
fonction en ce point est :

=~i.
i/=i

4) Etudions la nature du second point critique M2 (0, 0) : 
A = 0 ;  B — —3; C = 0 ;

AC — B* =  —9 <  0.

Par conséquent, le second point critique n’est ni un minimum ni un maximum 
(minimax).

E x e m p l e  5. Trouver trois nombres positifs dont la somme est égale 
à un nombre positif a et dont le produit est maximum.

S o l u t i o n .  Désignons respectivement ces trois nombres par x, y et a — 
— x — y. Leur produit est alors égal à

u =  x*y (a — x — y).

Par hypothèse x >■ 0, y >■ 0, a — x — y >  0, c’est-à-dire x +  y <  a, u >  0. 
Par conséquent, x et y prennent des valeurs appartenant au domaine limité par 
les droites x =  0, y =  0, x +  y =  a.
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Calculons les dérivées partielles de la fonction u :

■— = y{«-2x-y), 
du , _ .

En égalant ces dérivées à zéro, on obtient le système d’équations: 

y (a — 2z — y) =  0 ; x (a — 2y — x) =  0.
En résolvant ce système, on trouve les points critiques:

*j=-0. II © M .(0, 0);

OI!NH

0 2 = M2(0, a);
*3 =  A» S II © M3{a, 0) ;

a a 1 a
‘ «“ T ’ *4= 3-, \  3 '

Les trois premiers points sont situés sur la frontière et le dernier à l'intérieur du 
domaine. La fonction u est positive à l'intérieur du domaine et s'annule sur la
frontière; par conséquent, la fonction u admet un maximum au point (*g*» )
(c'est l'unique extremum à l’intérieur du triangle). La valeur maximum du 
produit est donc :

_  a a /  a a \  a3
"imx ~ 3--3 V *--g — 3 /  -27 •

Etudions la nature des points critioues (en nous servant des conditions suf
fisantes d'existence d’un extremum). Calculons les dérivées partielles du deuxie
me ordre de la fonction u :

cPu « 
dx*~ 2y;

Pu „ „ 3*u „_  =  « _  2 x - 2 y ;  ^ - 2 * .

d2uAu point A/i(0, 0) nous avons —0; B - 02u:=-a ;
AC —B* ~  - a * <  0.

c = f t = o0y2~ âxdy
Par conséquent, au point A/| il  n'y a ni maximum ni

0iu <Pu
minimum. Au point Af2(0, a) nous avons A — gjj — - 2a; ^ ^ d x d y  ~ ~ a

Qln
C~~gÿ2 '  0 ’» AC— a2 <  0. Par conséquent, au point M2 il n'y a ni
maximum ni minimum. Au point A/3 (a, 0) nous avons A-^0; B ^ —a 
C ~  —2a; AC—B *=  — a2 <  0. Au point Af3 il n ’y a également ni maximum
ni minimum. Nous avons au point A/ 4 A — ; B-^ — ~

C ~  ; AC— B2 ----- ^ - > 0 ;  A <  0. Par conséquent, la fonction ad
met un maximum au point A/4.

R e m a r q u e .  La théorie des maximums et des minimums des 
fonctions de. plusieurs variables est à la base d’une méthode pour 
obtenir les formules permettant de représenter les dépendances 
fonctionnelles d’après les données expérimentales. Cette question 
est exposée au § 19.
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§ 18. Maximums el minimums des fonctions de plusieurs 
variables soumises à certaines conditions 

(maximums et minimums liés)
Bien souvent le problème de la détermination des plus grandes 

et des plus petites valeurs d’une fonction se ramène à la recherche 
des maximums et des minimums d’une fonction de plusieurs varia
bles qui ne sont pas indépendantes, mais liées entre elles par certai
nes conditions supplémentaires (par exemple, assujetties à vérifier 
certaines équations).

Considérons, par exemple, le problème suivant. On demande de 
fabriquer une boîte parallélépipédique de volume maximum avec 
une feuille de tôle de surface 2 a.

Désignons respectivement la longueur, la largeur et la hauteur 
de la boîte par x, y, z. Le problème se ramène, par conséquent, à la 
recherche du maximum de la fonction

v =  xyz,

où x, y, z vérifient la c o n d i t i o n  2 xy +  2 xz +  2 yz =  2a. 
Nous sommes donc en présence du problème de la recherche d e s  
e x t r e m u m s  l i é s * ) :  les variables x, y, z sont l i é e s  
p a r  l a  r e l a t i o n :  2 xy +  2 xz -f- 2 yz =  2a. Nous allons con
sidérer dans ce paragraphe les méthodes de résolution des problèmes 
de ce genre.

Considérons tout d’abord le problème de l ’extremum lié d’une 
fonction de deux variables quand elles ne sont liées entre elles que 
par une s e u l e  condition.

Soit à calculer les maximums et les minimums de la fonction

« = / (*. y). (1)
où x et y sont liés par l ’équation

<p (x, y) =  0 . (2 )

La condition (2) implique que s e u l e  l’u n e des variables 
x e t y e s t  i n d é p e n d a n t e ,  par exemple x, car y est alors 
déterminé à partir de l ’égalité (2) comme fonction de x. Si l'on résout 
l’équation (2 ) par rapport à y, et si l ’on substitue dans l’égalité (1) 
l’expression trouvée pour y, u sera fonction d’une s e u l e  v a 
r i a b l e  x et le problème sera ainsi ramené à l’étude du maximum 
et du minimum d’une fonction d’une seule variable indépendante x.

Mais on peut résoudre le problème posé sans qu’il soit nécessaire 
de résoudre l’équation (2) par rapport à x ou à y. La dérivée de u

*) Par opposition à l’extremum usuel que l ’on appelle aussi extremum 
libre (N.d.T.).
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par rapport à x doit s’annuler pour les valeurs de x telles que la fonc
tion u est susceptible d’admettre un maximum ou un minimum.

C alculons^ à partir de (1), sachant que y est une fonction de x :

du_ df df dy““  *— ■ ■ | ■ ~ * 
dx dx dy dx

Par conséquent, aux points d’extremum

S L + î L È l = o.
dx dy dx

On trouve de l’égalité (2) :
dfP | d<P dy _  p 
dx dy dx

(3)

(4)

Cette équation est satisfaite pour tous les x et y vérifiant l ’équation 
(2) (voir § 11, ch. VIII).

Multiplions tous les termes de l’égalité (4) par un coefficient 
indéterminé k et ajoutons-les aux termes correspondants de l ’égali
té (3). Nous trouvons

(M.+JLà) + x fis.+ i?.*) _  0
\  dx dy dx) V dx dy dxl

ou

+  ^  +  (5)
\  dx dx /  \  dy dy /  dx

Cette égalité a lieu pour tous les points où il y a un extremum. Choi
sissons K de manière que pour les valeurs de x et y telles que la fonc
tion u présente un extremum, la seconde parenthèse de l’égalité (5) 
s’annule *)

df +  X * = 0 l
dy ' dy

Mais alors pour ces valeurs de x et de y il vient de l’égalité (5) que

* L + i °2-= o.
dx dx

*) Pour fixer les idées nous supposerons qu’aux points critiques 0.
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Ainsi aux points d’extremum les trois équations

(6)

< p ( x ,  y )  =  0  .

à trois inconnues x, y, X sont vérifiées. La résolution de ces équa
tions nous donne les inconnues x, y et X qui n’a joué qu’un rôle auxi
liaire et dont nous n ’aurons plus besoin.

Il est clair que les équations (6 ) sont les conditions nécessaires 
pour l’existence d ’un extremum lié, c’est-à-dire en tout point d’ex
tremum les équations (6 ) sont vérifiées. La réciproque n’est pas 
vraie, car la fonction peut ne pas avoir d’extremum lié pour les 
valeurs correspondantes de x, y et X tirées des équations (6 ). On est 
donc amené à entreprendre une étude détaillée de la nature du point 
critique. En résolvant des problèmes concrets, on peut parfois 
déterminer la nature du point critique d’après le caractère même 
du problème. Remarquons que les premiers membres des équations (6 ) 
sont les dérivées partielles par rapport aux variables x, y, X de la 
fonction

Ainsi, pour trouver les valeurs de x et y vérifiant la condition (2) 
pour lesquelles la fonction u =  /  (x, y) admet un maximum ou un 
minimum lié, il faut former la fonction auxiliaire (7), égaler à zéro 
ses dérivées partielles par rapport à x, yy X et déterminer les incon
nues x, y (ainsi que le facteur auxiliaire X) des trois équations (6 ) 
ainsi obtenues. Cette méthode peut être aisément étendue à la recher
che des extremums liés d’une fonction d’un nombre quelconque de 
variables.

Soit à déterminer les maximums et les minimums de la fonction 
u =  /  (xi, x2, . . xn) de n variables Xi, x2, . . ., xn assujetties à 
vérifier les m équations ( m < n ) :

F  (*, y, *>) — /  (*, y) +  *<p (*. y). (7)

9*1 (XU x2t • • •» •*•„) — 0, 
9*2 (^lt • • • » ■̂n) = (8)

• • •* xn) — 0 *

Pour trouver les valeurs de xj, x2, • ■ «t x„ susceptibles de donner 
des maximums ou des minimums liés de cette fonction, on doit for-
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nier la fonction auxiliaire

F (li, X2i • • •» Xni • • •» Am) =  f  (x|> . • .» #n) 4"
4“ AjCfi (^li • • •» X tl)  "4* ^2 ^ 2  (^h • • ^n) “f" • • •

. . .  4“ ^mÇm (^lt • • m *̂ n)»
égaler à zéro ses dérivées partielles par rapport à xt, x2l

IL
dxx

IL
dx2

■ X .P - +  ..dxt

d<fi
dxz

d<p„
dx.

=  0 , 

=  0 ,

*n

(9)

àf_
dx„ + d<Pt

dxn
. . .  -f- ^ L = 0

dxn

et déterminer des m +  n équations (8 ) et (9) xi, x2y . . ., xn et les 
inconnues auxiliaires Aj, . . Am- Tout comme pour une fonction 
de deux variables, la question de savoir si aux valeurs trouvées des 
variables correspond véritablement un maximum ou un minimum de 
là fonction ou si cette dernière n’admet pas d'extremum en ce point 
reste sans réponse dans le cas général. Cette question sera résolue 
à l'aide de considérations particulières découlant de chaque pro
blème concret.

E x e m p l e  1. Revenons au problème considéré au début de ce paragra
phe : trouver le maximum de la fonction

v =  xyz

si les variables x, y , z sont assujetties à vérifier la relation
xy +  xz +  yz — a =  0 (x >  0, y >  0, z >  0). (10)

Formons la fonction auxiliaire
F (x, y , A) =  xyz +  A (xy +  xz +  yz — c).

Calculons ses dérivées partielles et égalons-les à zéro :
yz +  A (y+ z) =  0, n

xz-f A (x + z )= 0 , l  (11)
^y-f" A(x-J-y) =  0. J

Le problème se ramène donc à la résolution du système des quatre équations 
(10) et (11) à quatre inconnues (x, y, z et A). Pour résoudre ce système d'équa
tions multiplions la première équation (11) par x, la deuxième par y, la troisième 
par i  et ajoutons les expressions ainsi obtenues. En nous servant de l'équation
(10), nous trouvons A =  — Substituons cette valeur de A dans l’équation
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(11), nous avons :

V* [ l — | j -  ( ? + * ) ]  = 0 .  

« [ l —-^-(*4

* v [l—^ - (*+«') J = 0 -

Puisque x, y et z, d'après la nature du problème, sont différents de zéro, on dé
duit de ces équations que

Des deux premières équations nous trouvons x == y, de )a deuxième et de la

avons ainsi obtenu l’unique système de valeurs des variables x, y et z pour les
quelles la fonction est susceptible d’avoir un maximum ou un minimum.

On peut démontrer que ce point est précisément un point de maximum. 
Cela découle également de certaines considérations géométriques (les conditions 
du problème étant telles que le volume de la boîte ne peut être infiniment grand, 
il doit être, par conséquent, maximum pour certaines valeurs des dimensions des 
côtés).

Le volume de la boîte est donc maximum quand elle a la forme d’un tube

E x e m p l e  2. Déterminer la valeur maximum de la racine n-ième du 
produit des nombres xi, x2t . . ., x„, si la somme de ces nombres est égale à un 
nombre donné a. On peut donc poser le problème de la manière suivante: on
demande de trouver le maximum de la fonction u =  yf xt . . . xn% si les varia
bles xt, . . xn sont assujetties à vérifier la relation

z t +  xt+  . . . +  Xn — a = 0  (x, >  0, x2 >  0.......... x* >  0). (12)
Formons la fonction auxiliaire

*■(*1..............  X) =  v * l  ••• *n +  M *l + * ! + - . .  + * n ~ «)•
Calculons ses dérivées partielles :

------|-X = 0  ou u = —nkxj

ou u =  — ntafc,

ou u == — nkxn.

Il vient de ces dernières égalités:
Xi =  X2 = . .
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et, en vertu de l ’équalion(12), nous trouvons
a

xi — xz — • • • — xn ------ •

La nature du problème nous dicte qu’en ce point critique la fonction
. . . xn présente un maximum égal à — .n

Par conséquent, tout système de nombres positifs xif x2t . . . , xnf véri
fiant la relation xt +  x2+  . . . +xy, =  a, satisfait à l’inégalité

/ * l  . . .  <  ~  • (13)

étant la plus grande valeur de cette fonction). En remplaçant dans l’inéga
lité (13) a par son expression tirée de l ’égalité (12), on trouve:

^x , x t . . . X n +Xn • (**>

Cette inégalité a lieu pour tous les nombres positifs xit z 2, - . -, xn. Le premier 
membre de l’inégalité (14) est appelé moyenne géométrique de ces nombres. 
Ainsi, la moyenne géométrique a'un nombre fini de nombres positifs n’est 
pas supérieure à la moyenne arithmétique de ces nombres.

§ 19. Dépendance fonctionnelle obtenue en traitant 
les données expérimentales par la méthode des moindres carrés
Supposons que Ton doive utiliser les résultats de l'expérience 

pour établir la dépendance fonctionnelle de la grandeur y de la 
grandeur x:

y  =  <p (x). (1)
Supposons encore que les expériences réalisées nous aient fourni n 
valeurs de la fonction y pour les valeurs correspondantes de l'argu
ment. Les résultats obtenus sont écrits dans la table:

X x t x 2 . . . x n

y Vl y 2 . . . Vn

On établit la forme de la fonction y =  q> (x) soit à partir de consi
dérations théoriques, soit sur la base du caractère de la disposition 
sur le plan de coordonnées des points correspondant aux valeurs 
expérimentales. (Nous appellerons ces points « points expérimen
taux »). Supposons, par exemple, que les points expérimentaux 
soient disposés sur le plan de coordonnées comme l ’indique la fig. 188. 
Tenant compte du fait que les résultats de l'expérience sont entachés 
d’erreurs il est naturel de supposer que la fonction cherchée y =
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=  <p (x) peut être recherchée sous forme de la fonction linéaire
y =  ax +  6 .

Si les points expérimentaux sont disposés comme l'indique la 
fig. 189, il est naturel de rechercher la fonction y =  <p (x) sous 
la forme y = axby etc.

Quand la forme de la fonction y =  q> (x, a, fc, c, . . .) est adop
tée, il reste à choisir les valeurs des paramètres a, 6 , c, . . . de 
sorte que la fonction obtenue décrive dans un certain sens de la 
meilleure manière possible le processus considéré.

Fig. 189

Une méthode largement répandue de résolution de ce problème 
est la méthode dite des moindres carrés. Elle consiste en ce qui suit. 
Considérons la somme des carrés des différences entre les valeurs 
expérimentales yt et celles de la fonction <p (r, a, 6 , c, . . .) aux 
points correspondants:

n

S  (fl, 6 , c, . . . )  =  [yi <p (i |, a, b9 c, ...) ]  • (2)

Choisissons les paramètres a, 6 , c, . . . de manière que cette somme 
ait la plus petite valeur possible :

n

S  {(l9 b9 Cf mm . ) =  2  [j/| <P(*f. CLf bf Cf mm .)]  ̂=  DM U. (3)
l=»i

Le problème se ramène ainsi à trouver les valeurs des paramètres 
a, bf Cf . . . pour lesquelles la fonction S  (a, b9 c, . . .) admet 
un minimum.

Il découle du théorème 1 (§ 17), que ces valeurs a, 6 , c, . . . 
vérifient le système d'équations

dS_
da (4)
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ou sous forme détaillée:

n

S  Tl/* — <P fl» b, c, ..
i — 1

n
2  [Vi — <P(*4» o. b, c, .

1=1

2  — «Pfo» o. b, c, .
i  =  l

) ]dq>fa. g, 6 , c, . . . ) _  p '
da

viftpfo» c> ♦ • •)_q
;J db ~  *
^ g<p(xit fl, b, c, . . . ) _ 0

(5)

il y a ici autant d’équations que d'inconnues. En chaque cas concret 
on étudie le problème de l'existence de la solution du système d’équa
tions (5) et de l'existence du minimum de la fonction S  (a, 6 , c, . . .).

Considérons certains cas de détermination de la fonction y —
Cp ^X | dy  b ,  C j . • . ) .
I. Soit y =  ax +  b. La fonction S  (a, b) s'écrit alors dans 

ce cas (cf. expression (2 )):

■S(û, & )=-S f r , -(<**, + 6)f. (6)
1 = 1

C’est une fonction des deux variables a et b et yi sont des nom
bres donnés; cf. table p. 328). Par conséquent, on a

•—- =  -  2 2  iVi -  («*4 +  b)]xi =  0,da i=i

-— = - 2  2  [»i - ( « * i  +  6)] =  0.
db i—i

autrement dit, le système d’équations (5) s’écrit dans ce cas:

2  Vixi — o 2  *4 — b 2  =  0. 1i=1 1—1 1=1 l
n n f

2  Vi — a 2 *i — bn =  0. I
4—1 4—1 J

(7)

Nous avons obtenu un système de deux équations linéaires à deux 
inconnues, a et b. Il est évident, que ce système possède une solu-
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lion déterminée et que pour les valeurs trouvées de a et b la fonc
tion S  (a, b) admet un minimum *).

II. Supposons, que Ton ait adopté en qualité de fonction d’ap
proximation le trinôme du second degré

y =  oj?  +  bx +  c.
Dans ce cas l ’expression (2) s’écrit :

les inconnues a, fe, c. Il découle du caractère du problème, que le 
système possède une solution déterminée et que pour les valeurs 
obtenues a, b, c la fonction S  (a, 6 , c) admet un minimum.

*) On l ’établit aussi aisément à l ’appui des conditions suffisantes (cf. théo
rème 2 § 17). En effet on a ici

Par conséquent

n
S  (fl, b. c) =  2  —(«*!+ bxi +  c) î ■ (8 )

1 = 1

C’est une fonction des trois variables a, b, c. Le système d’équations 
(5) devient:

n

2  [Vi — (ox2i +  bx< =  0,
1= 1

n

2  — (<**$+ bxt +  c)l* i= o,
1— 1

n

P>3 [Vi — (o*i +  bxi +  C)1 =  0,

ou sous forme développée :
n n n n

n n n n

n n n

Nous obtenons un système d'équations linéaires pour déterminer

d*S Ô*S d*S \2 n n
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E x e m p l e .  Supposons que L'expérience nous ait fourni quatre valeurs 
de la fonction cherchée y — w (x) pour les quatre valeurs de l'argument (n =  4), 
ainsi que l ’indique le tableau:

■ 1 ‘
2 3 5

y 3 4 2,5 0,5

Nous recherchons la fonction <p sous forme de la fonction linéaire y =  ax +  6.
Composons l'expression de S (a, b) :

4
S {a, b )=  2  [w -(a x |+ b )] ï.

1=1
Pour composer le système (7) servant 
à déterminer les coefficients a et b 
calculons au préalable

4 4
=  21, 2 * î  =  39’

i= i i = i
4 4

5  *1 =  H .  S  Fl =  f ° -
1=1 1=1

Fig. 190
Le système (2) s'écrit alors : 

21 —39a—116=0, 1 
10—l i a —46= 0. J

Résolvant ce système nous trouvons a et b : a =  —26/35, b =  159/35. La droite 
recherchée (fig. 190) est

V =
26 159
35Z +  35 #

§ 2 0 . Points singuliers d’une courbe
On emploie également les dérivées partielles pour l ’étude des 

courbes.
Soit

F (s, y) =  0
1 équation d une courbe.

La valeur du coefficient angulaire de la tangente à la courbe est 
donnée par la formule

dF
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dF dFSi Tune au moins des dérivées partielles - ^ e t - ^  ne s’annule pas

au point donné M  (x, y) pris sur la courbe, la quantité ^ o u ^ e s t
alors bien déterminée. La courbe F (x, y) =  0 a donc en ce point 
une tangente bien déterminée. On dit alors que M  (x, y) est un 
point simple de la courbe.

Si au contraire le point M 0 (x0, i/o) est tel que :

( i £ )  _ o  e .  ( * £ . )  = 0 ,
\  dx J x~ xq \  dy /  x=xq« X oir=y0 i/=yo

le coefficient angulaire de la tangente est indéterminé.
D é f i n i t i o n .  On appelle point singulier d*une courbe

dF dFF (x, y) =  0 le point M 0 (x0, yo)* où les dérivées partielles ^ - e t  —
s’annulent. Il résulte de la définition que les points singuliers sont 
définis par le système d'équations

F =  0 ; ^  =  0 ; ^ = 0 .
dx dy

Il est évident que toutes les courbes n ’ont pas nécessairement 
des points singuliers. Par exemple, pour l ’ellipse

2 2
JL .JL
a2 ^  6 2

- 1  =  0

nous avons évidemment

e t  \ x t y * dF 2x dF _  2y 
dy b2

dF dFles dérivées - ^ e t  ne s’annulent qu’au point x 0 , y =  0 , qui
n'appartient pas à î ’ellipse. Par conséquent, l ’ellipse n’a pas de 
points singuliers.

Sans entreprendre une étude détaillée du comportement d'une 
courbe au voisinage des points singuliers, nous nous bornerons à 
considérer quelques exemples de courbes ayant des points singuliers.

E x e m p l e  1. Etudier les points singuliers de la courbe
ü* —x {x — a)* =  0 (a Z> 0).

S o l u t i o n .  Dans le cas donné F (x, y) =  y* — x (x — a)* et par suite 
dF , . ,  n % dF
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En résolvant le système des trois équations :

n* ,* )= o , -g -= 0 , - £ - 0 ,
nous trouvons:

x0 =  fl, yo =  0.
Le point Af0 (a, 0) est, par conséquent, un point singulier.

Etudions le comportement de la courbe au voisinage du point singulier 
et construisons cette courbe. Ecrivons cette équation sous la forme

y =  ±  (x — a) V * .
On voit de cette formule que la courbe : 1) n'est définie que pour x 0 ; 2) est 
symétrique par rapport à l ’axe Ox ; 3) coupe l'axe Ox aux points (0, 0) et (a, 0). 
Ce dernier point est un point singulier.

Considérons tout d'abord la partie de la courbe correspondant aux valeurs 
positives :

y =  (x —a) Vi".
Calculons les dérivées de y du premier et du deuxième ordre par rapport à x :

P = 3x —a
2  y ï  » V* = 3x-f-fl 

4x y î
Pour x =  0, on a y' =  oo. Par conséquent, la courbe est tangente & l’axe Oy 
à l'origine des coordonnées. Pour x =  -g- , on a y9 =  0, y*>  0, c'est-à-dire que

la fonction y présente un minimum pour x a
~3

Sur le segment 0 <  i  <  o, on a y <: 0 ; pour x >  , y’ >  0 ; quand x -*■ oo,

y oo. Pour x _  a, y9 = y j ,  c’est-à-dire la branche de la courbe y =  
=  -f- (x— a) a pour tangente au point singulier Af0 (fl, 0) la droite

y (* — “)•
La deuxième branche de la courbe y =  —(x —a) V *  étant symétrique 

de la première par rapport à l’axe Ox, la courbe a, par conséquent, une deuxiè
me tangente au point singulier, définie par l'équation

y = — yô* (x — a).
La courbe passe deux fois par le point singulier. Un point présentant une 

telle particularité est appelé point double.
La courbe considérée est représentée sur la figure 191.
E x e m p l e  2. Etudier les points singuliers de la courbe (parabole semi- 

cubique)
y* -  x s =  0.

S o 1 u t i o n. On détermine les coordonnées des points singuliers à partir 
du système d'équations:

y* — xa =  0 ; 3-c* =  0 ; 2y =  0.
U en résulte que le point A/0 (0, 0) est un point singulier.
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Mettons l’équation considérée sous la forme

y = ±  V*5:
Pour construire cette courbe procédons de la manière suivante: étudions tout 
dvabord la branche de la courbe correspondant aux valeurs positives ; la branche 
correspondant au signe moins n'exige pas une étude particulière puisqu'elle 
est symétrique de la première branche par rapport à l'axe Ox.

La fonction y n'est définie que pour x 0, elle est non négative et croît 
avec x.

Calculons les dérivées première et seconde do la fonction y =  l/âr* ;

0 ' = y” 3 1
4 y r

Pour x =  0, on a y =  0, y* — 0. Par conséquent, la branche considérée de la 
courbe a pour tangente & l'origine des coordonnées la droite y =  0. La deuxièmo 
branche de la courbe y =  —V * 3 passe également par l’origine des coordonnées

et a aussi pour tangente on ce point la droite y =  0. Par conséquent, les deux 
branches de la courbe passent par l'origine des coordonnées, y ont une même 
tangente et sont disposées symétriquement de part et d'autre de cette tangente. 
Un point singulier de cette sorte est appelé point de rebroussement de première 
espèce (fig. 192).

R e m a r q u e .  On peut considérer la courbo u2 — x3 =  0 comme un cas 
limite de la courbe y* =  x (x — a)2 - -  0 (considérée dans l’exemple 1), pour 
a 0, c'est-à-dire quand la boucle se contracte jusqu’à être réduite à un seul 
point.

E x e m p l e  3. Etudier la courbe
(y -  x2)2 -  x* =  0.

S o l u t i o n .  On détermine les points singuliers à partir du système 
d’équations

—4x (y — x2) — ^  0 ; 2 (y — x2) =  0.
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Ce système a une solution unique : x =  0, y =  0. L'origine des coordonnées 
est, par conséquent, un point singulier.

Mettons l'équation considérée sous la forme y =  x* zfc l / ï* .
Il en résulte que x est susceptible de prendre toutes les valeurs comprises 

entre 0 et +  co.
Calculons les dérivées première et seconde:

=  2 x ± | - y ï ï ;  2 ± ^ V x .

Etudions séparément les branches de la courbe qui correspondent respecti
vement au signe plus et au signe moins du radical. Dans les deux cas, pour

x =  0, nous avons y =  0, y* =  0. Par conséquent, l’axe Ox ost une tangente 
pour les deux branches de la courbe. _

Considérons d’abord la branche y =  je*  +  "[/s?.
Quand x croît de 0 & oo, y croît de 0 à oo. La seconde branche

» = * * - y ?
coupe l ’axe Ox aux points (0, 0) et (1, 0).

La fonction y =  s* — l / x 5 présente un maximum pour x =  g g . Pour
x + o o , y -+■—oo.

Les deux branches de la courbe passent par l’origine des coordonnées; 
elles ont une tangente commune et sont disposées d’un meme côté de la tangente 
au voisinage du point de tangence. Un tel point singulier est appelé point de 
rebroussement de deuxième espèce. Le graphique de la fonction considérée est 
représenté sur la figure 193.

E x e m p l e  4. Etudier la courbe
y* — je4 +  jt® =  0.

S o l u t i o n .  L’origine des coordonnées est un point singulier. Pour 
étudier la variation de La courbe au voisinage de ce point singulier mettons 
l’équation de la courbe sous la forme

y =  y r ^ ? .
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La courbe est symétrique par rapport aux axes de coordonnées, puisque 
dans l'équation de la courbe n'entrent que les puissances paires des variables 
et. par conséquent, il suffit d’étudier la courbe pour les valeurs positives de x 
et y . Il vient de cette dernière équation que x varie de 0 à 1, c’est-à-dire 0 

< 1.
Calculons la dérivée de la branche de la courbe dont l’équation est

VI -* » :
... *(2-3*2)
y V i -x*

Pour x =  0, on a y — 0. y' =  0. La courbe est donc tangente à l’axe Ox à l’ori
gine des coordonnées.

Pour x -  i .  y — 0, y' — oo ; par conséquent, au point (1, 0) la tangente 
à la courbe est parallèle à l'axe Oy, En outre, la fonction admet un maximum

pour X rr- j / I  (fig. 194).
A l’origine (au point singulier) les deux branches de la courbe sont tan

gentes. Un point singulier de ce genre est appelé point de tangence. 
E x e m p l e  5. Etudier la courlw

y 2  —  j 2  ( x  —  1 )  ^  0 .

S o l u t i o n .  Les points singuHors sont déterminés à partir du système 
d’équations :

f  _  y* (* _  l)  ^  0; — 3x* -!- 2x 0. 2y 0.
Ce système admet pour solution x r 0. y — 0. Le point (0. (0 est, par con

séquent, un point singulier de la courbe. Mettons l’équation do la courbe sous
la forme ____

y  =  z t x  "j/x — 1.
Il est évident que x peut prendre toutes les valeurs comprise* entre 1 et --oo, 
ainsi que la valeur zéro (en ce cas y -  0).

Etudions la branche do la courbe correspondant au signe plus du radical. 
Quand x croît de 1 à oo, y croît de 0 à oo. La dérivée de y est

22—1162
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Pour x =  1, on a y9 =  oo. La tangente à la courbe au point (1, 0) est donc paral
lèle à Taxe Oy.

La seconde branche de la courbe (correspondant au signe moins du radical) 
est symétrique de la première par rapport à l’axe Ox.

Les coordonnées au point (0, 0) vérifient l’équation de la courbe, mais 
aucun autre point de son voisinage n’appartient à la courbe (fig. 195). Dans 
ce cas on appelle un point singulier de ce genre point isolé de la courbe.

Exercices

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes*.
ôz dz1. z = x 2sin2y. Rép. -g— =  2zsin2 y ; — = x 2sin2y m

2. z =  x**. Rép.

3. Rép. ^ = 2 x t* + * + *  ; - g -=2^**+"*+** ; -g - =

= 2 **+*+*.

4. u =  V * 8+ 0 8 i-z2* Rép.

5. z =  arc tg(xy). Rép.

a . y dz —y6. z =  arc t j - |- .  Rép. -^ * = ----- -

m * *V/x2 d z7. z =  Log — ■ ■ ------ . Rép. —
V**Ty2 + * ax

*2 +  y2 ’ x2 +  y2 *
2 b de 2j

"l/zë+y» * dy y V** +  P*

8. u - V i V nr 1 y
■ +« • RéP - â T = -*

d/c

1

*
X y—r-e —y2 y2

du _Jj_ ’
dz ~~ y *

9. *=arcsin(*-rÿ). Rép. â F ~  y j — 

10. z=arc tg j., , Vy2 . RéP- ■% =

dz
dy

dz —y
** +  y2 " dx x*]/a:4—y* * dy y*'

Calculer les différentielles totales des fonctions suivantes :
11. r = * 2-|-xy24-sîny. Rép. dz =  (2x-f-y2) dar+(2xy-fcos y) dy.

12. z =  Log(xy). Rép. dz =

13. Rép. dz =  2***+** • (s dx+ y dy).

H. . - « p x - r t + 6 . . . ,  ^ = I r +

+6*+*Log6) dy+6w+*Log 6 dz.
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16. Calculer / i ( 2, 3) et /y (2, 3), si /(x , y) = .r2-|-y3. Rép. /x(2, 3) =  4, 
/y (2, 3) = 27.

17. Calculer df (x, y) pour x =  1, y =  0 ; dx =  y ,  dy =  si /  (a:, y) =

=  V ï* T > .  Rép. 4--

Trouver pour les petites valeurs absolues des variables x, y, 2 une formule 
approchée pour les expressions :

V  â T im + T ,-  “ p *H-ï18.

19* ~nJ -^ T -  RéP■ * + ? (* -* -•)■
ôz ô*20. Calculer —  et — , si s =  u-f i )2, u =  x24-sin y , i;= L og(x+y).dx ay

Rép. -ÿ - =  2x-r 2t;— 7—  ; =  cos y +  2v— 7— .1 dx ' x + y  dy " x-± y

21. Calculer , si z- / 1-f-u dsjjLy t u = — cosx; i/= cosx . Rép. -^- =

2 cos2 ■

22. Calculer et si z =  6u*2t,f u =  sinx, y = x 2+ y a. Rép. -^- =

=  «u-2v (cos x —- 6x2) ; ^  =  e*-2» (0—2-2y) =  —4ye“-*®.

Calculer les dérivées totales des fonctions suivantes:
dz23. z =  arc sin (u-f u); u =  sin x cos a  ; v =  cos x sin a . Rép. — = i %

si 2* j t - - J- < x + a < 2* n -f—  ; — —1, si 2fcit-{-y < x + a < ( 2& +

+  1)

24. u =  ; y =  a s in x ;  2 =  cosx. Rép.-^ =  e*** sin x.a* 1 «x

25. z = L o g ( l—x«); x =  *^g-= — 2 tgG.

Calculer les dérivées des fonctions implicites de x données par les équa
tions:

x* . y2 4 __ A  D / . dy 6* x
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28. y* =  zV. Rép. dy yzV"1—y* Logy
dx ~~ xÿx-l—xv Logx *

29. sin(xy)—a*V—■x*y=0. Rép. dy
dx

y [cos (xy) — — 2xJ 
x [x 4  e*V—cos (xy)J

30. a,  T" 6« -T C2 =  1 ; calculer dz
dx

dz et - r - .  dy
nJS dz c2x 
Rép- « x -

dz
d7

c*y
Wz •

31. u—vtgaw =  0 ; calculer du et du?
~dvm Rép. f  -  C082aw ; du au

du?
du

sin2au?
2au  *

32. î H - = V ï ' - jS. montrer que

33. — = / ’ ( —  ̂ , montrer que a: -^ -+1/ 4 ~ —z» quelle que soit la fonction x \ x  J ox oy
dérivable F.
Calculer les dérivées partielles du second ordre : 

34. *=** 4x2y+5y*. Rép. - g = 6x - 8v; ~  = ftr . £ * . >10.

â*z
35. z= e*  L ogy + sin y  Logx. Rép. -^ « a e^ L o g y

, co s y d2z a* T_
5i2 =  - ^ r - s,n^Lo«ar-

siny . 
x2 ’

d2* a*
dx dy

dy2

36. Montrer que si u =

37. Montrer que si z =

1 . d2u d*u d*u— . ---- — t alors -5—5- 1-----------1-------
y**+ i/* f-*2
x2y2 . d*z d2*

— r— , alors x -g -^ + y  -5~ â"" x +  y 1 dx2 1 dxdy

dy2 ^  dz*

- 2 - ^“ ^dx-

= 0.

, d*z d2z „
38. Montrer que si z =  Log (x2 +  y2), alors ^ 2 + ^ 2 = 0.

39. Montrer que si z =  <p(y f  ox)-fiJ)(y— az), alors a2 = 0  quelles

que soient les fonctions arbitraires <p et ij) dérivables jusqu’au deuxième 
ordre.

40. Calculer la dérivée de la fonction z =  3x4—xy +  y® au point M  (1, 2) 
suivant une direction formant un angle de 60° avec l ’axe Ox. Rép. 5 -h

+ ü V L
2

41. Calculer la dérivée de la fonction z =  5x2—3x—y —1 au point M  (2, 1) 
suivant la direction de la droite joignant ce point au point N (5, 5). Rép. 9,4.

42. Calculer la dérivée de la fonction /  (x, y) suivant les directions : 1) de la
1 /  d / ôf \bissectrice de l ’angle des coordonnées Oxy. Rép. * 2) de

fit
l ’axe des x négatifs. Rép. — -g j .
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) '*dérivée est égale a zéro suivant n'importe quello direction (« fonction 
stationnaire >).

44. Déterminer parmi les triangles ayant un même périmètre 2p celui dont 
la surface est la plus grande. Rép. Le triangle équilatéral.

45. Trouver parmi les parallélépipèdes rectangles d*aire donnée S celui dont
le volume est le plus grand. Rép. Le cube d'arête

43• /  (** y) =  x* S 3x* +  4xy -f y2. Montrer qu’au point M {-g-, —-|-

4G. Calculer la distance entre les deux droites de l ’espace d ’équations 
*1 y * x y z “l/2

~2~ '
- - L - i .  — JL- JL  RXn ‘ - 2  ~ i ’ 1 -  1 -  1 * Rép-

Etudier le maximum et le minimum des fonctions:

47. z — x*y2 (a — x —y). Rép. z est maximum pour x =  ^   ̂=  —

1 1 , 148. xy | Rép. z est minimum pour x = y =  .

49. z —sin x-}-sin y sin(x-|-y) ; 0 < [y  • Rép. z est maxi

mum pour x =  y =  .

50. z — sin x sin y sin (x-| y) (0 <  x <  ji ; 0 <  y <  ji). Rép. z est maximum 
pour x — y

Trouver les points singuliers des courbes suivantes, étudier la nature de
ces points singuliers et former l ’équation des tangentes en ces points :

51. x3 +  y3 — 3axy — 0. Rép. M0 (0. 0) est un point multiple ; équations 
des tangentes: x =  0, y =  0.

52. (ây2 =  x4 (a2 — x2). Rép. L’origine est un point de tangence. Tangente 
double y2 — 0.

x353. y* — —— - .  Rép. Mo (0, 0) est un point de rebroussement de première
espece ; y* — 0 est l ’équation de la tangente.

54. y2 -  x2 (9 — x2). Rép. Mo (0, 0) est un point multiple; équations des
tangentes : y =  3x.

55. x4 — 2ax2u — axy2 -f- a2*2 =  0. Rép. M0 (0, 0) est un point de rebrousse
ment de deuxième espèce, y2 =  0 est l’équation de la tangente double.

56- y2 (a2 4-  x2) =  x2 (a2 — x2). Rép. M 0 (0, 0) est un point multiple; équa
tions des tangentes : y — ifc x.

57. b V  -J- a2y2 — x2̂ 2. Rép. Mo (0, 0) est un point isolé.
58. Montrer que l’origine des coordonnées est un point terminal pour la courbe 

y — x Log x et qu’en ce point l'axe Oy est tangent à la courbe.
59. Montrer que l’origine des coordonnées est un point multiple de la courbe 

y =  — — j . Les tangentes en co point sont : à droite y =  0, & gauche

1 +  ** 
if= *•



Chapitre IX

APPLICATION S DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 
À LA GÉOMÉTRIE DE L’ESPACE

§ 1. Equation d ’une courbe dans l ’espace

Considérons le vecteur OA — r  joignant l ’origine des coordonnées 
à un point variable A (x, y, z) (fig. 196). Ce vecteur est appelé 
rayon vecteur.

Exprimons ce vecteur à Laide de ses projections sur les axes de 
coordonnées :

r  = z i  +  y j +  zk. (1 )

Supposons que les projections du vecteur j* sont fonctions d'un cer
tain paramètre t:

*=<p(0 » )
y= 'l> (0 , ? 
z= x(0- J

(2)

La formule (1) peut être alors mise sous la 
forme

r  =  q> (0 i  +  ^  (0 j  +  X (<) (O
ou

r  =  r  (t). (1")
Quand t varie, les coordonnées x, y, z varient et le point A, extré
mité du rayon vecteur décrit dans l ’espace une certaine courbe 
que l ’on appelle hodographe du vecteur r  =  r  (0 - Les équations (1 ') 
et (1 ") sont appelées équations vectorielles d’une courbe dans l ’espace 
ou c o u r b e  g a u c h e .  Les équations (2) sont appelées équations 
paramétriques d’une courbe gauche. A chaque valeur de I, ces équa
tions font correspondre des valeurs bien déterminées des coordonnées 
x, y, z d’un certain point de la courbe.

R e m a r q u e .  On peut également définir une courbe gauche 
comme étant le lieu géométrique des points d’intersection de deux 
surfaces. La courbe peut donc être définie par les deux équations de 
ces surfaces :

‘M * , i/. 2) =  o, 1 

®2 (^. y. z) =  o. j (3)
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Par exemple, les équations
x2 +  y2 +  z2 =  4, z =  l

sont les équations d’un cercle dans l’espace, ce cercle étant défini 
comme l’intersection d’une sphère et d’un plan (fig. 197).^

Une courbe gauche peut donc être exprimée soit par les équations 
paramétriques (2), soit par les deux équations des surfaces (3).

On passe des courbes paramétriques aux courbes exprimées par 
l’intersection de deux surfaces en éliminant le paramètre / des équa

tions (2); on obtient alors deux équations reliant a:, y et z. Inverse
ment, si l’on pose x  =  <p (/) (où fp (/) est une fonction arbitraire) et 
si l ’on exprime y et z en fonction de t  à partir des équations

<Di l<p (0» i/, *1 =  0, <P2 1<P (0* l/i «1 =  0,
on effectue le passage des courbes exprimées par ^intersection de 
surfaces aux courbes définies paramétriquement.

E x e m p l e  1. Soient
x — 4/ — 1, y =  3f, z =  t -f- 2

les équations paramétriques d’une droite. En éliminant le paramètre f, nous en 
déduisons les équations de deux plans. Par exemple, en retranchant successive
ment de la première équation la deuxième et la troisième, on a z — y — z =  
=  —3. En retranchant de la première la troisième, multipliée préalablement 
par quatre, on a z — 4z =  —9. La droite donnée est donc la couroe définie par 
l’intersection des deux plans

x — y — z +  3 — 0 et x — 4z +  9 =  0.
E x e m p l e  2. Considérons un cylindre droit de révolution de rayon a, 

dont l’axe coïncide avec l’axe Oz (fig. 198). Enroulons autour du cylindre un 
triangle rectangle flexible C^AC, de sorto que le sommet A du triangle coïncide 
avec le point de rencontre de la génératrice du cylindre et de l’axe 0x, et que
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Ig côté A Cf s ’enroule sur la section de ce cylindre située dans le plan Oxy. 
L’hypothénuse détermine alors sur le cylindre une courbe appelée hélice.

Désignons par x, y , z les coordonnées d’un point variable M  de l'hélice 
et par t l'angle AOP (voir fig. 198). Alors

x =  a cos t, y =  a sin t, z =  PM  — AP  tg 0,

où 0 désigne l’angte aigu du triangle C%AC. Remarquons que A P  =  al, car AP  
est l’arc de circonférence de rayon a correspondant à l’angle au centre t. En

désignant tg 0 par m, on trouve les équations paramétriques de l’hélice 
x =  a cos t, y — a sin t, z =  amt 

(où t est le paramètre), ou sous forme vectorielle
r  =  ia  cos t +  Ja sin t +  kamU

On élimine le paramètre t des équations paramétriques de l’hélice; en 
élevant les deux premières équations au carré et en les ajoutant, on trouve 
z? +  y2 =. a*. C’est précisément l’équation du cylindre sur lequel est tracée 
l’hélice. Ensuite, en divisant terme a terme la deuxième équation par la première 
et en remplaçant dans la relation obtenue t par son expression tirée de la troisiè
me équation, on trouve l’équation d'une autre surface sur laquelle est tracée 
l’hélice;

Elle est appelée hêlicoïde h plan directeur. On peut la considérer comme engen
drée par une demi-droite parallèle au plan Oxy d’extrémité située sur l’axe Oz 
lorsque cette demi-droite tourne avec une vitesse angulaire constante autour de 
l'axe Oz et ou'elle se déplace vers le haut avec une vitesse constante, de sorte 
que son extrémité reste constamment sur l'axe Oz. L’hélice est définie par l’inter
section du cylindre et de la surface hélicoïdale. C’est pourquoi, on peut la définir 
par les deux équations:

V z
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§ 2. Limite et dérivée d ’une fonction vectorielle d ’une 
variable scalaire indépendante. Equation de la tangente 

à une courbe. Equation du plan normal
Revenons aux formules (1 ') et (1 ") du précédent paragraphe: 

r  = <p (t) i  + ip  { l)j +  x{*)k
ou

r  =  r  (f).
En général, quand t varie, la grandeur et la direction du vecteur 

v  varient également. On dit alors que r  est une fonction vectorielle

de la variable scalaire indépendante U Supposons que 

lim qp (0 =  <Po» lim (t) =  ty0, Jim x(0 =  Xo.
*-♦*0 t - * t 0 t-» to

On dit alors que le vecteur r 0 =  q>oi +  ÿof +  Xo* est la limite du 
vecteur r  = r  (t) et on écrit (fig. 199)

lim r ( t ) =  Vq. 
i-**o

Il en résulte les égalités évidentes :
lim 1 1 * ( 0  — #*0| =

o
=  lim V [y  (/) — çol2 +  (0 — % f  +  [x (0 — XoF =  0

«-«o

lim | r ( 0 l =  |r„ |.
et
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Passons maintenant à la notion de dérivée, d’une fonction vecto
rielle d’une variable scalaire indépendante

( 0  =  <p ( 0  * +  ♦ (O i +  x ( 0  A*. (1)
en supposant que l'origine du vecteur v  (t) coïncide avec l'origine 
des coordonnées. Nous savons que l’équation (1 ) est l ’équation 
vectorielle d’une courbe gauche.

Choisissons une valeur de t qui correspond à un point déterminé 
M  de la courbe et donnons à / un accroissement Ai ; nous avons alors 
le vecteur

r  (t H- A t) = y ( t  +  A t) i  |- $ (t +  Ai) j  +  x V +  Al) *,
qui détermine sur la courbe un point M t (fig. 200). Calculons l'ac
croissement du vecteur

A r  =  r  (t +  AO — r  (/) =  [<p (/ +  A0 — <p (<)1 i +
+  ty (t +  A t) — 1|> (t)]j +  Ix (t +  A t) — x (<)l *•

Cet accroissement est représenté sur la figure 200 par le vecteur 
M Mt =  A r  (0. où OM =  r  (f), OMt — r  (t +  A0- Considérons le

Ar (/) ,rapport —— de l'accroissement delà fonction vectorielle à l'accrois
sement de la variable scalaire indépendante; c’est évidemment un 
vecteur colinéaire au vecteur A r  (t) puisqu’on l ’obtient en multi-

1
pliant Ai- (/) par le facteur scalaire ^ . Nous pouvons mettre ce 
vecteur sous la forme:

Ar (/) 
Ai

<p(/ +  Ai)  —  y ( Q  .. , il>(t +  A t ) - y ( t )  
Ai  +  A i

J  +

X(< +  AQ — X(0 J.
’1’ A /

Si les dérivées des fonctions <p (*), (/), x (0 existent pour la
valeur choisie de i , les coefficients de i ,  j ,  k  tendront respectivement 
vers cf’ (0. (0» x "  (0 quand A t  0.

ArPar conséquent, dans ce cas la limite -r— existe quand Ai —► 0
L i t

et est égale au vecteur q/ (t) i  +  V' +  X ( 0  k  :

lim —  =  9 ' (0 i  + 1' (0 J  +  X' (0 k .Af-M) A t
On appelle le vecteur défini par cette dernière égalité la dérivée 

du vecteur r  (0 par rapport à la variable scalaire t . On désigne la
dvdérivée par le symbole ^  ou r '.
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Ainsi,

— =»•' =  < p ' (0 * +  (0 J  +  x  (0 fc
d t

(2)

ou
d r __, riÿ . . riz
dt dt d t ^  dt

(2')

Voyons quelle est la direction du vecteur -7 -  .
d t

Quand At -*■ 0, le point Afj tend vers le point M  ; la direction de 
la sécante M M \ coïncide & la lim ite avec celle de la tangente. Par
conséquent, le vecteur dérivée ^  est orienté suivant la tangente à

d t
dvla courbe au point M . La longueur du vecteur est donnée par la 

formule *)

=T/[q>'(o)2+[ti)'(or+[x'(or- (3)
d r  I 
~dt\

Les résultats obtenus permettent décrire aisément l'équation 
de la tangente à la courbe

r  =  x i  +  y j  +  zk

au point M  (,x , p, z) ; il suffit de se rappeler que x  =  q> (f), y =  \p (/), 
z =  X (0-

L'équation de la droite passant par le point M  {x, y % z) est

X - x  Y - y  Z  — z
m  n p

où X j Y , Z  sont les coordonnées du point variable de la droite et 
m, n, p  des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de 
cette droite (c’est-à-dire aux projections du vecteur unitaire de 
la droite).

D ’autre part, nous avons établi que le vecteur

d r  dx du dz—  == —  i  +  ^ L j  +  —  k
dt dt dt dt

est orienté suivant la tangente. C’est pourquoi les projections de ce 
vecteur sont des nombres proportionnels aux cosinus directeurs de

*) Nous supposerons qu’aux points considérés ^ = 0



348 APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL [CH. IX

la tangente et, par conséquent, aux nombres m, /?, p. L’équation de 
la tangente sera donc

X — x  Y - y  Z — z
dx dy dz
dt dt dt

E x e m p l e  1. Ecrire l'équation de la tangente à l'hélice 
x — a cos f, y =  a sin t, z — amt

(4)

pour ! quelconque et pour f =

S o l u t i o n .
dx . dy dz-5 r = - « s m / , -jjj- =  eco s/, - â i = am

Nous avons, d ’après la formule (4)
Y — acost Y — a s iu / Z—amt
—a sin ! aces! — am

En particulier, nous trouvons pour

k
|*«II4*

V » V 2 « V 2  , jiX ------—  Y - 2 Z -— am —  4
a y  2 c 

2
x y 2  

2
am

De même que pour line courbe plane, on appelle normale à une 
courbe gauche en un point donné la droite perpendiculaire à la tan
gente et passaut par le point de tangence. 11 existe, évidemment, une 
iufinitc de normales en chaque point dvune courbe gauche. Toutes 
ces normales sont situées dans le plan perpendiculaire à la tangente 
à la courbe. On appelle ce plan plan normal.

Nous déduisons l ’équation du plan normal en partant de* sa 
définition en tant que plan perpendiculaire à la tangente (4):

—  ( X ~ x )  +  ^ { Y - y )  +  ^ - [ Z ~ z ) = Q .  
dt dt  dt

(5)
E x e m p l e  2. Former l’équation du plan normal à l'hélice au point 

correspondant à la valeur t =  ~  du paramètre.

S o l u t i o n .  Eu utilisant les résultats de l'exemple 1 et la formule (5),
on a :

_  ( a- +  ( r - f - p . ) + m  V 2  ( z - o m - i )  = °

OU

—-Y 4 y  f »» V 2  2= am 2 -5- ] / ï .
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Etablissons maintenant l'équation de la tangente et du plan 
normal a une courbe gauche, dans le cas d’une courbe exprimée par 
les équations:

<1>i (*, y , z) =  0 , d) 2 (*i J/i z) =  0 . (6 )
Exprimons les coordonnées x , y, z de cette courbe en fonction d'un 
paramètre arbitraire t :

*  =  <p ( 0 ,  =  z =  x  (*)• (7)
Nous supposerons que <p (*), ij? (*)> X (0 sont des fonctions dérivables 
de t.

En substituant dans l'équation (6) les expressions de x,  y , z en 
fonction de / pour les points de la courbe, nous trouvons deux iden
tités en t:

0)j l<P (0, (0. X (01 =  0. (8a)
<1>2 1<P (0. ^  (0. X (01 =  0. (8b)

En dérivant les identités (8 a) et (8 b) par rapport à £, nous trouvons:
30>, dx 30), dy , ô<Di dz >

= 0 ,
dx dt dy dt dz dt

ôOj dx âd>2 dy . dO>2 dz
- 0

dx dt dy dt dz dt
Il vient de ces équations que:

*

dx 30>,30>2 dy 00,30)2 30), 30>2
dt dy dz dz dy . dt dz dx dx dz
dz ôOj dC&2 30>, 30)2 dz 30), ô0>2 30), 30),

H T dx dy dy dx dt dx ày dy dx
Nous avons supposé ici que l ’expression

dx dy dy dx
mais on peut démontrer que les formules définitives (1 1 ) et (1 2 ) 
(voir plus bas) sont également valables dans le cas où cette expres
sion est égale à zéro, et que Tun au moins des déterminants figurant 
dans ces formules est différent de zéro.

Il vient de l’égalité (10) :
dx dy dz
dt dt dt

$tl)f d(t 2̂ 0^)2
dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx
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Par conséquent, nous pouvons, en vertu de la formule (4), mettre 
l ’équation de la tangente sous la forme

X — x______________ y — t/_______________Z - g
ô^^2 dd)\ dd^2 dd>2 dO>2 ô<Di cHT̂  ÔO2

dy dz dz dy dz dx dx dz 

ou, en nous servant des déterminants.

dx dy dy dz

X ~ ~ x y - y Z  — z
dd>i dC[> | M>t <9®! M)| dQ)̂
dy dz 

ô d  2 dCD2
dz dx 

dO>2 dd>2
dx dy

dy dz dz dx dx dy

(1 1 )

L’équation du plan normal est alors
» D, 5®, d®t 5® t dd^ ddi

( X - x ) dy dz 
d®2 ô® 2

+  ( Y - y ) dz dx 
dd) 2 dd  2

+  ( Z - z ) dx dy 
d®2 d® 2

dy dz dz dx dx dy

=  0. (12)

Ces formules sont valables quand l ’un au moins des déterminants 
est différent de zéro. Si en un point de la courbe les trois détermi
nants

d d \ d d | d d  i dd>i a®, a®,
dy dz 

d d 2 d d  2 »
dz dx

S®25®2 •
dx dy

a®2a® 2
dy dz dz dx dx dy

s’annulent simultanément, le point considéré est appelé point sin
gulier de la courbe gauche. La courbe peut ne pas avoir de tangente 
en ce point, de même qu’aux points singuliers d’une courbe plane 
(voir § 20, ch. VIII).

E x e m p l e  3. Trouver l'équation de la tangente et du plan Donnai à 
la courbe définie par l'intersection de la sphère ara-f y2-J-x2 =  4r2 et du 
cylindre ar2 +  y2 =  2ry au point M (r, r, r*l/2) (fig. 201).

S o l  u t  i o n .
<Di (*, y, z) =  *2 +  y2 4- z-—4r2,

0>2(x, y, z )= i2-| y2—2ry,
dOt
dx =  2x, dOi

dx = 2*,

dy
d02

= 2ÿ.

dy = 2 ff—2r.

dz
dO>2
dz

= 2 z, 

= 0 .
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Les valeurs des dérivées au point M sont respectivement :
d<Pi

dy dz 2 r l / 2 ,

L’équation de la tangente est :
X - r  Y - r  Z —r ~|/2

0 “  V2 “  —1
L équation du plan normal est :

~\/2 (Y— r)— (Z— r j/2) = 0  ou V 2 y —2 = 0 .

§ 3. Règles de dérivation des vecteurs (fonctions 
vectorielles)

Nous avons défini la dérivée du vecteur
r  (t) =  <p (t) i  +i|> ( t ) j  +  x ( t ) k  (1)

par la relation
r ‘(t) =  y ’ (t) i + ÿ  ( t ) j  +  x# (t) k .  (2)

Il résulte immédiatement de cette définition que les principales 
règles de dérivation des fonctions sont valables également pour les 
vecteurs. Nous établirons ici les formules de dérivation de la somme 
et du produit scalaire de vecteurs, et nous nous bornerons à énoncer 
les autres formules en laissant au lecteur le soin de les démontrer.

I. La dérivée de la somme de vecteurs est égale à la somme des dérivées 
de ces vecteurs.
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En effet, étant donnés deux vecteurs

»’i ( 0  =  «Pi ( 0  * +  «Pi ( 0  J  +  Xi ( 0  * .  1  
®*2 ( 0  =  9 2  ( 0  ■* 4 "  «te ( 0  J  -f - X2 ( 0  * 1  J

leur somme est égale à
r i  ( 0  +  r 2 ( 0  =  lip i ( 0  4 -  y>2 (0 1  i  4 -  

4 -  l«pi ( 0  +  «P2  (0 1  i  4 -  I x t  ( 0  4 -  X2  (0 1  * •
Par définition, la dérivée du vecteur variable est:

■ if,W  +  n ( 0 ] = [q ,| ( ,) +  Ta(or< +
ut

+  n > i(o  +  «p2( o i v  4- ix i ( o  +  x a( o r *
ou

d[ri(t) +  r 2(t)] ==[,r'l(e) +  q i(0 ] i  +  (() +  ^  (0] j  +
dt

+ [x i ( o + x i  (01 * = [«p; ( o  i + «p; ( o  j + x; ( o  * 14- [«pi ( o  i +
+  ( 0  J  +  X2 ( 0  * ]  =  **I +  fr*2 -

Par conséquent,
d[rt (i) +  #’2(fl1_ r f r t d r2 

A d/ dt
II. La dérivée du produit scalaire de deux vecteurs est donnée par 

la formule
dQV’z)

dt
drt , „  drz----î 2 +   •dt dt

(N)

En effet, si les vecteurs /‘j ( 0  et r 2 ( 0  sont définis par les formules 
(3), leur produit scalaire est égal à

r ,  ( 0  r 2 ( 0  =  Ç>i<P2 +  «pi«p2 +  XiX2 -
C’est pourquoi

d i n r j
dt <Pi«P2 +  <Pi<Pi +  «Pi«p2 +  «Pi«Pi 4 -  X1X2 4- XiXi =

=  («PÎ«P2 +  «Pi'«p2 4 -  X1X2) 4 - (<Pi«Pi +  «Pi«Pi 4 -  XiXi) =
=  («pii 4 -«Pii 4- xi*) («Pz< 4- «P2 ./ 4 - X2* )  +

4 -  («Pli 4 -  « p li 4-  Xi*)(«pii 4 -  «pii4 -  xi*) =  T r 2 +  f i T -at at
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Le théorème est démontré.
Nous déduisons de la formule (II) un corollaire d’une grande 

importance.
C o r o l l a i r e .  La dérivée du vecteur unitaire e (c'est-à-dire 

tel que | e | — 1) est perpendiculaire à ce vecteur.
D é m o n s t r a t i o n .  Si e est un vecteur unitaire, alors

ee =  1.
Dérivons les deux membres de cette égalité par rapport à l :

de de -e ------1------e =  0
dt dt

ou

Donc, le produit scalaire

2e— = 0 .  
dt

de ne ----= 0 ;
dt

cela signifie justement que le vecteur est perpendiculaire au 
vecteur e.

III. Si f  (t) est une fonction scalaire et r  (t) une fonction vecto
rielle, alors la dérivée du produit f  (t) est donnée par la formule :

d ( f r )  d f  _ . / d r-------- = ----- T  +  / -----  *dt dt dt
(III)

D é m o n s t r a t i o n .  Si le vecteur r  {t) est déterminé par la 
formule (1) alors

f  (t) r  (t) =  /  (0 <p (0 i  +  f  (t) +  f  (l) % (0
Nous obtenons d ’après la formule (2):

d(f{t )r( t ))___(  df „  , 4 Apy\ Â , (df_
dt

+  ( l T * + / | r )  * = - f - < i ’* + M + x * >  +  

+  l ( * * i + * t J + Ê L k )  =  l L r  +  f ± 1.
\ d t  T  dt dt /  dt dt

23—1162



354 APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÊRFNTI1- L [CH. IX

IV. On peut sortir un facteur numérique constant de sous le signe 
de la dérivée

d(a-r(l))
dt

a —  =  a r ' ( t ) .  
dt

(IV)

à fCela découle de III, si f  (t) =  a =  const. Par conséquent, — 0.
V. La dérivée du produit vectoriel des vecteurs r t (t) et r 2 (t) est 

déterminée par la formule
d(V i X >*2)

dt
drt dr•>—  x  r 2 +  r t x  —
dt dt

(V)

Elle se démontre comme la formule (II).

§ 4. Dérivées première et seconde d'un vecteur par rapport 
à la longueur de l'arc. Courbure de la courbe. Normale principale. 

Vitesse et accélération du point dans un 
mouvement curviligne

La longueur de l'arc *) d’une courbe gauche M qA — s est définie 
de la même manière que pour une courbe plane (fig. 202). La lon
gueur de l’arc s varie quand le point variable A Or, y, z) se déplace 
le long de la courbe; inversement, quand s varie, les coordonnées

x , y , z du point variable A de la cour
be varient.

Par conséquent, on peut considérer 
les coordonnées x, y , z du point varia
ble A de la courbe comme des fonctions 
de la longueur de l’arc s:

x  =  <p (s), y =  ^  (s), z =  x (s)-
Dans ces équations paramétriques le para
mètre est la longueur de l’arc s.

Le vecteur OA = r  s’exprime de la 
manière suivante:

r  =  q> (s) i  +  \J) (s) j  +  x (s) k
ou

r  =  r  (s), (1 )
c’est-à-dire le vecteur r  est une fonction de la longueur de l’arc s.

di*Elucidons la signification géométrique de la dérivée .

*) Voir définition de la longueur de Tare d’une courbe plane |  1, ch. VI 
et § 3, ch. XII.
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Il découle de la figure 202 les égalités:

MoA =  s, AB  =  As, MoB — s +  As, 

Ô À = r  (s), Ü B =  r  (s +  As),

ÂB = Ar  =  r  (s +  As) — r  (s),

A r  AB
As AB

étv ArNous avons vu, au § 2 . que le vecteur *3-  =  lim -r— est dirigén ds As *
suivant la tangente à la courbe au point A dans le sens des s crois
sants. D’autre part, nous avons l ’égalité lim ^

AB
=  1 (la limite

du rapport de la longueur de la corde à la longueur de l’arc sous-
dvtendu •)). Par conséquent, est un vecteur u n i t a i r e  dirigé 

suivant la tangente. Désignons-le par o:
dr - =  a.
ds

Si le vecteur r  est donné par ses projections: 
r  — x i  -f y j +  zfc,

alors

(2)

a - È L i + È L J + Ê L
ds ds ds

k . (3 )

où

A ï H i M ï f - ' -

Considérons, ensuite, la dérivée s e c o n d e  de la fonction

vectorielle r ,  c’est-à-dire la dérivée de , et donnons la signification 
géométrique de cette dérivée seconde.

*) Nous avons démontré cette égalité pour les courbes planes au § 1, ch. VI. 
Elle est également vraie pour les courbes gauches r  (t) =  <p (t)i +  (t)j+
+  % (t)flc si les dérivées des fonctions tp (I), (/) et % (0 sont continues et ne
s’annulent pas simultanément.
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Il vient de la formule (2) que
dfr

ü f
_  d ï d r  1

ds l ds J
Par conséquent, nous devons calculer

do
æT

r  Aa lim “r .
__  A»-»0  As

D’après la figure 203, AB  =  As, AL =  a, J3/Îl =  o +  Ao. Me
nons du point B  le vecteur BLt =  o. Il vient du triangle BKL\ :

1ÏK =  BLi + L jC
ou ___

o +  Aa =  o  +  LfK
Par conséquent, LfK =  Ao. Puisque la longueur du vecteur o est 
constante,

| a  | =  | a  +  Ao | ;
il en résulte que le triangle BKL\ est isocèle. L’angle A<p au sommet 
de ce triangle est l ’angle de rotation de la tangente à la courbe quand

on passe du point A au point B . Il corres
pond donc à l'accroissement de la longueur 
de l'arc As. Il vient du triangle BK Lt :

LiK =  \A o\ =  2 \o \ . Aq> sin — =  2 . Aq> sin —-
2 2

(car | a  | =  1 ).
Divisons les 

égalité par As:
deux membres de cette

A<pAo __9

A<p
s i n - 1

2
. Aq> s in  —-  

2
As

--  Cà
As A<p

~2
As

Passons à la limite dans les deux membres de cette égalité, en faisant 
tendre As vers zéro. A gauche, nous trouvons :

De plus,

lim
Af—Mî

lim
a*-m>

A ® do
As ds

61 n A<p

A<p
2

=  1,
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puisque nous considérons des courbes pour lesquelles la limite
lim —  existe et que, par conséquent, A<p ->* 0 quand As 0. 
à»-* o
Ainsi, nous avons, après le passage à la limite.

d a
ds

=  lim
As-* 0

A<p
As (4)

On appelle courbure moyenne de l’arc AB  de la courbe considérée le 
rapport de l’angle de rotation A<p de la tangente, quand on passe du 
point A au point B , à la valeur absolue de la longueur As de l ’arc 
AB :

courbure moyenne = Aq>
As

La limite de la courbure moyenne quand As 0 est appelée courbure 
de la courbe au point A et désignée par la lettre K  :

K =  lim
As-*0

A<p
As

daMais alors il vient de l ’égalité (4) que |^ - |  =  K, c’est-à-dire la
longueur de la dérivée par rapport à la longueur de l’arc du vecteur 
unitaire *) de la tangente est égale à la courbure de la courbe en ce
point. Le vecteur a  étant un vecteur unitaire, la dérivée ^  lui est
perpendiculaire (voir § 3, ch. IX, corollaire).

Ainsi, le vecteur ^  est dirigé suivant la perpendiculaire au ds
vecteur de la tangente, sa longueur est égale à la courbure en ce 
point.

D é f i n i t i o n .  On appelle normale principale à la courbe, 
en un point donné, une droite coïncidant avec le support du vecteur 
d a— . On désigne par n  le vecteur unitaire de cette direction. as

La longueur du vecteur ^  est égale à la courbure K de la courbe,ds
par conséquent.

aa
ds

=  K ?i.

*) Rappelons que la dérivée d’un v e c t e u r  est encore un v e c t e u r ,  
de sorte qu’il y a lieu de considérer la l o n g u e u r de cette dérivée.
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J
La quantité— est appelée rayon de courbure de cette courbe au point

I
donné, et on la désigne par R , c’est-à-dire ^  =  R. On peut donc 
écrire:

do n  ttA
d£ ds R ’ ( '

Il vient de cette formule :

Mais
â r  â x  . <Py â z
d? d£ d£ d£

Par conséquent,

(6)

(6 )

La formule (6 ') permet de calculer la courbure en un point quel
conque d’une courbe donnée par ses équations paramétriques, dont 
le paramètre est la longueur de l ’arc s (c’est-à-dire quand le rayon 
vecteur du point variable de cette courbe est une fonction de la 
longueur de l’arc).

Considérons le cas où le rayon vecteur v  est fonction d9un para
mètre quelconque t:

r  = r  (t).

Dans ce cas, nous considérerons s comme une fonction du paramètre t. 
Le calcul de la courbure est alors effectué de la manière suivante :

d r  dr ds
dt ds dt (7)

Comme
dr
ds =  1 *),

*) Cette égalité résulte de ce que I ~  I =  lim 7— -[ • Mais Ar est la corde ' ^  I ds l | As |
sous-tendant l’arc de longueur As. C'est pourquoi tend vers 1, quand As -** 0.
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alors

(8)

Dérivons les deux membres de cette égalité et simplifions par 2, 
nous avons:

dr S r   ds S s  ^
dt d? dt dt2

Il vient de la formule (7) :

d r   dv 1
ds dt ds

dt

Dérivons par rapport à s les deux membres de cette égalité :

S s
S r  S r  1 dr dt2
dS dt2 f  ds V dt (  ds Y "

\  dt )  \  dt )

d*ren substituant l ’expression trouvée pour dans la formule (6 ), 
nous avons:

R2'

cfs
cfr 1 dr dt2 
d f  (  ds V dt (  ds(  ds_Y dt f  ds V 

\  dt )  \ d t  )  -

m w -
S r  dr ds (fs 
dt2 dt dt dt?

( d r Y / c f s  y  
V dt )  V d f  )

(£)’
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ds cPsExprimons maintenant ^  et ^  à partir des formules (8 ) et (9)
en fonction des dérivées de r  (t), nous avons *) :

/ (?r V  /  dr  y  /  cfo* d r V
\ d<2 / V"dT/ ~ \~d7  HT)

R* O '
(10)

La formule (10) peut être mise sous la forme **) :

T
K2= — =

R*

[~ dr ê r  l 2

L dt de \

m

(11)

Nous avons donc établi une formule permettant le calcul de la 
courbure en tout point d’une courbe donnée par des équations para
métriques de paramètre q u e l c o n q u e .

Si, en particulier, la courbe est plane et est située dans le plan 
Oxy7 elle a pour équations paramétriques:

X  =  q> (0, y  =  ^ (0* Z = o .

En substituant ces expressions de x, y, z dans la formule (11), nous 
retrouvons la formule exprimant la courbure d’une courbe plane, 
donnée par des équations paramétriques, que nous avions précédem
ment établie (cf. ch. VI) :

K = |<p# (* )tlT (fl—

{[<p'(<)]2 + i ^ ( o f } Vi

+) Nous transformons le dénominateur de la manière suivante:

( t M C f ) * } * - { ( ■ £ - ) ■ } * •

Nous ne pouvons pas écrire ( “ jjr- ) 6 * car ( “̂ " ) 2 désigne le carré scalaire

du vecteur et désigne le cube du nombre

L'expression n'a pas de sens.
**) Nous avons utilisé l’identité

a26*_(a 6)2=:(a X 5)2
que l'on vérifie aisément en la mettant sous la forme :

cos <p)a =  (ab sin <p)a.
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E x e m p l e .  Calculer la courbure de l'hélice 
r = i a  cos t -\-ja  sin t H- k a m t ,

en un point quelconque.
S o l u t i o n :

d r
i r =  —ia s in  t ^  Ja cos t fcam.

dt2 — ta  cos t — ja  sin t ,

dr_ dh^  
dt X d£2

< J le
— a s in f  a cos f am 
—a cos t — a s in / 0

=  <a2m sin £ —jaPm  cos t + Ica2,

( 4 * 4 ) ' — * * + « •
=  a2 sin2* -fa 2 cos2 *-f a2m2= a 2 (1 -f m2).

Par conséquent.
1 _  1

/?2 ~  [o* (1 +  m2)]3 ~  a2 (1 + ro2)2 *
d'où

R = a (1 +  m2) =  const.
Nous concluons donc que le rayon de courbure de l'hélice est constant.

R e m a r q u e .  On peut toujours supposer quvune courbe plane
est située dans le plan Oxy. (Il suffit d ’effectuer un changement

« d?zd’axes de coordonnées). Dans le plan Oxyy z =  0 ; mais alors ^  =  0
et, par conséquent, le vecteur n  est également situé dans le plan Oxy. 
Une conclusion s’impose donc: la normale principale à une courbe 
plane est située dans le plan de la courbe.

V i t e s s e  d*u n p o i n t  e n  m o u v e m e n t  c u r v i 
l i g n e .  Supposons qu’à l’instant t du temps le point mobile 6e 
trouve au point M  déterminé par le rayon vecteur OM =  r  (t) 
(cf. fig. 200), et qu’à l ’instant t +  At au point M\ déterminé par le 
rayon vecteur OM\ =  r  (t +  A/). Le vecteur MM\ est alors appelé 
vecteur du déplacement du point. Le rapport du vecteur du déplace
ment MMi à l ’accroissement correspondant du temps At est appelé 
vitesse moyenne du point au cours de ce laps de temps

MM* Av
l moy ■

w/nj iA'r nÆKT-----1 = ----- =  MN.
At At

Le vecteur de la vitesse moyenne est également dirigé suivant la 
corde MM\ (cf. fig. 200, p. 345) dans le sens du mouvement du



362 APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL [CH. IX

point (lors d’un mouvement rectiligne il est orienté suivant la tra
jectoire elle-même).

La vitesse du point à un instant donné est définie ainsi
Ai*v =  lim (t’moy) =  lim —— 

Ai-*0 A<-*■(> A l

dr
~ d t'

autrement dit
drv =  —  
dl

(12)

On peut dire ainsi que la vitesse du point à un instant donné est la 
dérivée première du rayon vecteur du point par rapport au temps.

Il découle de la formule (2') § 2 que les projections de la vitesse 
sur les axes de coordonnées seront :

vx
dx
dt vz

dz
dt

Le module de la vitesse est déterminé d’après la formule (3) § 2

- n i h d h w  »
Si l’on introduit la longueur de l’arc s, comme nous l ’avons fait 

au début de ce paragraphe, et si nous considérons la longueur de 
l’arc s comme une fonction du temps t , alors la formule (1 2 ) peut 
s’écrire ainsi :

v = dr
dt

dr ds 
ds dt

(14)

ou v =~ j — est la valeur absolue de la vitesse, c  le vecteur unitaire, at
orienté suivant la tangente dans le sens du mouvement.

A c c é l é r a t i o n  d u  p o i n t  e n  m o u v e m e n t  
c u r v i l i g n e .  De même que nous l ’avons défini au § 25 du 
ch. III, on appelle accélération w  du point en mouvement curviligne 
la dérivée du vecteur vitesse par rapport au temps

dt
(15)

drOr v  = —  , par conséquent ai
â r
I F '

w  = (16)
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Si nous nous basons sur la formule (14) nous obtenons:
dv d(v-o)w  — -----=  —---- -.
dt dt

Calculant cette dernière dérivée d'après la formule (III) § 3, 
nous obtenons

dv . dow  — ---- o 4 ~ v -----.
dt dt
do

(17)

Transformons la dérivée en utilisant les formules (7) et (5) :dt
d o  do ds   n
dt ds dt R

Portant dans l'égalité (17) nous obtenons en définitive:
dv f 2  n  ,AQ.w — ---- o4~ i f -----. (18)
dt ^  R

Ici o désigne le vecteur unitaire orienté suivant la tangente dans 
le sens du mouvement, n  le vecteur unitaire orienté suivant la nor
male principale.

La formule (18) peut être énoncée ainsi.
La projection de Vaccélération du point sur la tangente est égale à 

la dérivée première de la valeur absolue de la vitesse, et la projection de 
Vaccélération sur la normale principale est égale au carré de la vitesse, 
divisé par le rayon de courbure de la trajectoire au point considéré.

Comme les vecteurs a  et n  sont perpendiculaires, le module de 
l’accélération est déterminé par la formule

w = v ^ M ï ) ‘ - «»•»

§ 5. Plan oscillateur. Binormale. Torsion d ’une courbe
gauche

D é f i n i t i o n  1. On appelle plan oscülateur à une courbe 
donnée au point A le plan défini par la tangente à la courbe et la 
normale principale en ce point.

Il est évident que le plan oscillateur p une courbe plane coïncide 
avec le plan de cette courbe. Si la courbe n’est pas plane, les plans 
oscillateurs, correspondant à deux points P  et Pi de la courbe, for
ment entre eux un angle dièdre p. Plus p est grand, plus la courbe 
diffère d’une courbe plane. Pour être plus précis, introduisons la 
définition suivante.
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D é f i n i t i o n  2. On appelle binormale la normale à la courbe 
perpendiculaire au plan oscillateur.

Choisissons, sur la binormale, un vecteur unitaire b et orien- 
tons-le de sorte que les vecteurs a, n , b forment un trièdre trirectan- 
gle de même orientation que les vecteurs unitaires i, j , k  des axe& 
de coordonnées (fig. 204, 205).

Fig. 204 Fig. 205

Nous avons, en vertu de la définition des produits scalaire et 
vectoriel :

6 = a  X n ;  b b  = 1. (1)

Calculons la dérivée — . En vertu de la formule (V), § 3, nous
avons:

db d (o X n )  do , dn---- =  —-------- - = —  x  n  +  c r x ------.
ds ds ds ds (2)

Mais ^  ~  (voir § 4), c’est pourquoi

do 1—  X n  — — n X n =  0, 
ds R

et la formule (2 ) peut être mise sous la forme
db dn--- = O X ---- .
ds ds (3)

11 découle de la définition du produit vectoriel que le vecteur 
est perpendiculaire au vecteur de la tangente a. D’autre part.db 

ds

— est perpendiculaire à ft, puisque b est un vecteur unitaire (voir 
§ 3, corollaire).

Nous concluons donc que le vecteur ^  est perpendiculaire à a et 
à b, autrement dit, colinéaire au vecteur n
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Désignons par ^  la longueur du vecteur ^ , c’est-à-dire posons :

db 1 1  .
d s \ T f

alors
db 1—  =  — n . 
ds T (4)

On appelle j; torsion de la courbe donnée.
L’angle dièdre |i, formé par les plans oscidateurs correspondant à 

deux points de la courbe, est égal à l ’angle formé par les binonnales.
Nous pouvons alors écrire une formule analogue à la formule (4) 

du § 4, ch. IX :
db
ds

=  lim —- —. 
Aa-*0 |As|

Ainsi, la torsion de la courbe au point A est égale, en valeur absolue, 
à la limite du rapport de l ’angle \i, formé par les plans oscillateurs 
au point A  et au point voisin B , à la longueur | As | de l’arc AB  
quand A5 -► 0 .

Si la courbe est p l a n e ,  le plan oscillateur ne varie pas et, 
par conséquent, la torsion est égale à zéro.

Il résulte de la définition de la torsion que cette quantité carac
térise l'écart entre une courbe gauche et une courbe plane.

La quantité T  est appelée rayon de torsion de la courbe. Trouvons 
la formule donnant la torsion. Il vient des formules (3) et (4) :

1— n  
T ds

Multiplions scalairement les deux membres de l ’égalité par n , 
nous avons:

1— n n  =  n  
T

a  X dn
H T]•

Le second membre de cette égalité est ce que l ’on appelle le produit
dïïtmixte de trois vecteurs n , a et On sait que ce produit ne varieas

pas lors de la permutation circulaire des facteurs. Comme n n  =  1, 
nous pouvons mettre la dernière égalité sous la forme:
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OU

1 r  „ d n - \— =  — a  n  X -----
T  L ds J (5)

fj2r
Mais comme n  — R  •?-=-, alorsÛF

d n  ^  d*r dR <fr
ds ds3 ds dê

[nx-^Ufl-^X fn i ï .+ ™_ÊL) =
L ds J  ds2 l  ds3 ds ds2 J

n2 f  d V  1 „  d f l  [~ d V  d V  1
~ i î LdS!! dsj J'f i î dS Lds* dS? r

le produit vectoriel dvun vecteur par lui-même étant égal à zéro,
r d v  d V l
L ds* ds* J

Ainsi,

[ * * $ ] - * [ £ * £ ] •
di*En remarquant que o =  -^  et en revenant à l'égalité (5), en a

_1______ p2 d r  f  ê r  w d V  ]
T1 ds L ds2 X ds3 J' (6)

Si r  est exprimé en fonction d'un paramètre arbitraire /, on 
peut démontrer *), de la même manière que dans le paragraphe

*) En effet,
dr d r  ds
dt ~~ ds dt ' 

dérivons encore une fois cette égalité par rapport à t : 
d*r d f d r  \  ds ds , dr d*s d*rd l  d r  \  ds ds t dr  

ds \  ds ) dt dt ds
dr d*s

dt* ds \  ds J dt dt T ds dt2 ds* \  dt f 1 ds dt* 

Dérivons de nouveau la relation obtenue par rapport à t : 
d*r d /  d*r \  ds i  ds \  2
dt«

d f  d * r  \  ds /  ds \  ï
v“5^“/ "dt \ n r ) d 2 r . 2  — — 4ds*
dr d*s d*r
ds dt* ds8

dt dt* 
d*r ds d*s

d t dr \  ds d*s 
ds \  ds ) dt dt* “h

d r  éPs
ds* dt dt* ^  ds dt*
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précédent,
dr  T ( fr  d V l

dr  T (Pr dV 1_ dt L d f  d f  J
ds L d f  d f  J | ^ y

En substituant cette expression dans la formule (6 ) et en rem
plaçant R2 par son expression tirée de la formule (11), § 4, nous trou- 
vons en définitive:

dr  T <tr dPr 1

1   dt L d f  dt8 J
T f  dr ( fr  T

L dt X d? J
(7)

Cette formule nous permet de calculer la torsion en tout point 
d’une courbe donnée par ses équations paramétriques dans le cas 
d’un paramètre arbitraire L

Remarquons que les formules exprimant les dérivées des vecteurs 
o, b, n  sont appelées formules de Serret-Frénet:

d o _ n  d b _n  à n __  a b
~ fc = ~ R ' 'd T = ~ ~ 'R ~ " T m

Formons ensuite le produit mixte:
dr  /  d2r d3r  \
~sr ) =

_  dr ds f T d*r / ds \  2 dr d2s 1
~  eU W  X l 'd ï ï '  \~dF) +  ‘d T 'Â * 'J ><

 ̂ f  d3r /  ds \  3 ( o d*r ds dïs x dr éPs ^
L d ^ V d T /  +  d ^ ^ “d F  +  "dT'di3'J j  *

Développons ce produit, d’après la règle de multiplication des polynômes,, 
en omettant tous les termes dans lesquels entrent au moins deux vecteurs iden
tiques (car le produit mixte de trois vecteurs, dont deux sont identiques, est. 
égal à zéro) ; nous trouvons :

dr  /  d*r d*r \ _  dr  / d*r dPr \  /  d s  \  6
dt V d/2 X d*s ) "  ds \ ’dP"X "d^‘ j \~ d t)  *

En remarquant que

( £ ) ’ - ( £ ) ’ • -  ( * ) * - { ( * • ) ' } * •
nous trouvons l ’égalité cherchée.
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La dernière d’entre elles peut être établie comme suit:
n  =  b x a,

dn d(b x a) db w . . do n  . . . .  «---- = —--------- = ----X tr 4- 6 X -----=  — x o +  6 X —  =
ds ds ds ds T R

1 1=  — » X  <r 4-----b X n \
T R

mais
n x  o =  — b; b x  n — — <r,

c’est pourquoi
dn b o
~ds T ~R‘

E x e m p l e .  Calculer la torsion de l ’hélice
r = i a  cos t -f- ja sin t -\-k a m t.

S o l  u t i o n .
— a sin t  a  cos t a m

"dT L’S*’ ^  Â» J ” —a cos* —a sin* 0 
a sin * —a cos* 0

= a 3m,

tffom /-F2«* * l t
“5 T X “5ts"J l m*) (voîr exemple du § 4).

Par conséquent»
j ,____fl* (1 4- m2) __  fl (i -|- mg)

fl8/n m

Soit
§ 6 . Plan tangent et normale à une surface

F{x , y, z) =  0 (1 )

l'équation d'une surface.
Introduisons les définitions suivantes.
D é f i n i t i o n  1. On dit qu'une droite est tangente à une sur

face en un point P (x, y, z) si elle est tangente à une courbe quel
conque tracée sur cette surface et passant par ce point.

Puisqu’une infinité de courbes tracées sur la surface passe par 
le point P (x, y , z), il y aura également en ce point une infinité de 
tangentes à cette surface.

Définissons les points simples et les points singuliers d'une sur
face F (x, y, z) =  0 .

On dit que le point A/ est un point singulier de la surface si les 
ôF ôF ÔFtrois d é r i v é e s , r— s’annulent simultanément en ce point ou dx dy dz
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si l ’une au moins des dérivées u’exisle pas en ce point. Le point M
est dit point simple si les dérivées V- , — existent et sont con-dx dy dz
linues en ce point et si Tune d'entre elles au moins est différente de
zéro.

Knonçons le théorème suivant.
T h é o r è m e .  Toutes les droites tan

gentes à la surface (1 ) au point simple P 
appartiennent à un même plan.

D é m o n s t r a t i o n .  Considérons sur 
la surface une courbe L (fig. 206) passant 
par un point P donné de la surface. Soient

y  = 1» (0; z = x (0 (2)
les équations paramétriques de cette courbe.

La tangente à celte courbe est, par définition, une tangente à la 
surface. Les équations de celle tangente sont

X  — x _Y — y __Z — z
dx dy dz
dt dt dt

Si l ’on substitue les expressions (2 ) dans l’équation (1), cette 
équation devient une identité en / puisque la courbe (2 ) est tracée 
sur la surface (1). Dérivons cette identité par rapport à f, nous 
avons *) :

O F d x  dF dy dF dz
dx dt dy dt dz dt

di*Considérons, ensuite, les vecteurs JV et - r  , passant par le point P:dt

__ dF . dF . dF _
N  = ---- H ------- j  -j-------k .

dx dy dz (4 )

Les projections ^  ce vecteur dépendent des coordonnées
x , y , z du point P. Remarquons que ces projections ne s’annulent

*) Nous utilisons ici la règle de dérivation des fonctions composées de 
trois variables. Cette règle est valable dans le cas présent puisque les dérivées
partielles so,,t continues par hypothèse.

24—1162
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pas simultanément au point P , puisque P est un point simple. C’est 
pourquoi

Le vecteur
dr dx . dy dz ,
—  = --------i  - f  — — J A --------------k
dt dt dl dt (5)

est tangent & la courbe passant par le point P  et tracée sur la sur
face. On peut calculer les projections de ce vecteur à partir de l ’équa
tion (2 ), en donnant au paramètre t la valeur qui correspond au point

dyP . Calculons le produit scalaire des vecteurs X  et il est égal
à la somme des produits des projections 
correspondantes :

d r   dF dx dF dy âF dz
dt dx dt dy dt dz dt

En vertu de la formule (3), le second 
membre de cette expression est égal 
à zéro et, par conséquent,

drX — = 0 .
dt

On déduit de cette égalité que le vecteur X  est perpendiculaire au 
dyvecteur -r- de la tangente à la courbe (2) au point P . La démonstratif

tion que nous venons de donner est valable pour toute courbe (2 ) 
passant par le point P et tracée sur la surface. Par conséquent, tou
tes les tangentes à cette surface au point P sont perpendiculaires à 
un même vecteur N  ; elles appartiennent donc toutes à un même 
plan perpendiculaire au vecteur N . Le théorème est démontré.

D é f i n i t i o n  2. Le plan formé par toutes les tangentes en 
un point P aux courbes tracées sur une surface et passant par ce 
point est appelé plan tangent à la surface au point P (fig. 207).

Notons que le plan tangent peut ne pas exister si P est un point 
singulier de la surface. En de tels points, les droites tangentes à 
la surface peuvent ne pas appartenir à un plan unique. Le sommet 
d’un cône, par exemple, est un point singulier et en ce point les 
tangentes à la surface n’appartiennent pas à un plan unique (elles 
constituent précisément la surface conique).

Formons l’équation du plan tangent à la surface (1) en un point 
simple. Ce plan étant perpendiculaire au vecteur (4), son équation
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est de la forme

(ü>

Si la surface est donnée par l'équation
z = f  fa  y) ou z /  (*, y) =  0 ,

alors
d F ____df_ dF_____df_ dF_
dx dx * dy dy dz

et Téquation du plan tangent est

Z - z = J ! L ( X - x )  +  - 2 L ( Y ~ y ) .
dx dy

(6 )

R e m a r q u e .  Si l'on pose dans la formule (G') .Y — x =  Sx;  
Y  — y =  Ay, on a

le second membre est la différentielle totale de la fonction z =  
= /  (x, y). Par conséquent, Z — z — dz. Ainsi, la différentielle tota
le cf une fonction de deux variables au point AI (x, y), qui correspond 
aux accroissements Ax et A y des variables indépendantes x et y, est 
égale à l ’accroissement correspondant de la cote (2) du plan tangent 
à la surface représentant le graphique de cette fonction.

D é f i n i t i o n  3. On appelle normale à la surface (1) en un 
point P (x, y, z) la droite perpendiculaire au plan tangent à la 
surface en ce point (fig. 207). Formons réquation de la normale. 
Celle-ci étant orientée suivant le vecteur JV, son équation est

dx dy

X  — x Y - y  Z — z 
dF ~  dF ~  dF 
dx dy dz

(7)

Si l ’équation de la surface est z =  /  (x, y) ou
*—/(*» ÿ) =  0 .

l’équation de la normale sera :
X  — x Y  — y Z — z 

df ~  df ~  i
dydx
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R e m a r q u e .  Supposons que la surface F (x, y , z) =  0 soit 
la surface de niveau pour une fonction de trois variables u (x, y, z), 
autrement dit,

F (*. y, z) =  u (x, y, z) — C =  0.
Il est évident que le vecteur N y défini par la formule (4), dirigé 
suivant la normale à la surface de niveau F =  u (x, y, z) — C =  0, 
sera

c’est-à-dire

^ du . du

N  =  grad u.
Par cela même nous avons démontré que le gradient de la fonction 
u (x, y, z) esf dirigé suivant la normale à la surface de niveau passant 
par le point donné.

E x e m p l e .  Former Téquation du plan tangent et l ’équation de la 
normale à la sphère z2= 1 4  au point P  (1, 2, 3).

S o l u t i o n .
F (** y. + + 14 = 0  ;

W «
0» ~ 2* i dt ~ 2 ii

pour x =  1, y =  2, z = 3  nous avons 
dF
dx ._2 • - $ £ . - 4 -  ^ - 6a*, • dz

ou

Par conséquent, l ’équation du plan tangent est:
2 (x— l ) + 4  (y—2 ) +  6 (a—3) =  0

x+2y-f-3z— 14 =  0. 
L’équation de la normale est

x —1 y —2 z—3

ou
2 4 6

i

iH

i
CM1a»i z—3

Exercices 

Calculer la dérivée des vecteurs:

1. ‘ r = « c tg < + /a r c tg  I. Rép. r» =  — 5^ 2 7 * +

2.  r = U - t + J 2 t + k L a g t . H € p . r ,  =  — i e - t + 2 J + y .

3. /-=<2< - 4 + —  Rép. r' =  2/<-J--—— —  •
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4. Trouver le vecteur de la tangente, l 'équation de la tangente et l ’équation 
du plan normal à la courbe r  =  / < - f a u  point (3, 9, 27).

x — 3 _ y—9 z—27 #
27 ; le planRép. r ' — l ! -6/-I 271c; la tangente est 

normal: x-f 6y -f 27z —786.
5. Trouver le vecteur de la tangente, l ’équation de la tangente et l ’équation

du plan normal a la courbe: r  =  i  c°s2-|-+-g* /s in  / - f l c s i n - | - . Rép. r' =
1 1 1 t

— 2 Iccos-g- ; l ’équation de la tangente est
* 1 

.Y —cos2 y  V — -^sinf

— sin t COSt

Z - s i n Y

tcosT
; l ’équation du plan normal est

•f .Y sin / — y  cos t — Z cos~  =  -f xsin  / — yco a t—zcos-J-, où x, y , z sont 
les coordonnées du point de la courbe par où passe le plan normal 
| c ’est-ù-dire x = c o s2 y  f y = - —sin/ ,  z =  s i n y j .

G. Trouver l ’équation de la tangente à la courbe x =  / —sin/ ,  y = i  — cos/,
f  X ___  Yz - - 4 s i n— et les cosinus directeurs de cette tangente. Rép. ---------2.= ̂ /osin

y - n
cos4r

2
Z — Zq . .  /q 0  1 . to----- coscc = sm2-£-; cosp=-^-sm t0; cos y =  cos .
c‘g T

7. Trouver l ’équation du plan normal à la courbe z —x2—y2, y = x  à l ’ori
gine des coordonnées. I n d i c a t i o n .  Exprimer la courbe à l ’aide d ’équa
tions paramétriques. Rép. x-|-y =  0.

8. Trouver cr, #i, 6 au point / =  —  pour la courbe r =  / (cos/-f-sin5 /) +  

n/(l-
- V  }
1/14

A  CJ_/ t_£
-f-,7sin / (1 — cos /)—le cos /. Rép. a =  -^=( — i-) J + k ) ; n  = ------------  ;

b i - 2 j ^ $ k

9. Trouver l 'équation de la normale principale et de la binormale à la courbe 
/4 *3 /2 • « / . x —x0 y—ÿo

x" ; y ~~3 ’ s ~~2 aU p0,nt (x°* yo' *»>• R6p‘ -^+ 2^ = T ^ 3‘ =
_  Z — Zp . J  —  Xp _  y — ÿQ _  Z Zq 

— 2/8 — «o * 1 —2/0 /J
10. Trouver l’équation du plan osculateur à la courbe y* =  x; x* =  z au point 

A/( l ,  1, 1). Rép. 6 x - 8 y - i + 3 = 0 .
11. Trouver le rayon de courbure de la courbe donnée par les équations 

*•* +  y* +  ** — 4 = 0 ,  x + y  — z =  0. Rép R =  2.
12. Trouver le rayon de torsion de la courbe: r =  i  cos J  sin / +  le sh Z. 

Rép. T =  —ch /.
13. Trouver le rayon de courbure et le rayon de torsion de la courbe r  =  tH -f- 

+  21 f. Rép. «  =  4  1 ^  +  9<1)*/a- T = c o .
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14. Démontrer que la courbe r=(fli*2 +  btt +  ci) i  +  (a2t* +  b2t +  C2W +  
+  +  a )  k  est une courbe plane. Rép. r^ = 0 f c’est pourquoi la
torsion est nulle.

!5. Trouver la courbure et la torsion de la courbe x — ei% y =  ertt z —i *|/2.

16. Trouver la courbure et la torsion de la courbe x=e~*s i nt ;  y =  e~t cost ;

18. Trouver l'équation de la normale h la surface x2—4y2-| 2«2= 6  au point 
(2, 2. 3). Rep. y -}- 4x =  10 ; 3x—2 =  3.

19. Trouver l ’équation du plan tangent à la surface z =  2x2-[-4p2 au point 
M (2, 1, 12). Rép. 8 x + 8 y - z = 1 2 .

20. Mener un plan tangent à la surface x2 +  2y2 -}-s2 =  1 de sorte qu’il soit

Rép. La courbure est égale à V 2

<*+ y)2 *

1 /2  12 =  «— Rép. La courbure est égale à 1* torsion à—-g-e*.

17. Trouver l ’équation du plan tangent à 1 ’hyperboloïde 1a* o* c*
h u  point ( x , ,  p i ,  i j ) .  Rép. =

parallèle au plan x —i/-j-2z =  0. Rép. x —y + 2 z  =



Chapitre X

INTÉGRALE INDÉFINIE

§ I. Primitive et intégrale indéfinie
Nous avons étudié, au chapitre III, le problème suivant: étant 

donnée une fonction F (a*), trouver sa dérivée, c’est-à-dire la fonc
tion /  (a*) =  F' (a).

Dans ce chapitre, nous considérerons le problème inverse : étant 
donnée une fonction /  (a), trouver une fonction F (x) telle que sa 
dérivée soit égale à /  (x), c’est-à-dire

F9 W =  /  (x).

D é f i n i t i o n  1. On dit que la fonction F (a:) est une primi
tive de la fonction f  (x) sur le segment [a, b] si en tout point de ce 
segment on a l’égalité F9 (x) =  /  (ar).

E x e m p l e .  Trouver une primitive de la fonction / (x) =  x2.
On vérifie immédiatement, d’après la définition, que la primitive cher

chée est F (x) =• • En effet, = * 2.

On remarque aisément que si la fonction f  (x) admet une primi
tive, cette dernière n ’est pas unique. Ainsi, dans l’exemple précé
dent, nous aurions pu prendre pour primitives les fonctions suivan-
tes : F (x) = -g +  1 ; F (a;) =  ^  — 7 ou plus généralement F {x) =

x 3
=  -f- C (ou C est une constante arbitraire). En effet,o

D’autre part, on peut démontrer qu’une primitive quelconque
*• x?de la fonction x? est nécessairement de la forme +  C. Cela résulte

du théorème suivant.

T h é o r è m e. Si F\ (x) et F2 (a:) sont deux primitives de la fonc
tion f  (x) sur le segment la, fcl, leur différence est une constante.
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D é m o n s t r a t i o n .  Nous avons, en vertu de la définition 
de la primitive :

f ;  (* )= /(* ), 1

r 2(x)=f(x),  !  { >
pour tout x  du segment fa, b|.

Posons
Fi (x) -  F 2 (x) =  cp (x). (2)

Nous pouvons donc écrire en vertu de l'égalité (1) : 
F ' i { x ) - F 2(x) =  j ( x ) - f ( x )  =  0

ou
q/ (x) =  \Ft (x) -  F2 (x)V =  0 ,

pour tous les x appartenant au segment la, bl. Mais il vient de l'éga
lité cf' (a*) =  0  que cp (x) est une constante.

En effet, appliquons le théorème de Lagrange (voir § 2, ch. IV) 
à la fonction cp (a*) qui est continue et dérivable sur le segment 
[a, b].

En vertu du théorème de Lagrange, pour tout x arbitraire du 
segment la, bj, on a

ï W - Ç  (û) =  (x — a) cp' (g),
où a <  g <  x.

Mais puisque cp' (£;) =  0, alors
cp (x) — cp (a) =  0

ou
cp (x) =  cp (a). (3)

Ainsi, la fonction cp (x) conserve, en tout point du segment [a, b], 
la valeur cp (a). Elle est donc constante sur le segment [a, bl. Dési
gnons la constante cp (a) par C. Il vient alors des égalités (2) et (3):

Fi (x) -  F2 (x) =  C

Il résulte de ce théorème que si nous connaissons une primitive 
q u e l c o n q u e  F (x) de la fonction /  (a:), t o u t e  a u t r e  
primitive de cette fonction sera de la forme F (x) +  C, où C est 
une constante.

D é f i n i t i o n  2. On appelle intégrale indéfinie de la fonction 
/  (x) et on note J /  (a:) dx toute expression de la forme F (a:) +  C, 
où F (x) est une primitive de /  (a). Ainsi, par définition,

l f ( x ) d x = F ( x )  +  C,
si

F ' (*) =  f  (x).
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De plus, /  (x) est appelée fonction sous le signe somme ou fonction 
à intégrer ; f  (x) dx expression sous le signe somme et le signe J 
signe d'intégration ou signe « somme ».

Ainsi, l’intégrale indéfinie représente une f a m i l l e  d e  
f o n c t i o n s  y =  F (x) +  C.

Géométriquement, on peut considérer l’intégrale indéfinie comme 
un ensemble (une famille) de courbes telles que l ’on passe de lvunc 
à l ’autre en effectuant une translation dans le sens positif ou néga
tif de l’axe Oy.

Une question se pose naturellement: toute fonction f  (x) possede- 
t-clle une primitive (et, par conséquent, une intégrale indéfinie)? 
La réponse est négative, mais toutefois remarquons, sans le démon
trer, que toute fonction } (:r) continue sur le segment [a, 61 possède 
une primitive (et, par conséquent, une intégrale indéfinie).

Le présent chapitre est consacré à l ’exposé des différentes métho
des permettant de déterminer la primitive (et, par conséquent, 
l’intégrale indéfinie) pour certaines classes de fonctions élémentaires.

Le processus qui permet de trouver la primitive d'une fonction 
/  (x) est appelé intégration de la fonction /  (x).

Faisons la remarque suivante: à l'encontre de la dérivée qui 
pour une fonction élémentaire est toujours une fonction élémentaire, 
la primitive d’une fonction élémentaire peut ne pas s’exprimer à 
l ’aide d ’un nombre fini de fonctions élémentaires. Nous reviendrons 
d ailleurs à cette question à la fin de ce chapitre.

Il vient de la définition 2 que
1. La dérivée d'une intégrale indéfinie est égale à la fonction à 

intégrer, c'est-à-dire si F’ (x) =  f  (x), alors

($/(*) d x ) '=  (F(x) +  C)' =  f(x). (4)

Cette égalité exprime que la dérivée d’une primitive quelconque 
est égale à la fonction à intégrer.

2. La différentielle d'une intégrale indéfinie est égale à l'expres
sion sous le signe somme

d( l f {x )dx )= 1(x )dx .  (5)

Cela découle de la formule (4).
3. L'intégrale indéfinie de la différentielle d'une certaine fonction 

est égale à la somme de cette fonction et d'une constante arbitraire

ld F {x )= F{x )  +  C.

Il est facile de vérifier cette égalité par dérivation (la différen
tielle de chaque membre de l'égalité est égale à dF (æ)).
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§ 2. Table d ’intégrales
Avant d’entreprendre l ’exposé des différentes méthodes d’inté

gral ion. nous donnerons une liste des primitives de certaines fonc
tions élémentaires.

Celte table peut être obtenue directement à partir de la défi
nition 2. § 1, ch. X et de la table des dérivées (§ 15, ch. III). (Il 
est facile de justifier tous les détails du tableau par dérivation; 
c’est-à-dire on peut vérifier que la dérivée du second membre est 
égale à la fouction à intégrer.)

z a*f1. [xa dx = ---------\-C (a=j^ — 1). (Ici et dans les formules
a  + 1

suivantes C désigne une constante arbitraire.)

3.
4.

5.

6.

$ ~r — Log I x  | +  C.
*  X

$ sin xdx  =  —cosx -f- C. 
J  cos x dx =  si n x  +  C.

x +  C.
cos X

dx
sin2 z

— ctgz-^-C.

7.
8.
9.

10.

j  t g x d x — — Log|cosz| +  C. 
J  c tg zd z = L o g | s in z | -i-C. 
]exd x = e * + C .

Ç a* dx =  — -----\-C.
J Logo

11.

1 1 '.

12.

13.

dx
1 + * 2

- arc

dx _  i
a2 +  z2 a

dx _  1

i H.
1

2 a
dx : =  a

arc tg x +  C,.

a
a +  x 
a — x

+  c.
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13'. î —7 = ^ =  =  arcsin — -f-C.

14. J -/===== =  Log |a: + V x2±  û2| + C .
V  a:2 ±  û

R e m a r q u e .  Dans la table des dérivées (§ 15, ch. III) les 
formules correspondant aux formules 7, 8 , 11', 12, 13' et 14 man
quent. Il est toutefois facile de les justifier par dérivation.

Dans le cas de la formule 7, nous avons :
/ t i  U* — sin x  (— Log|cosx|) = --------------- =  tgz,

cosx

par conséquent, J tg x dx =  — Log | cos x | +  C.
Dans le cas de la formule 8 ,

/ t  i • i\* COS X(Log|sma:|) = -------- =  ctgx,
sin x

par conséquent, J ctg x  dx =  Log | sin x | +  C. 
Dans le cas de la formule 1 2 ,

- ± —IV =  ~ [L o g |a  -t-x\ —Log|a —£|]* =  
t — x \/  2a
_  1 T 1 j 1 1 _  1

2aLa-j~x a — x J a2 — x2'
par conséquent,

f
dx

2a
Log a -f- x 

a — x
+  C.

Remarquons que cette dernière formule découle également des 
résultats généraux du § 9, ch. X.

Dans le cas de la formule 14,
(Log | x +  Vx2 ±  o*| ) '=

* f l  I « U  1
x +  T V ±  a2'  l / x * ±  a2'

par conséquent,

J  - , . =  Log | x -f- ±  n2 1 +  C.
V  t 2 ±  a2

Cette formule découle également des résultats généraux du § 10.
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On pourrait justifier crime manière analogue les formules 11' 
et 13'. Remarquons, toutefois, qu’elles sont une conséquence immé
diate des formules 11 et 13 que nous établirons plus loin (voir § 4, 
exemples 3 et 4).

§ 3. Quelques propriétés de l’intégrale indéfinie
T h é o r è m e  1. L'intégrale indéfinie de la somme algébrique 

de deux ou plusieurs fonctions est égale à la somme algébrique de leurs 
intégrales

I [fi (x) +  h  (*)] dx =  J fi (*) dx +  l  / 2 (a-) dx. (1 )
Dérivons les deux membres de cette égalité. En vertu de l ’éga

lité (4) du paragraphe précédent, nous pouvons écrire:
(5 [fi (*) 4- fz dx)' =  fi (x) +  h  (x),

(I fi (x) dx-\- j  /, (x) dx)' =
=  ( 1  fi (x) dx)' +  f2 (x) dx)' =  fi (a:) - f  f2 (x).

Ainsi, la dérivée du premier membre de l’égalité (1) est égale à la 
dérivée du second membre, c’est-à-dire la dérivée d’une primitive 
quelconque du second membre est égale à la dérivée d’une fonction 
arbitraire figurant à droite. Il en résulte, en vertu du théorème du 
§ 1. ch. X, que toute fonction du premier membre de l ’égalité (1) 
ne diffère de toute fonction du second membre que par une constante. 
C’est dans ce sens que l’égalité (1) doit être comprise.

T h é o r è m e  2. On peut sentir un fadeur constant de sous le 
signe somme, c'est-à-dire si a = const, alors

j  af(x) d x =  a j[ f(x) dx. (2 )
Oii justifie cette égalité en dérivant les deux membres:

(I af (x) dx)' =  af (x),
(a $ f(x) dx ) '=  a (J /(x) d x ) '=  af(z).

Les dérivées de ces deux membres sont égales; par conséquent, 
la différence des fonctions figurant à gauche et à droite est constante. 
L égalité (2) doit être comprise clans ce sens.

Au cours du calcul des intégrales indéfinies, il est parfois utile 
de se rappeler les règles suivantes:

I. Si
§ f ( x )d x = F (x )  +  C,

J f  (ax) dx =  F (ax) 4 - C.

alors

(3)
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En effet, en dérivant les deux membres de l’égalité (3), nous 
avons :

f(ax)dx)' =  f(ax),

F(ax)j  =  ^  (F(ax))’x =  F' (ax) a =  F  (ax) =  f(ax).

Les dérivées de ces deux membres sont égales, c.q.f.d.
II. Si

alors 

III. Si 

alors

l l ( x ) d x = F [ x )  +  C,

$f ( x +  b ) d x = F ( x  +  b) +  C. 

$f(x)dx  =  F ( x ) + C ,

|  f  (ax b) dx =  — F (ax +  6 ) +  C.

(4)

(5 )

On démontre également les égalités (4) et (5) en dérivant les 
deux membres.

E x e m p l e  1.

J (2x3—3sinx*f-5 ~\/x) d z =  J 2x?dx—

— J 3sinxrfx f  J 5 'Yxdx— 2  J x*«fx—3 J sinxrfx-f 5 J x*dx =

rS + l  r '
=  2 tt-t-s— 3 ( —co s* )4 5

5+ 1

3 +  1 . — , c = 4 - x4 + 3 cosx+ ¥ jtV ^ f c
I j .  1 Â 6
2

Exem ple 2 .

f rx 2  y ï
1 5

1
-+m  a ~ 5+l !

+ —J x  ï * r + J « * * r = 3 - i - ï -------- +  4 —^ 1 ------ +_ 1 , 1  T 2  _ i  1 _5 
3 ' 2 +  4 ' 1

E x e m p l e  3.

+ c = - |  f ' x * + T * + -§•** V * + c .

Î Ï T 3 =L°8IX+3I+ C-
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J cos 7xdx=r~>sin 7x +  C.

E x e m p l e  5.

J sin (2z—6) rfx= —-|-cos(2x—6)-4 C.

§ 4. Intégration par changement de variable
Soit à calculer l'intégrale

$f (x )dx;

bien que nous ne sachions pas calculer directement la primitive de 
la fonction /  (a;), nous savons qu’elle existe.

Effectuons dans cette intégrale le changement de variable
i  =  <P ( 0 ,  ( 1 )

où <p (t) est une fonction continue, ainsi que sa dérivée, et admet 
une fonction inverse. Alors dx =  <p•' (/) dt  ; démontrons que dans 
ce cas l’égalité

S /  ( x )  dx =  J  /  l<p ( 0 ]  <f' ( 0  ài  ( 2 )
est satisfaite.

On sous-entend ici que la variable t sera remplacée après inté
gration du second membre par son expression en fonction de x  tirée 
de (1 ).

Pour justifier l’égalité (2 ) en ce sens, il suffit de montrer que 
les deux quantités considérées dont chacune n’est définie qu'à une 
constante arbitraire près ont la même dérivée par rapport à x . La 
dérivée du premier membre est

(§ f (x) d x )’x =  f  (x).

Nous dérivons le second membre par rapport à i  eu tenant compte
dx  ,que t est une fonction de x . Il vient de l ’égalité (1 ) que ^  =  q/ (/) 

et, en vertu de la règle de dérivation des fonctions inverses,
dt  1 
dx  <p' (t)

Nous avons, par conséquent:

( f /M O I v 'M dtyx=  ( f /fo (Q ]ç  (t)dt)\— =

=  /  fo « 1 ç  ( 0  ~ ^ r  =  f  fo> (0 1 =  /(*>•<p (t)
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Les dérivées par rapport à x  des deux membres de l'égalité (2 ) sont 
donc égales, c.q.f.d.

La fonction x  =  <p (f) doit être choisie de manière que l'on sache 
calculer l’intégrale indéfinie figurant à droite de l’égalité (2 ).

R e m a r q u e. Il est parfois préférable de choisir le changement 
de variable sous la forme t =  (x) au lieu de x =  <p (/). Montrons-le
sur un exemple. Proposons-nous de calculer une intégrale de la 
forme

r l̂?r (x) dx

11 est ici commode de poser
ij5 (a:) =  t ,

alors
ty' (x) dx =  dt, 

î î ^ = j _ ^ = Lo8 | 1| +  C = L o g |^ (x ) |+ C .

Donnons, comme application de ce qui précède, quelques exem
ples d’intégration par changement de variable.

E x e m p l e  1. $ 'V/sïrTx cos x dx =  ? Effectuons le changement de varia

ble f = s i n x ;  alors dt =  cos x dx et, par conséquent, J V sin  x cosxd x=

2 12 9 3
= l Y l d t = l  bC=jrSin*x + C.

E x e m p l e  2. $ T~ x̂* ~ * P090113 f =  alors dt =  2xdx et

x 1 » dt 1 1
ï 5 = T Î T = T Log<+Ci=2 'L

E x e m p l e  3. \  =  i  î

î n ^ = T l T = T Log<+ Ci=T Ix ) g (1  +  a;2>+<7'

t +
—— Posons f — — ; alors dx =  

2 a •

P dx 1 * a dt 1 * dt 1 _ , , „  1 . a: , „
=adt• Î 5 H ^ = ^ S r H 3 = T l r M r̂ T arctgti  C -=T arctgT  | C*

dxE x e m p l e  4. ( ■ { —  — -
* V * - *  a •

alors dx =  ad t,
dx _  1 ç 

a J

Posons i — —  ;a

J
adt d/

y 0*_*2 a J l / lU tT  *' ^ i _ t 2
(nous supposons ici que a >  0).

=  arc sin < 4- C =  arc s in ----- 1-Ca
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On démontre dans les exemples 3 et 4 les formules 11' et 13' de la 
table d ’intégrales (voir plus haut. § 2 ).

dx dixE x e m p l e  o. J (Log x)3 ? Posons t — Log x ; alors dl =  ;

La méthode d’intégration par changement de variable est l’une 
des méthodes les plus importantes de calcul des intégrales indéfinies. 
Même quand nous employons une autre méthode, il arrive Irès 
souvent que l’on doit effectuer un changement de variable pendant 
les calculs intermédiaires. Le succès de l’intégration dépend fré
quemment de notre habileté à choisir le changement de variable 
approprié qui simplifiera les calculs. C’est pourquoi l ’étude des 
méthodes d’intégration se ramène à la détermination du changement 
de variable à effectuer pour intégrer une fonction donnée. Le pré
sent chapitre est consacre en grande partie à la résolution de cette 
tâche.

§ 5. Intégration de certaines expressions contenant 
le trinôme a x 2 -f b x  +  c

I. Considérons l’intégrale

Transformons tout d’abord le dénominateur en le mettant sous la 
forme d’une somme ou d’une différence de carrés

S ( L o g i ) » - ^ =  $ < 3 < Û = J l f C  =  - - - ( L o g ^ C.

E x e m p l e  fi. J -j—7^4- =  ? Posons t =  xi ; alors dt =  2xdx, J

= T^TT<5’:=T arc te< fC = T a r c t g a : 2  vc '

=  a

où on a posé
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On prendra le signe plus ou le signe moins suivant que le signe du 
premier membre de la relation précédente est positif ou négatif, 
c’est-à-dire suivant que les racines du trinôme eu? -f- bx +  c sont 
complexes ou réelles.

L’intégrale I\ peut donc être mise sous la forme
r dx 1 r dx

Effectuons un changement de variable en posant

Nous avons alors
CII

-«13
+H •3II-3

dt
t * ± k 2 '

C’est justement les intégrales 11' et 12 de la table
E x e m p l e  1. Soit à calculer l ’intégrale

dx

S o l u t i o n .

/ = S 2 x2 + 8 x+ 2 0

- i .  r <**~  2  J

i 2 **+8 * +  2 0  *

dx   1 (i dx
"“ T  i

x*-|-4z+4- | - 1 0
r—4 2  J

** +  4x+ 10  
dx

(*+ 2 )2  +  6  •
Faisons le changement de variable z - f 2  =  f, dx — dt. Après substitution 
dans / ,  nous retrouvons une intégrale de la table d’intégrales

/ = ± r  *
2  J

1 1  * t , „ô -----7=~ arc tg --- T=r +  C.2 1/6 1/62  J <*-f- 6

Remplaçons t par son expression en fonction de z, nous avons en définitive:
i _ x +  2

1 2 1 / 6  ErC tg 1 / 6
+  C.

IL Considérons une intégrale d’un type plus général

h = l
A x-\-B ■dx.

as? -j- bx -f- c
Mettons la fonction à intégrer sous la forme suivante

A

/ 2= î
Ax-f -B  

or* + b x  +  c
d x =  J 2  a

(2ax +  b) +  ( B - ^

os? 4 * bx 4“ ^
dx.
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Cçtte intégrale peut être mise sous la forme (Tune somme de deux 
intégrales et, en sortant les facteurs constants de sous le signe somme, 
nous avons:

2  ax -4-b  , . / «  A b \  c dx-&r +  (z? — j
r T  V 2  û / J i2  a J 03? +  bx +  c V 2 a /  oæ* +  6a: -f- c

La seconde intégrale est justement / t que nous savons calculer. 
Effectuons un changement de variable dans la première intégrale 
en posant

03? +  bx +  c =  U (2 aa: +  6 ) dx = dt.
Par conséquent,

f  +  = ^ _  =  L o g |f l-t-g  =  L og |a jz +  6 a4 -c |-f-g .
aar -f- +  c *

Nous avons donc en définitive:

h = w L o g l l'a * * +  + c l +  ( * — s r )
Exemple  2. Soit à calculer l’intégrale 

Utilisons le procédé que nous venons d’indiquer :

M p - 3 = T * - Î
i ( 2 x - 2 ) + (3+4-2)

xa—2x—5 dx —

= J  i  S * -2 ^ 5  + 4  S =  T Log l*1 - 2 * - 5 | +

III. Considérons l ’intégrale
j  dx

~v 0.3?  *4“ bx +  c
A l’aide du changement de variable indiqué au point I de ce para
graphe, on ramène cette intégrale suivant le signe de a soit à une 
intégrale du type

p dt
1 W J ? *

dans le cas où a >  0 , soit à une intégrale du type
dt

V
V a 2 - * 2  ’
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dans le cas où a < ; 0 ; ces deux intégrales figurent dans la table 
d'intégrales (voir les formules 13' et 14).

IV. L’intégrale

f . A t  +  B  dx
Vcu?-\- bx +  c

peut être calculée à l’aide de transformations analogues à celles 
considérées au point II:

—  ( 2 ax -f- 6 ) +  ( b  — — )  

l 4 ? f î ï + c  Vax2 -f- bx +  c

■ *  î . +  t  | L  <te
2 a V a ^  +  fcz +  c '  2 a /  y  -f- bx +  c

Effectuons dans la première intégrale un changement de variable, 
en posant

aa? +  bx -f c =  *, (2ax +  b) dx = dt,
nous avons:

f - l 2— , f - ^ - ==2l / < +  r = 2 V ^ - f  fcr +  r  +  g .
J V a x 2 -|- bx +  c V t

La seconde intégrale a déjà été calculée au point III.
E x e m p l e  3.

I
5*4 3

V*a 1 0

2* +  4

^ 4 2 * 4 4 ) 4 ( 3 - 1 0 )
d r=  f —----------------------------- dx =• l /3

=  ~  r f r - 7  T
2  J V**+4i+10 J

l/*a +  4*+10
dx

4*42)246
= 5 y * ® 4 4 * 4 1 0 —7 Lofi| * 4 2 4  V 42)®4 6 (  4 C  =  
= 5  V * » 4 4 * 4 1 0 —7 Log | * f  2 4  V * a 4 4 * 4 1 0 14  ^

§ 6. Intégration par parties

Si u et v désignent deux fonctions dérivables de x 9 on sait que la 
différentielle du produit uv est :

d (uv) =  u dv 4 “ v du.
En intégrant, on trouve:

uv— J u dv 4 - J v du
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OU

£ udv =  uv — J u du. ( i)
C’est ce que l ’on appelle la formule d'intégration par parties. On 
utilise généralement cette formule pour 1 intégration des expres
sions pouvant être mises sous forme de produit de deux facteurs u 
et dv, tels que la recherche de la fonction v à partir de sa différentielle 
du et le calcul de l’intégrale J u du constituent un problème plus 
simple que le calcul direct de l’intégrale J u dv. L’habileté requise 
pour effectuer un choix judicieux des deux facteurs u et dv nécessite 
une certaine expérience que l ’on acquiert par la résolution des exerci
ces. Nous indiquerons sur des exemples comment il faut procéder 
en pareil cas.

E x e m p l e  1. Soit à calculer J zsin xd z . Posons 
u = x ,  d v = s in x d x  ;

alors

Par conséquent,
J x sin x dx

du =  dx, v*m—cos x»

—x cosx-f- J cosxdx**—xcosz -(-sinx-|-C.

R e m a r q u e .  Quand nous déterminons v & partir de sa dif
férentielle dv, nous pouvons prendre une constante arbitraire, puis
qu’elle ne figure pas dans le résultat final (ce qui est facile de véri
fier en remplaçant dans l’égalité (1) v par v +  O - C’est pourquoi 
il est préférable de choisir cette constante égale à zéro.

La méthode d’intégration par parties s’emploie fréquemment. 
Par exemple, on peut calculer à l’aide de cette méthode les inté
grales de la forme

J xh sin ax dx, Ja^cosaxÆrf

$ xheaxdx, J xk Log x dx,

ainsi que d'autres intégrales dans lesquelles entrent les fonctions 
trigonométriques inverses.

E x e m p l e  2. Soit à calculer $ arctgxdx. Posons u a a r c tg £ t d v = d x ;
dx ealors du=~r-,—r-, v = x .  Par conséquent,

l - f - X *

J arc tg z d z = z a rc  tg x — $ ^ x a r e  tg x —-~Log| 1+x» |+ C .

E x e m p l e  3. Soit à calculer $ x*e*dc. Posons u s z * , du= ex dx ; alors 
du—2xdx, v=e*,

J z* e*dx=x*«*—2 J xe*dx.
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Appliquons de nouveau à cette dernière intégrale la méthode d'intégration 
par parties, en posant :

U | = 2 , dui z=dxt 

dvi =  e *  dx, Vf =  c * .

Alors
J ze*dz=ze*— J e* dx=ixx—ex+C.

Nous avons en définitive :
J z*e* dx = z*e*—2 (ze*—«*) +C=z*e*—2xe*+2ex+C=e* (z*—2x+2) +C.

E x e m p l e  4. Soit à calculer J (x*-|-7x— 5)cos2xdz. Posons u = x f -f 
+  7x—5 , di;=cos2xdr; alors

j /0 , r,v « sin 2xdu =  (2x+ 7) dz, u=— g— ,

l  (** +  7*—5) cos 2 * d * = (* * + 7 * —5) — g— — J (2*+7) sl^ 2x- dx.
Appliquons la méthode d'intégration par parties à cette dernière intégrale 

2x +  7en posant u\- •t d»i =  sin 2x dz ; alors

du\ =  dx, üi =  • cos2x

r 2x -f- 7 * Q , 2z -f - 7
I  ï f — B i n 2 x d x =  ? ( cos 2x \  r /  cos 2x \  .

— — ) - î  ( — H * -
(2x+ 7) cos2x , sin2x é „

------------ 4 ------ + — 4— +C.

D'où en définitive:

l  (*• +  7 * _ 5 )c o s 2* <**=(*•+ 7 * - 5 ) ^ ^ + ( 2 * + 7 ) - 5 2 ^ _ - Ë ! i ? î . + C .

E x e m p l e  5. / =  J *]/<x2—x2d x =  ?

Multiplions et divisons la fonction à intégrer par

J "l/û2 —xa d x=  f —° - X • d z= a *  f — ---------—  f — ^L====~ =
J J Vo*—x« * 1/ û«— J Va*—x*

# . x c xdx== a* arc sin------\ x —;--------- ---.

Appliquons à cette intégrale la méthode d’intégration par parties, en 
posant

u = z 9 d u = d z 9

Zi*x i>= — V u 2—x2 5dv=

f ***** _  f ^
 ̂  ̂ y«>—x*=  —x V o » - x i + î  "Va2—x2dx.

alors
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En substituant ce résultat dans l'expression que nous avons obtenue plus 
haut pour l'intégrale recherchée, nous trouvons

J V û * —x2 d x = a 8 arc sin-^-^-x "V®2—x%— J l / fl2—x*dx.

En effectuant certaines transformations élémentaires évidentes, nous avons 
en définitive :

J V<*2—x2dar =  -^-arcsin-^- +  y  V a 2 — ** I F-

E x e m p l e  6. Calculer les intégrales
/j  =  J cos bx dx et / 2=  J e0* sin te dx.

En appliquant la méthode d'intégration par parties à la première intégrale, 
on a:

u -=eoxt du =  aeox dz,

dv — C os bx dx, t;= s*n te, b

J e&xcos bxdx—~  e<*x sin te — J e ^ s in ted x .

Appliquons de nouveau la méthode d'intégration par parties à cette der
nière intégrale :

u — e0*, du=a£*x dx,

dv =  sin bxdx, v = — cos te, o
J eaX sin te dx — — -- cos te-}--g- £ cos te  dx.

Substituons l'expression obtenue dans l'égalité précédente, nous avons :

J cos te  dx — -i- eaX sin te +  cos te — J cos te dx.

Nous déduisons / |  de cette égalité:

( l - f  -p-J J e°*cosbxdx — ea* sin6x4 coste^ -f C

d’où
r p . , e°* (fc sin bx +  a cos te) ,/ 1 = y <?axCOSt e d x = —  a -^ -r ---------- ' + C .

On trouve de même :
r p (a sin te  — b cos te) , _
/ 2= y  * a * sin ted x = ------ i— a* +  b*-------- “ +

§ 7. Fractions rationnelles, 
fractions rationnelles élémentaires et leur intégration

Comme nous allons le voir, ce ne sont pas toutes les fonctions 
élémentaires qui -s’intégrent à l ’aide de fonctions élémentaires. 
C’est pourquoi il est très important de définir les classes de fonctions 
dont les intégrales peuvent être exprimées à l’aide de fonctions élé-
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mentaires. Parmi ces classes, la plus simple est celle des fonctions 
rationnelles.

Toute fonction rationnelle peut être mise sous forme de fraction 
rationnelle, c’est-à-dire sous forme de quotient de deux polynômes :

Q(x) Bip?"+BjXn  *-|------ -\-Bn
f(x) A<pn -j- A txn 1 • • - -f- A n

Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que ces poly
nômes n’ont pas de racines communes.

Si le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur, 
on dit alors que la fraction est régulière, dans le cas contraire on dit 
qu’elle est irrégulière.

Si la fraction est irrégulière, en divisant le numérateur par le 
dénominateur (suivant la règle de division des polynômes), on peut 
représenter la fraction initiale comme la somme dfun polynôme et 
d ’une fraction régulière:

=
/<*> /(*)

où M  (jc) est un polynôme et 
E x e m p l e  1. Soit

F(x)
/(*)

x*—3

une fraction régulière.

** f  2x f  1
une fraction rationnelle irrégulière.

Divisons le numérateur par le dénominateur (suivant la règle de divi
sion des polynômes), nous avoris :

* 4 ~ 3  ^ - 2 x +  3- 4 * ~ 6x* +  2* +  l **+2 r + l  *
L’intégration des polynômes ne présentant aucune difficulté, no

tre tâche consiste donc à intégrer les fractions rationnelles régulières.
D é f i n i t i o n .  Les fractions rationnelles régulières du type :

• »x  — a

IL

III.

k (k est un nombre entier positif ^ - 2 ),
i

Ax-j- B
(x — a)

3? -\-px-\-q
(les racines du dénominateur sont complexes.

c’estrà-dire —----- f f < 0 ),
4
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IV. A x  +  B— „ esl un entier positif ;> 2 ; les racines du déno-
(xz + p x  +  q)k
minateur sont complexes), 

sont appelées respectivement éléments simples des types I, II, III et IV.
Nous démontrerons au paragraphe 8  que toute fraction rationnelle 

peut être mise sous forme de la somme d ’éléments simples. Pour cette 
raison, nous considérerons d ’abord les intégrales des éléments simples.

L’intégration des éléments simples des types I, II et III ne pré
sente pas de grandes difficultés, c’est pourquoi nous les intégrons 
sans donner d ’explications détaillées:

p AI. \ -------d x =  A Log | x  — a|-f-C .
x  — a

II. $ -------- - d x — A § (x — a) h dx =
(x-~a)

III. î
Ax  -f- B  

a?+ px +  q

— fc +  1 ' ( 1  — k ) ( x - a f

T  ( 2 * + * >  +  ( * - y )

~ i +  c -

o J
2x +  p " dx —J—( * - f ) 5  *

dx =

2 J a? p x q  V 2  /  J x2 -f- px ç 

=  y L o g |x !l+ p x  +  5 | +  ^ —

x i
dx -Log|x2+ p x  +  ç | +

2 B  — Ap  , 2 x 4 -parc tg
v 4 q —p2 Ÿ 4 q —p2

+  C (voir § 5).

L’intégration des éléments simples du type IV est liée à des cal
culs plus compliqués. Soit à calculer une intégrale:

J _ é £ ± «  <jx.
(**+P* +  ?)*
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Effectuons les transformations:

I
A x  +  B  

t f + p x + q f  
2 x + p

d x =  J
A p +

dx  =

= - \2 (x2 -f- Px -f- ç)h

(3? +  p x  +  q)h

----------- .
dx

(a?+ px+ q)h
La première intégrale peut être calculée par un changement de 
variable en posant x* +  px  +  q =  Z ; (2x -f p) dx  =  d t:

2 x - f p  , f d t *~k+i
î (x2 + p x + ? y

d x = ï ^ r = $ r hd i = - t — + c - =
1 J Z* J 1 - / c

E=ï+fc(1 —*)(x2+ p x  +  ç)h'
Appelons / fc la seconde intégrale et mettons-la sous la forme

A - î
dx

(a?+px +  q)h

- I

où l’on a posé

dx
- .= S

dt

[ h ï h ( < - i ) r

x -f-—= Z , d x =  dt, q — —  =  m2 
2 H 4

(par hypothèse, les racines du dénominateur sont complexes et, par 
conséquent, q — ^  >  0 ).

Procédons ensuite de la manière suivante :
dt_______ 1 j ^ - f m 2) — Z2

I * =  r(Z2 +  m2)* m2 J (Z2 +  m2)h
-dZ =

dZ
i l ’

Z=  i ( -
m2 J (Z2 - f  m2)* 1 m2 (Z2 +  m2)** 

Transformons cette dernière intégrale:
Z*dZ f Z-ZdZ

dZ. (1)

1 Çf d j f  +  m 2)
2 3 (Z2 + m 2)k

ç i al r
 ̂ (Z2 +  m2)h _   ̂ (Z2 + m 2) '1 _

— l ) ^ <d((Z2 + m 2) k " 1 ) '2{k
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En intégrant par parties, nous trouvons :
* t2dt 1 r  i  Ç dt
3 ( /* + m2)* ~  2(k — 1 )L (t2 - f  m Y ~ l 3 (t2 +  m2)h~l

Substituant cette expression dans l'égalité (1), nous avons:
dt

(<z -+ m2)h ni
1 1 [ t

m2 2  (A — 1 ) l (t2 +  m2)fe~*
c ____ dl ____ 1  =3 J

/ 2k — 3 ç dt
~  2m2( k - i ) ( t 2 +  m2)h~i +  2m2{k — \ y  (t2 -f- m2)*- ' '

L'intégrale qui figure dans le second membre est du même type que 
//« à cette différence que le degré du dénominateur de la fonction à 
intégrer est inférieur d'une unité (k — 1 ) ; nous avons donc expri
mé /* en fonction de /*_i.

En appliquant successivement ce procédé, on arrive à l'intégrale 
connue :

/ . = $
dt • =  —  arc tg —— \-C. 

m mf  +  m2
En remplaçant ensuite t et m par leurs expressions correspondan

tes en fonction de x% on obtient l'expression de l'intégrale IV en 
fonction de x, A y B , p, q.

E x e m p l e  2.

J
* - i

(**+2*+3)*
- .L f  2x+ 2 ^  2  J

J-
4  (2* + 2) |  ( - 1 - 1)

(** +  2*+3)* *** 2 Î (** +  2*4-3)* 
1 1 „ «• dx

(** +  2*+3)*  
dx

d x =

-2 J2 (** +  2* + 3 )  ~ i  (** + 2 * +  3)* *
Posons dans cette dernière intégrale x f-l =  * :

dx r dx r dt 1 P (£*4-2) —t*
1 ~ 2  i f£*-j-2 \* dt~$ (* * + 2 * + 3 )»  ^

1 r» dt 1 *
= T  i 7â"7~2 2 1

1(*-M)a+ 2 P 
«a dt =  -

(1*4- 2 )* 
1 arc tg

2
t

U* 4 -2 )*
r* dt

V 2
1 f *
2  1 (t*2  J I* F 2  2  » (£* + 2)* ~ 2

Considérons maintenant cette dernière intégrale :
r  fldt l . £ d ( £ * 4  2)  1 r  . /  1 \
J (£* ! 2)* 2 J (£*4-2)* 2 J \ £ » | 2 r

1 £ 1 r d£ £
“  2  £*4 - 2  +  2  i £* ( - 2

f 2)*

2  (£* 4- 2 )
1 * <-----yr  arc tg —t=-

2  V 2  ^  V 2
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(il est inutile d ’ajouter une constante arbitraire ; nous l ’écrirons dans l'ex
pression définitive). Par conséquent.

1

2 1 /2
arc tg £ + 1

V 2

J 3)»
i r _ _ * ± i_
2 I 2(** +  2r-|-3)

Nous avons en définitive :
r 1 rfT _ * + 2
' (** +  2* (-3)* 2(x»4-2z+3)

V 2
4 arc tg * +  l

V 2 + C-

§ 8 . Décomposition des fractions rationnelles 
en éléments simples

Démontrons que toute fraction rationnelle régulière peut être 
mise, et cela d’une seule manière, sous la forme d’une somme dfélé- 
ments simples.

Soit
^(*)
/<*)

une fraction rationnelle régulière.
Nous supposerons que les coefficients des polynômes qui la com

posent sont réels et qu’en outre la fraction est irréductible (c’est-à- 
dire que le numérateur et le dénominateur n’ont pas de racines 
communes).

T h é o r è m e  1. Soit x = a une racine multiple d'ordre k du 
dénominateur, c'est-à-dire f  (ar) =  (x — a)*/i (a:), où ft (a) 0

jp
(voir § 6 , ch. VII); la fraction régulière ~r~4 Peul alors se décomposer

f \ x)
en une somme de deux fractions régulières de la manière suivante:

A | Fx(z) (i)
f(x) (x — a)h (* — a)h~7 i (*) ’

où le coefficient A est différent de zéro et F\ (a:) est un polynôme de degré 
inférieur à celui du dénominateur {x — a)*"1/* (x).

D é m o n s t r a t i o n .  Ecrivons l ’identité

F(x) A F(x) — Aft(x)
f(x) (x -a f~ * ~  (* -« )* /,(* )

(celle-ci a lieu quel que soit A) et déterminons A de sorte que le 
polynôme F (x) — AU (a-) soit divisible par x  — a. En vertu du théo-
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rème de Bézout, il faut et il suffit que l’égalité-
F (a) -  AU (a) =  0

soit vérifiée. Comme f\ (a) ^ 0 ,  F (a) 0, on peut déterminer A
d’une manière univoque à partir de cette égalité avec

/.<«) '
Pour un tel A nous avons :

F  (x) — Afi  (x) =  (x — û) F, (x),
où Fi (x) est un polynôme de degré inférieur à celui du polynôme 
(x — a)fc“I/i (*)• Simplifions la fraction dans la formule (2) en divi
sant le numérateur et le dénominateur par (x — a). Nous trouvons 
alors l ’égalité cherchée (1 ).

C o r o l l a i r e .  On peut appliquer un raisonnement analogue 
à la fraction rationnelle régulière

F t(x )
(x — a) h _ 1  fi (x)

qui entre dans la composition de l’égalité (1). Ainsi, si le dénomina
teur de la fraction a une racine multiple x =  a d’ordre ft, on peut 
écrire:

F(z) _  A | A t » . . Fh (*)
f(x) (x — a)h ( a r - a ) * " 1 x — a f t (x)

où est une fraction régulière irréductible. On peut appliquer
/  iW

le théorème que nous venons de démontrer à cette nouvelle fraction 
si ft (2 ) a d’autres racines réelles.

Etudions maintenant le cas où le dénominateur a des racines 
complexes. Rappelons tout d’abord que les racines complexes d’un 
polynôme à coefficients réels sont conjuguées deux à deux (voir 
§ 8 , ch. VII).

Dans la décomposition du polynôme en facteurs réels, à chaque 
couple de racines conjuguées correspond une expression de la forme 
a* +  px +  q ; si les racines complexes conjuguées sont multiples 
d ’ordre p, l ’expression correspondante sera (i* +  px +  ç)*1.

T h é o r è m e  2. Si f  (x) =  (a? +  px +  ç)*1 q>i (x), où le poly
nôme q>i (a:) n'est pas divisible par x* +  px +  ç, la fraction rationnelle 

F (x)régulière jy - r  peut être représentée par la somme de deux fractions
/  W
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régulières de la maniéré suivante

F(x) M x  +  N ____________   ,3)
/  (*) i # + P x  +  q f  (*z +  px +  q f ~ l <p, (x) ’

où 0 i (a:) est un polynôme de degré inférieur à celui du polynôme 
(x* -f  px  +  g)*1" 1 «Pi (ar).

D é m o n s t r a t i o n .  Ecrivons l’identité 
F(x) _  F(x) _
f(x) (x2+ p x  +  q f ^  (x)

_  Mx +  N  F(z) — (Mx +  N)fpt (x) „
(s?+ px +  q f  (a:2 +  px +  q f  tp, (x)

qui a lieu quels que soient M et N. Déterminons M  et N  de sorte que 
le polynôme F (a:) — (Mx -f- N) q>j (x) soit divisible par x2 -)- px -f- 
+  q. Pour cela il faut et il suffit que 1 équation

F (x) -  (M x +  N) <p, (ar) =  0
ait les mêmes racines a  ±  ip que le polynôme a? +  px  -f- q. Par 
conséquent,

F  (a +  *P) — IM  (a +  tP) +  AH q>i (a H~ ip) =  0
ou

A/(a +  iP) +  V̂ = ^ (a  +  iP)
<Pi (a +  tP)

Mais —\ |  est un nombre complexe, bien déterminé, que l’on
<Pi(a+*P)

peut mettre sous la forme K  +  iL>, où K  et L sont des nombres réels. 
Ainsi,

M  (a +  JP) +  N  =  K +  iL ;
d’où

Ma +  N  =  K, Afp — L
ou

P P
Si l’on choisit les coefficients M  et N  de cette manière, le poly

nôme F  (x) — (Mx +  JV)ipi (x) aura pour racine a  +  tP et, par 
conséquent, la racine conjuguée a  — ip. Ainsi, ce polynôme se divise 
exactement par x  — (a +  iP) et x — (a — i{5), et, par conséquent, 
par leur produit, c'est-à-dire par ar* +  px +  q. En désignant le quo
tient de cette division par 0 t (x), nous trouvons:

F (x) — (Mx +  N) q>, (x) =  (x* -f  px +  q) 0 * (x).
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En simplifiant par a* +  px  +  q la dernière fraction de l ’égalité (4), 
nous en déduisons l ’égalité (3), et il est clair que Oi (x) est un poly
nôme de degré inférieur à celui du dénominateur, c.q.f.d.

En appliquant les théorèmes 1 et 2 à la fraction régulière ^  ,
on détermine tous les éléments simples correspondant aux racines du 
dénominateur f  (x). Nous pouvons donc énoncer la proposition sui
vante.

Si
f  (ar) =  ( ï -  a)a . . .  (x — 6 )& (z* +  px  +  q)» . . .

. • • (x2 +  lx +  s ) \

la fraction F(x)
/o o

F(x)

peut être décomposée de la manière suivante :

A . Ai . A a_j
f(x) (x— a) (x— a)'\a—1 + x — a +

■ D  | . t .
+  i x - b f ^ ( x - b f - '  +  “ ‘ +  x - b  +  

M x-\-N  M tx -f- Nj
(x2+ p x  +  q f  t f  +  px +  4 t~ l

. M ^ —\X  - f -  N \L -t . . P x  Q  »

£  +  px -f  q (x2 -f- lx +  s)v

i P t  x  Q \ i i P  v - i J  C ^ v - t

(x2 -f- lx +  s)v~l 3? +  lx +  $

On peut déterminer les coefficients A , Ai, . . . .  B, B iy . . .  en 
tenant compte des considérations suivantes. L’égalité (5) est une 
identité, par conséquent, si nous réduisons ces fractions au même 
dénominateur, nous aurons aux numérateurs à droite et à gauche des 
polynômes identiquement égaux. En égalant les coefficients des mê
mes puissances de x, nous trouvons un système d’équations pour 
déterminer les coefficients inconnus A , A\, . . ., 27, 27,, . . .

Cette méthode de recherche des coefficients est appelée méthode 
des coefficients indéterminés.

Nous pouvons également déterminer ces coefficients en tenant 
compte de la remarque suivante: les polynômes que l ’on obtient à 
droite et à gauche de l ’égalité après réduction des fractions au même 
dénominateur doivent être identiquement égaux, par conséquent, 
les valeurs de ces polynômes sont égales quelle que soit la valeur de 
x . En donnant à x  certaines valeurs concrètes, nous obtenons les 
équations nécessaires pour déterminer les coefficients.
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Ainsi, nous avons démontré que toute fraction rationnelle régu
lière peut être mise sous la forme d'une somme d’éléments simples.

x* 4- 2E x e m p l e .  Soit à décomposer la fraction -—, -,. -----— en éléments* (* h l)s («—2)
simples. En vertu de la formule (5) nous avons:

x% ^2 _ A « , Az . R
(x f  l )3 ( x - 2 )  (x { 1)3 h (x |-1)3 ^  * +  i  x - 2  *

Mettons les fractions au dénominateur commun et égalons les numérateurs. 
Nous trouvons:
** +  2 = A  (x - 2 )  +  A i ( x + i ) ( x - 2 )  +  A 2 ( x + l ) ' ( * ~ 2 ) + B ( x + i ) *  (6) 
ou

x* +  2 =  (A2 +  B) x* +  (Ak +  3B) x* +  (A — A t — 3A2 +  3B) x +
+  (—2A - 2 A i - 2 A t +  B).

En égalant les coefficients de x3, xa, x1, x°, nous trouvons un système d’équa
tions pour déterminer les coefficients:

0 =  A 2 + B ,
1 =  A t +  3 B,
0 =  A — A t — 3A2 +  3 B,
2 =  —2A — 2At — 2A2 +  B.

La résolution de ce système donne:

On aurait pu également déterminer certains coefficients à partir des équa
tions que l’on obtient de l'égalité (6) qui est une identité en x, en donnant 
à la variable x certaines valeurs particulières.

Ainsi, posons x =  —1, nous trouvons 3 =  —3A ou A =  —1; posons
2x =  2, nous trouvons 6 =  27B ; B =  . Si nous ajoutons & ces deux équations

deux autres obtenues en égalant les coefficients de mêmes puissances de x, 
nous aurons quatre équations à quatre inconnues pour déterminer les coeffi
cients. Nous avons en définitive la décomposition:

1 1  2 2 
(* +  l ) » ( * - 2 )  ■ ’ (* | 1 ) »  +  3 ( * f l ) *  9 ( * + l )  +  9  (*  — 2) ’

§ 9. Intégration des fractions rationnelles

Soit à calculer l ’intégrale de la fraction rationnelle 
dire l ’intégrale

/(*)

<?(*)
/(*)

c’est-à-

Si la fraction donnée est i r r é g u l i è r e ,  nous la mettons sous la 
forme d'une somme d'un polynôme M  (x) et d'une fraction ration-



400 i n t é g r a l e  i n d é f i n i e [CH. X

nelle r é g u l i è r e F(x)
/(*)

(voir § 7). Nous mettons ensuite la frac

tion sous la forme d'une somme d’é l é m e n t s  s i m p l e s
/  (*) '

(voir (5), § 8 ). Ainsi, l'intégration d'une fraction rationnelle 
arbitraire se ramène à l'intégration d'un polynôme et de plusieurs 
é l é m e n t s  s i m p l e s .

Nous avons vu au § 8  que ces éléments simples étaient définis 
par les racines du dénominateur f  (x). Les différents cas sont possi
bles.

Ier c a s .  Les racines du dénominateur sorti réelles et différentesf 
c'est-à-dire

f  {x) = (x — a) (x — b) . . .  (x — d).

Dans ce cas, la fraction 
du premier type :

F(*)
/(*)

se décompose en éléments simples

£ M = ^ L + _ Ë _ + . . . + - 2 - ,
J (x) x  — a x  — b x  — d

et alors

5
F{*)
/(*)

4 * =  î -------$  - Ær + .  • ■ +  Jx  — a x  — b
D

x  —
- d x =
d

=  A L o g |x — a | + B L o g |x  — 6 | +  . . .

. . .  -f- D Log | x  — d | -|- Cm

IIe c a s .  Les racines du dénominateur sont toutes réelles, mais 
certaines sont multiples :

f(x) =  (x — a)a (x — b)fi. . .  (x — d)6.
F (x)Dans ce cas, la fraction peut être décomposée en éléments 

simples des types I et II.
E x e m p l e  1 (voir exemple au $ 8, ch. X).

r *®+2 j  P dx , l f  d* 2 r dx
i  (x +  l)»(£—2) ~~ • (*-fl)»"*"3 i  (s +  l)a 9 i  x +  i

2 P dx 1 1  1 2 ___  , 4 i ,
+  9 i  x —2 ~  2 (* + l)a 3(* +  l) f l Lo» l * + 1 l +

+ | - L o g |* - 2 1 + C --------J?—  + - |  Log | - Î q p l |+ C .
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IIIe c a s .  Le dénominateur a des racines complexes simples (c’est-à- 
dire différentes) :

f(x) =  (x2 +  px  +  g). . .  (a? +  Ix - f  s) (x — a)a . . .  (x — d f.
F (x)Dans ce cas, la fraction se décompose en éléments simples 

des types I, II, III.
E x e m p l e  2. Soit à calculer l'intégrale 

» xdx  
J (x8 +  l ) ( x - l ) '

Décomposons la fraction qui figure 9ous le signe d’intégration en éléments 
simples (voir (5), § 8, ch. X)

x Ax +  B C
(** + !)(*—ï ) ”  a* +  r +  *—'ï "

Par conséquent,
x=(i4x*f B) (x—1) +  C (x8 f  1).

Posons x = l ,  nous trouvons: 1=2(7, C = ~  ;

posons x = 0 ,  nous trouvons: 0 =  — B -f  (7, B =  -~ .

En galan t les coefficients de x8, nous avons 0 = A  | C% d'où A = —  

Ainsi,
i x dx _  1 fi x —1 . , 1 n dx

(*8+ l) (x  — 1) 2 J x8 +  l  i x —l “
_ 1 i» xdx  , 1 r dx , 1 p dx

2 J x* f l  J x8 +  l  + T  J x— 1 “

=  —f  L og |**4- l  |+ - |-« r c tg * - | y  L o g |* —1 | +  C.

IVe c a s. Lé dénominateur comporte également des racines com
plexes multiples:

/  (a:) =  (x2 + px +  q)u . . .  (** +  Ix -f- s)v (x — a)a . . .  (x — d f .
Dans ce cas, les éléments simples du type IV entrent aussi dans

F(x)la décomposition de la fraction .
/(*)

E x e m p l e  3. Soit à calculer l ’intégrale
r * « + 4 * « + llx »  +  12*+ 8  
• (x * + 2 x + 3 )* (* + l)  ax‘

S o l u t i o n .  Décomposons la fraction en éléments simples: 
* « + 4 x » + llx » + 1 2 x + 8  A x + B  C x + D  E

(x« +  2x+3)*(*-f-l) (x » + 2 x + 3 )* + (x»+ 2 x + 3 )+ x +  1 ’
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d’où
z4 +  4z3 -h Hz2 +  t2z +  8 ^  (Ax -f B) (z -}- 1) -\- 

+  (Cx -|- D) (z* +  2z +  3) (z +  t) 4- E (z2 +  2x -h 3)2.

En combinant les doux méthodes données pour la détermination des coeffi
cients, nous trouvons :

A =  t, B r- —t, c  -  0, l) 0, £  - I.
On a ainsi :

f z* |- 4z34 l t z 2 |-12* | 8 n x — 1
J (* 2 | 2x | 3)2(z i l) J (z2 i -2z4-3)2

+ 1
dx

*  |-1
x | 2  

2 (x* H 2* f  3)
^  arc tg J  ̂ ^
4 V 2

f  Log|z 1| ±C.

Nous avons calculé dans l’exemple 2, § 7, ch. X la première intégrale du second 
membre. La deuxième intégrale peut être calculée immédiatement.

Il ressort de l ’étude effectuée que l’intégrale d’une fonction ra
tionnelle quelconque peut être exprimée par des fonctions élémentai
res en nombre fini :

1 ) par des logarithmes si les élémeuts simples sont du type 1 ;
2 ) par des fonctions rationnelles si les éléments simples sont du 

type 1 1 ;
3) par des logarithmes et des arcs tangents si les éléments simples 

sont du type 1 1 1 ;
4) par des fonctions rationnelles et des arcs tangents si les élé

ments simples sont du type IV.

§ 10. Intégration des fonctions irrationnelles
Il n’est pas toujours possible d’exprimer l ’intégrale d'une fonc

tion irrationnelle quelconque à l ’aide de fonctions élémentaires. 
Nous allons étudier, dans ce paragraphe et dans les paragraphes sui
vants, les fonctions irrationnelles dont les intégrales peuvent être 
ramenées par des changements de variable appropriés à celles de 
fonctions rationnelles que nous savons intégrer.

m r
I. Considérons l’intégrale J li (x, x”, . . ., x8) dx, où /? est 

une fonction rationnelle de ses arguments *).

*) Le symbole H (z, zm/n, . . . ,  z r/*) indique que l'on effectue uniquement 
des opérations r a t i o n n e l l e s  sur les quantités z, z m/n, . . . , z r/<.

Les symboles R ^z, ( ^  f r f )  ̂ * • • • ) »  /f(z , '\ /a z*  +  bz J e), tf(sinz,
cosz), etc., que nous emploierons par la suite, doivent être interprétés de la 
même façon. Par exemple, R ( sin z , cosz) indique que l'on effectue des opé
rations rationnelles sur sin z  et cosz.
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Soit k le dénominateur commun des fractions — , Effec-n s
tuons la substitution

x = t*  d x =  kth 1 dt.
Chaque puissance f r a c t i o n n a i r e  de i  peut alors être 

exprimée par une puissance e n t i è r e  de /, et, par conséquent, la 
fonction à intégrer se transforme en une f o n c t i o n  r a t i o n 
n e l l e  de U

E x e m p l e  1. Soit à calculer l'intégrale

J - t ^ -
*4+ i

1 3S o l u t i o n .  Le dénominateur commun des fractions -=■ et T  est 4.£* 4
Posons, par conséquent, x =  I4, dx =  4Pdt;  alors

S S - t T T " * - *  S - ü T T '" = 4 5 ( " - t s t t )
X * - (  1

=  4 j t * r f t - 4 j 1^ i r d£ =  4 -^ — |-L og |t»  | 1 | +  C «

3 3

= > y  [**— Log I ** f  1 11 i C.

II. Considérons maintenant les intégrales du type
m  r

En effectuant le changement de variable

a x + b ^ _ f  
ex +  d

on ramène cette intégrale à celle d'une fonction rationnelle où k dé
signe le dénominateur commun des fractions — ,n s

E x e m p l e  2. Soit à calculer l'intégrale
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S o l u t i o n .  Posons x -|-4 = f2, * =  [*—■ 4, dx =  2 td t \  alors

s ^ S  Tiêr*-* S (" t̂ t ) '“- 2S ■"+' !
4. 2  Ug| | + C -2  V ï + i +=

dt 
<a—4

-I C.

§ i l .  Intégrales du type |  ü  (x, Y^ax2 +  h x  + c) d x

Considérons l ’intégrale
j  R  ( x ,  V a x 2 4 -  bx 4 -  c)dx, (1 )

où a  =?£= 0 .
Cette intégrale peut être ramenée à celle d’une fonction ration* 

nelle par les substitutions de variables d’Euler.
1. Première substitution d'Euler. Si a >  0, on pose:

V a x ^  -f- bx -f c =  ±  V a x  4 - J.
Prenons, pour fixer les idées, le signe plus devant y"a. Alors

oj? 4“ bx -f- c =  ax2 -f- 2 V a x/ 4 - *2* 
d’où x  est défini comme une fonction rationnelle de t :

x t2 — c

b —  2  V a  /
(dx est aussi une fonction rationnelle de £), par conséquent,

V a x 2 +  bx +  c  =  V a x  4 - f  =  V a - - - - - - - - - - ^-=- +  tf
b — 2 tV a

c’est-à-dire que Y  ax2 +  bx +  c est ramenée à une fonction ration
nelle de t. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Puisque j/^ax2 bx + c, x et dx s’expriment par des fonctions 
rationnelles de l, l ’intégrale (1 ) est donc ramenée a celle d’une fonc
tion rationnelle de t .

E x e m p l e  1. Soit à calculer l ’intégrale
dx

S o l u t i o n .  Puisque ici a =  1 >  0, nous posons ~\/x2 -f-c = —*4-*; alors 
xa-f  c ^ x 2 — 2xf +  «*,

t*—c 
21 *

d #où
x =
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Par conséquent.
dx — t2~t— dt 2fi 9

V ± Z + Ï =  —z-f-t = 2t '
En revenant à l'intégrale initiale, nous avons: 

dx

t* — c , _
21

di

l V*2+« =  î ^ p r - = î 4 - = ^ i ‘ i ^ ‘=
2 /

=  L o g |* + V * * + e | +  C,

(voir la formule 14 de la table d'intégrales).

2. Deuxième substitution d'Euler. Si c >  0, nous posons :

V a r2+  te-f- c— xt  ±  Vc ,̂
alors

fer+  c =  3*f2 +  2 xfVc +  c

(nous avons pris, pour fixer les idées, le signe plus devant la racine), 
d’où x  est défini comme une fonction rationnelle de t:

x  = 2 y c t  — b 
a — f2

Puisque dx et ] / or8 +  te  +  c s’expriment également par des fonc
tions rationnelles de t, alors en substituant les valeurs de x % 
Y ax% +  bx +  c et de dx en fonction de t dans l’intégrale 
J R  (x, Y ^  +  bx +  c) dx on ramène cette dernière à l ’intégrale 
d’une fonction rationnelle de t.

E x e m p l e  2. Soit à calculer l ’intégrale

f (1 — V l + «  +  I«)2 j_
3 ** V l+ a r + i*

S o l u t i o n .  Posons " Y i - f -x 4 -x * = x f+ l ; alors
o« 4 O «2__2 f -1-2l + * + * 2==*al*+ 2jrt+ i ; « Z r= -î î - ï5± - d t ;

= *t+ 1 = ;

i - v i + x ^ = - y .
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Substituant les expressions ainsi obtenues dans l'intégrale que nous dé
sirons calculer, nous trouvons :

f  ( l - V l  | X ^ x t ) 2 -  (  —  2£* + £ ) * ( 1  —  < * ) * ( 1  —  * * ) ( 2 /®  —  2t ; 2 )  

' -t VTTTT*» J (l-£*)*(2£-l)*(£a - £ + l ) ( l - f * ) a
dt =  — 2/ ! Log l - l

^  2 ( Y i  \ x + x * - \ )  , F ng 1 x 1 V l  f x t J2

+ C -  

1

X— V l  1 *1  *a- f l

^  ... * 1 *?. - *1 -! Log 12x 12 V l  , x , x* +  l | ;-C.

3. Troisième substitution d'Euler. Soient oc et p les racines réelles 
du trinôme ax2 +  frx h c. Posons:

V a x 2 ôx -f- c =  (x  —  a) f.

Comme ax2 +  bz -i c a (x — a) (x — p), il vient:

V a  (x — a) (x — P) =  (x — oc) t, 
a (x — a) (x —- P) =  (x — a ) 2 /2, 

a(x — p) =  (x — a)t2; 
x  s’exprime alors par une fonction rationnelle de t:

«P — at2

Etant donné que dx et V a x2 -f bx +  c sont également des fonc
tions rationnelles de /, l ’intégrale considérée se ramène, par consé
quent, à celle d’une fonction rationnelle de t.

R e m a r q u e  1. Le changement de variable indiqué dans la 
troisième substitution peut Être appliqué non seulement quand 
a <  0 , mais aussi quand a >  0  si seulement le trinôme ax2 +  bx +  c 
a deux racines réelles.

E x e m p l e  3. Soit à calculer l'intégrale
n dx
* V x 8 i 3 i - T  "

S o l u t i o n .  Comme x2 ± 3 x — 4 — (x +  4) (x — t), posons 
V (x  | - 4 ) ( x - l )  =  (x | 4) £ ;

(x ; 4)(x—1) -  (x I 4)*£a, x —1 — (x -| 4) £*, 

* 1 _ £ 2  • dX~  (1 —(2)2 *>

alors
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Revenons à l 'intégrale considérée, nous trouvons : 

dx P 1Q£ (1 —  <«) ^

V** | - 3 r - 4
f . VL:__ LL dt — f — - —  d t=J ( l _ t 2 ) 2 5 |  i  1 — 12

= l°8 |4 z t I+ C=Lob

=  Log

1 + / S t

V  x + 4

V x + ^ + V x — 1

y x + 4 - V x - i
+ c .

R e m a r q u e  2. Remarquons que les substitutions de varia
bles d'Euler indiquées aux cas 1 et 3 suffisent pour que l’intégrale 
(1) soit ramenée à celle d9une fonction rationnelle. En effet, considé
rons le trinôme or2 -f bx +  c. Si ô2 — 4ac >  0, les racines du tri
nôme sont réelles, et nous sommes donc en présence du cas 3. Si 
fc2 — 4oc ^  0 , nous avons dans ce cas

ao? -f- bx -f- c =  — [(2ax -|- b f  -f- (4ac — ô2)]

et, par conséquent, le signe du trinôme coïncide avec celui de a. 
Pour que ax? + bx +  c soit réel, il faut que le trinôme soit posi
tif et, partant, que a >  0. Nous sommes donc en présence du pre
mier cas.

§ 12. Intégration de certaines classes de fonctions 
trigonométriques

Nous n'avons étudié jusqu’ici que les intégrales des fonctions 
algébriques (rationnelles ou irrationnelles).

Dans ce paragraphe nous considérerons l ’intégration de certaines 
classes de fonctions non algébriques, et, en premier lieu, celle des 
fonctions trigonométriques. Soit une intégrale de la forme

J R  (sin x , cosx) dx. (1 )

Montrons que cette intégrale peut toujours être ramenée à une 
intégrale d’une fonction rationnelle par le changement de variable

(2)
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Exprimons sin x  et cos x  en fonction de tg ^  et, partant, en fonc
tion de t:

sin x =

0  . x x  
2 sin ^  cos-g- X  X

2  sin 2  c o s *2

. 2 x  , 7. xsin +  cos ^

2  tg 2 t

‘  +  * 1
< +  <* '

COS X  =  -

cos J  — sin -g- 2 X . 2 X COS g- — SID y

1 2 3C . 2 Xcos y  +  sin y

A  . 2 x
i ~ e

1 + t g 2! l  +  <2 ’

En outre,

x = 2  arc tg /, dx = 2 dt
1 +  t2 '

Nous pouvons donc exprimer sin x, cos x et dx par des fonctions 
rationnelles de t. Une fonction composée de fonctions rationnelles 
étant une fonction rationnelle, en substituant les expressions ainsi 
obtenues dans l ’intégrale (1 ), nous la ramenons à une intégrale d’une 
fonction rationnelle:

H"
E x e m p l e  1. Considérons l'intégrale

t - 4J SI
dx

sinx
En vertu des formules précédentes, nous pouvons écrire : 

2 dt
r dx

SID  X
J — ^ —  =  J -j---- Log| £ |-|-C —Log 11g-g* | + C .

T+7*
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Le changement de variable considéré résout le problème de l'inté
gration de toute expression de la forme R  (cos x, sin x). C'est pour
quoi il est parfois appelé « changement de variable universel pour 
l ’intégration des expressions trigonométriques ». En réalité ce chan
gement de variable conduit fréquemment à des fonctions trop 
compliquées. Pour cette raison, il est parfois préférable de ne pas 
utiliser ce changement de variable, mais d'avoir recours à d'autres 
méthodes menant plus rapidement au but.

1) Si l ’intégrale est de la forme J R  (sin x) cos x  dx, le change
ment de variable sin x  =  t% cos x dx =  di nous conduit à une inté
grale de la forme J R (l) du

2 ) Si l ’intégrale est de la forme l R (cos x) sin x  dx, elle peut 
être ramenée à une intégrale d'une fonction rationnelle par le chan
gement de variable cos x =  /, sin x dx — —du

3) Si la fonction à intégrer ne dépend que de tg x, en effectuant
dtle changement de variable tg x =  /, x =  arc tg t, dx — *

nous ramenons son intégrale à l’intégrale d'une fonction rationnelle:

î  R  (tgx) d x =  J R  (*) •

4) Si la fonction à intégrer est de la forme.R (sin x, cos x), où 
sin x et cos x ne figurent qu’aux puissances p a i r e s ,  nous emploie
rons le changement de variable :

tg x =  *, (2 ')
car sin2 x et cos2 x peuvent être exprimés par des expressions ration
nelles de tg x:

2 1 1cos x =  ---------  =  - ----- r ,
l +  tg*x l  +  ?

tg*x
1 +  tg2x

t
i  +  e  '

dx dt
i + f

Après avoir effectué ce changement de variable, nous obtenons l ’inté
grale d'une fonction rationnelle.

E x e m p l e  2. Calculer l ’intégrale
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S o l u t i o n .  Cette intégrale se ramène aisément à une intégrale de la 
forme J R (cos x) sin * dx. En effet,

l
sin** , /» sin®xsinxdx  r 1—cos®x•dx— \ — —-------------  V —̂ ---------- sinxrfx.J 2 I cosx J ------2- jcosx J 2 f cosx * 2 -|-cosx

Effectuons le changement de variable cosx = z. Alors sin x d x =  ~~dz:

s s - S fp r* ' s ( - *  ‘■TT?) *=
Z* COS® X—  2z f-3Log(z -|-2)-j-C-- —g-------2cosx-f-3 Log(cosx4-2)-|-C.

E x e m p l e  3. Calculer J 
ble tg x =  1 :

r __ £ ___= r
J 2 —sin®x J

dx
sin® x 

dt

. Effectuons le changement de varia- 

dt

( 2 _ T | j î ) ( 1  + 1^ S ^ -  

1- arc tg -
c - T T “ ,* ( y ¥ ) , c -V 2  V 2

5) Considérons maintenant une intégrale du type $ H (sin x, 
cos x) dx, où R  (sin x, cos x) =  sinma: cosn x dx (où m et n sont des 
nombres entiers). Il faut ici considérer trois cas.

a) J sin™ x  cosn x dx, où l ’un au moins des nombres m et n est 
i m p a i r .  Supposons pour fixer les idées que n est impair. Posons 
n =  2p +  1 et transformons l’intégrale:

J sinma:cos2 p + 1  x d x =  $ sinmarcos2pxcosxdx =
=  y s in mx ( l  — sin2x)pco&xdx.

Effectuons le changement de variable
sin x = t, cos x dx — dt.

Substituons ces expressions dans l ’intégrale considérée, nous trou
vons:

J sinmxcosn  ̂/m ( 1  — t*)p dt.
C’est l ’intégrale d’une fonction rationnelle de t.

E x e m p l e  4.
_____    (1 — sin® x) cos x dx
sin4 x r

n cosax dx __ c cos® x cos x dx _  « 
J sin4 x J sin4 x Jsin4 x

Posons s i u x = f ,  cosxdx — dt, nous avons :
sin4x

r cos** t  (1— f i )d t  t dt t  dt 1 , 1 , „  _
------r*------ = i  i r - J ' ï F  =  - 3 i 3 + T + c

1
3sin9x sinx
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b) J sin11' x  cosn x dx, où m et w sont des nombres pairs non 
négatifs.

Posons m -- 2 p, n -  2q. Kcrivons les formules Irigonoinétriqucs 
bien connues:

si n X~ ' 2 — cos 2x, COS2 X =  -s -  +  TT- cos 2or. (3)

Un substituant ces expressions clans l’intégrale considérée, on 
obtient :

j  si n2p xcos2tJ x d x =  j  cos 2a ̂  X

/ i l  V
X I ^  +  ~2 cos 2x1 dx.

En effectuant les opérations indiquées, on obtient un développe
ment suivant les puissances paires et impaires de cos 2x. Les ter
mes contenant des puissances impaires peuvent être intégrés comme 
nous l ’avons indiqué dans le cas a). En ce qui concerne les termes 
contenant des puissances paires, nous appliquons successivement la 
formule (3) afin d'abaisser le degré de ces puissances. En procédant 
de cette manière, on arrive finalement à des termes de la forme 
J cos kx dx que l’on intègre facilement.

Exem ple 5.
1 1 

J sin4 x dx —-~2 2 ~ $ (1 —cos 2x)2 dx — J (1 — 2 cos 2x { Cos2 2x) dx —

=  -j  — sin 2x +  - i - £ (i 1 cos4x)e/xj =-~- x —sin2g-f S* n̂ X j  \ C.

c) Si les deux exposants sont pairs et si l’un d’eux au moins est 
négatif, la méthode indiquée dans le cas b) est sans effet. Il faut 
alors poser Ig x  — t (ou cotg x - - /).

Exem ple 0 .

I
sin2 x dx * sin2 x (sin2 x cos2x)2

cos° x î cos6 x dx -= J tg2 x (1 +  tg2 x)2 dx.

dtPosons tg x 1 ; alors x -- arc tg J, dx — , et nous avons :

s i S f S  <*« ' ■’>’ - S "1M i- ■ ■*■-
- f ^ T + c - S3i + J? î - ' c -

6 ) Considérons enfin les intégrales suivantes:
J cos mx cos nx dx, J sin mx cos nx dx, $ sin nix sin nx dx.
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On peut les calculer en utilisant les formules *) suivantes ri): 

cosmxcosnx==— [cos(m -f-n)x +  cos (m —n)x], 

i
sin m xcosnx=  [sin (m +  ri) x  sin (m — ri)x]t 

1
sin mx sin n x =  — [— cos (m -f- ri) x  +  cos (m — ri) x].

En substituant et en intégrant on trouve :

J cosmxcosnxdx =

=  ■ J  [cos (m -f- n) x  cos (m — n)x]dx —

_ sin(m +  n)x sin(m — ri)x r
2  (m -f- ri) 2  (m — ri)

Les deux autres intégrales se calculent dvune manière analogue. 
Exem ple 7.
J sin 5x s in 3 x d x = y  J [—cos 8x-fcos 2x] d x =  —- -f  C.

§ 13. Intégration de certaines fonctions irrationnelles 
à l ’aide de transformations trigonométriques

Revenons à l’intégrale considérée au § 11, ch. X

J R (x, Vax? -f  bx -f- c)dxt (1)
b*où û ^  0 et c — ^  =54= 0 (dans le cas où a =  0 l ’intégrale est de la

b2forme II § 10, quand c — ^  =  0 l ’expression ax2 +  bx +  c =

=  a^x +  ^ j  , et nous avons affaire à une fonction rationnelle, si

a >  0; si a <  0 la fonction j fax2 +  bx +  c n’est pas définie pour 
aucune valeur de x). Nous allons montrer comment cette intégrale

*) On peut établir aisément ces formules comme suit : cos (m +  n) x =  
=  cos mx cos nx — sin mx sin nx, cos (m — n) x =  cos mx cos nx -f- sin mx sinnx. 
En ajoutant membre à membre et en divisant par deux, on obtient la 
première des trois formules. De même, en retranchant membre à membre puis 
en divisant par deux, on obtient la troisième formule. La deuxième formule 
peut être établie de la même manière en écrivant les développements de 
sin ( m +  n) x et de sin (m — n) x puis en sommant les expressions correspondantes.
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peut être ramenée à une intégrale de la forme
$ 5 (s in z , cos z)dz (2 )

étudiée au paragraphe précédent.
Transformons le trinôme figurant sous le signe de la racine:

^ + t a - M = * ( *  +  A ) ! +  ( c - £ )

Posons

x + Y a= t > d x = d t.
Alors

VQX “f“ -}- c —

Etudions séparément les divers cas possibles.

1. Soit a > 0 ,  c ------- > 0 .  Posons a =  m2, c ------- =  n2. Nous
4 a 4 a

aurons alors dans ce cas :
Vaz2 -f- bx 4 -c =  V m ¥  +  n2.

6 22. Soit a > 0 ,  c ------- < 0 .  Alors
4û

Par conséquent,
VflÆ2 +  bx c =  Vm 2f2 — n2.

3. Soit a <  0, c ------> 0 .  Alors
4 a

Par conséquent,
Vax2 +  fer +  c =  Vn2 — mV.

4. Soit a < 0 ,  c ------< 0 .  Dans ce cas, Vax2 +  6 x -f-c ®st
4a

une quantité complexe quel que soit x.
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L’intégrale (1) peut donc être ramenée à une intégrale de l ’un 
des types suivants:

I. $ R ( l , V m 2?  +  n2)dt. (3.1)

II. J R  (11, V m 2t2 — n2)dt. (3.2)

III. $ R  (/, V n 2- m 2t2)dt. (3.3)
Il est évident que l'intégrale (3.1) se ramène à une intégrale de la 

forme (2 ) si l'on effectue le changement de variable
. n * t =  —  tgz.

m
L’intégrale (3.2) se ramène à une intégrale de la forme (2) si l ’on 
pose

. nt =  —  sec z. 
m

L'intégrale (3.3) se ramène à une intégrale de la forme (2) si l'on pose
, n  • ,t =  —  sin t.

m
E x e m p l e .  Calculer l 'intégrale

dx
ajâ '

S o l u t i o n .  Cette intégrale est du type III. Posons * = a s i n z ;  alors
dx =  a cos z dz,

dx
V(a*-x*)*

__ f. dz

î
a cos z dz

"]/(a2—a2 sin2 z)3 J o»cos»z
a cos z dz *)

cos2z
=  —  t g z \ C  = 1 sin z 

a2 cos z -\-C —

J _____ sin z , r  _ _ 1_____ x
l / l  — sin* z ' ~~ a* V a * -x *

§ 14. Fonctions dont les intégrales ne peuvent être exprimées 
par des fonctions élémentaires

Nous avons indiqué au § 1, ch. X (sans donner de démonstration) 
que toute fonction /  (x) continue dans un intervalle (a, b) a dans cet 
intervalle une primitive, c’est-à-dire qu’il existe une fonction 
F (x) telle que F’ (x) =  /  (x). Cependant, t o u t e . p r i m i t i v e ,

*) V T  — sinsz =  | cos z |, nous nous arrêterons, pour fixer les idées, sur 
un seul cas : | cos 2 | =  cos z.
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même si elle existe, ne s ’exprime pas p a r  d e s  c o m b i n a i 
s o n s  e n  n o m b r e  f i n i  d e  f o n c t i o n s  é l é m e n 
t a i r e s .

Telles sont, par exemple, les primitives exprimées par les inté
grales

Ç e~T*dx% ( S—-X- dx, ( dx, $ V l — kzsin2x dx, j  ~ r  -
x x Log x

ainsi que bien d’aulres encore.
Dans tous ces cas, la primitive qui ne peut être exprimée par îles 

combinaisons en nombre fini de fonctions élémentaires représente 
évidemment une fonction d'une nature nouvelle.

Par exemple, celle des primitives

—  J é~xtdx +  C,
V ji

qui s’annule pour x — 0, est appelée jonction de Laplace et est dési
gnée par la notation <1> (x). Ainsi,

e ** dx +  Cu

si
ci) (0) -  0.

Cette fonction est très bien étudiée. Il existe des tables détaillées 
donnant les valeurs de celte fonction pour diverses valeurs de .r. 
Nous verrons au § 21, ch. XVI comment cela peut être réalisé. 
Les graphiques de la fonction y =  e~ x 2 et de la fonction de Laplace 
y =  O (x) sont représentés sur les figures 208 et 209. De même, 
celle des primitives

J  V l  — k2sin2x dx C (& <!),
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qui s’annule pour x  — 0 , est appelée « intégrale elliptique » et est 
désignée par la notation E (x),

E ( x ) = l V  1 - k *  ain2 z d z  +  ^ 2*
si

E  (0) =  0.
Il existe également des tables détaillées donnant la valeur de 

cette fonction pour diverses valeurs de x.

Exercices

I. Calculer les intégrales :

1. J xbdx. Rép.

2 . J (*+ y î)d * . Rép. —

3. J Rép. 6 1 / ï —f i X * V ï + C .

*■ î • r 6p- |- * a V î+ c .

f 5* î  ( i r + — ^ + 2 ) <b- Rép' ~ i ~ Y Î +2x+c-
6. Rép.

7* î  (*, + ‘f î ) 2dx- Rép- ■ y - + 4 * * ^ + 8 ^ r* + C

Intégration par changement de variable:

«.8. I e**dx. Rép.

10. £ Binazdx. Rép.

9. J cos 5 i dx. Rép. 8in- ?g.-|-C.

“ ■ S o i r s -  “ <>•

cos ax

cotg 3j

h c.

+C. 13. I

Logx
X
dx

11. J Rép. y L o g * *  HC.

sin« 3* • 3 1 ~  i  cosa 7* '

14. $ 3^ 7 . Rép. - I x > g |3 * - 7 |  +  C.

15. I — . Rép. - L o g | l - * | + C .

16- RéP- - - L o g | 5 - 2 x |  +  C.

17. $ tg 2x dx. Rép. — |-L o g |c o s2 x |-f  C.

Rép. + C .
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18. J cotg(5x—7)dx. Rép. Log| sin (5x—7) |-fC .

I9* î co^ 3 y • RéP- - 4 - L°KlC093*'l +  C-

20. J cotg— dx. Rép. 3 Log | sin.-^-1 -|- C.

21. J tg<p-sec8 <pd<p. Rép. -^*tg®<p+C.

22. J (cotg ex) e* dx. Rép. Log | sin e* | -f- C.

\  23. J ( tg 4 5 —cotg— ) dS. Rép. — i* L og|cos451—4L og |sin -—* |+ C .

24. J sin8 x cos xdz. Rép. --+ C .

25. J cofiBxsinxdx. Rép. —52— -C.

26. J Y &  +  ï x d z .  Rép. y  V (* 8+ l ) s+ C .

*>■ î  v ^ + i - “ P- -J V ® + 3 + c .

* l j ^ r  Hp- I v^+t+c.

*• î l s # -

31. J a«p. T

sin x 4-C. 30. J Rép. 1

tg8x
\rC.

sin x dx 
cos8x *Wf#* 2cos8 x

COtg* -3. M . COtg**
«■ î S - &- »*■ +C.

33. J

34. J

»■ î

36. J

37. J

dx
COS8 2  * l / t g x —ï  

Log (x 4-1)

. Rép. 2 l / t g x —1+ C .

* +  l
cosxdx

dx. Rép. Log^x-H) H-C.

V 2 sinxH 1 

sin 2x dx

. Rép. V ^ sin  x -f  l +  C. 

1
(l +  cos2x)8 

sin 2x dx

. Rép. + C .2(1-f cos2x)

. Rép. 2 V l  -fsin 8 x-f-C.
V l + s i n 8 x

*• S Rép* i V i ^ + v + c .
cos2xdx 1 139. J (2 + 3 sin 2 x )8 . Rép. 12 (2-f 3sin2x)8 f  C.

.A f sin3xdx  40. V - = 7 = - .  Rép. 
J ^cos43x ^cosSx +G

27—1162
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41. î

42. J

43. J

44. J

45. I

46. J

«■ S

48. J

L°82X- ^ .  Rép. I ^ + C .* 3
arcsinxdx arc sin2 x ^

y i - x »
arc tgxdx  

1 +  x* 
arc cos2 x

R é p - S ^ î+ C .

dx. Rép.
arc cos3 x

arccotg* . n , arccotg**
l + x*~  **• R6p- ---------2

C.

+c.

-i-c.

m p- 4 Lob(x>+1)+c-

*»+2 * + 3 ' dX' y  Lo8 (̂ a+ 2̂  +  3)+ C•
cosx dz Ré 1 Log (2 8in x +  3 ) + C.

2 s m x - f 3  *

49. t T<fa— . Rép. L og |L og* |-| C.J xLogx (xa_i-i\6  ^
50. J 2* (**+ l)«d*. Rép. -— g—M  C.

51. J tg**dx. Rép. tg * + * -|-C .

5 1  i (. +  ..f .r c tr .-  Lo8l" Ctg‘ l+C-

^ S S J 7 T O Î + ï ) - RéP- 7 U ‘ |3 ,‘ *+ , | , ' C'

dx Rép. Log | are sin x | +  C.55. \ zt7 = = -------:—  «* y i —x*arc sm x

«• « ^ t u « |2 + 3sU ,2i|+c-
57. $ c o s (L o g * )-^ . Rép. sin (L og*)+C .

58. f cos(a-\-bx)dx. Rép. y  sin («+& *)+C.

59. J «** dx. Rép. y « ïx + C .

61. J e8111*cos*dz. Rép. «*,n* + C . 

* *
63. J e°d*. Rép. «e°+C .

60. J e3 dx. Rép. 3e3+ C .

62. I axt x dx. Rép. 2 ^ ~  +  c -

64. J («»*)S<j*. Rép.
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65. J 3*e*dx. Rép. j ^ g ^ + l  + C ‘ ^  i  e"3* dx* RéP-

67. I (***[-a * )d x .  Rép. i  (*6x+ i~  +  c )  .

68. J e x,+tx+3(*-l 2)dx. Rép. y « * ),+4*+3+ (;.

69. $

70. J

71. J

72. $

73. J

«• $

75. I

78. J

79. $

80. J

81. J

82. J

83. 5

84. I 

B5. J

86. J

( g X  —  b * ) * dx. Rép. Loga—Logfe -2x +  C.
a x b *

3 - J f -  ^ p .  ± L o g (3 + 4 e * ) +  C.

Rép. i-L o g (2+  e**)+C.

T -yL *  ■ Rép* — ^ a rc tg (V 2 Ï )+ C . 

■ ÿ f = p -  • RéP- y f arc sin ( V ^ ) + c .
dx n , 1 . 3& . ~r— .......... Rep. -=-arcsin- 7 - 4  C.

V 1 6 -  9i* 3 4

y ^ T * RéP- 8rc 8inT +C- 76‘ i 4T

f t ^ T -  WP- 4 arct« Ÿ + c-

dx 
x* Rép.

dx
4—9x2 

dx
• RéP- i2 Log| 2 —3 x |^ C*

Rép. Ix>g|* +  y ï â + 9 |  +  C.l/x 2 f9

v  • **■ f i « i b + v w ^ i + c ,

dx
y  b •+a*x*

dx

. Rép. — L o g |f l* ^ y 6 * + « l**l +  ̂ -

a2x2 — c2 . Rép.
2ac Log ax-\~c + C.

x2 dx 
5 -x « Rép.

6  y s  | * » -V 5 1

— --***— . Rép. 4 - arc sin xa-f- C.y n r s  2  T
x dx x 1 . x2 _WP- ^ -a r c tg  — +C.
e*dx

V l-e**
Rép. arcsine*+C .

— «-»*+c.

a rc tg y + C .
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87. f — ■- *** — . Rép. * arcsin 1 / -x-\-C.
3 l / 3 - 5 x *  l /B  '  3

89. Ç----- . ■■ — - Rép. arcsin (Logx) +  C.
z y i  — ho g*x

90. J — dx. Rép. — y  (arccosx)2 + V *  —** +  £ .

9 i* l  *~\  +  x * X^X' Rép* +

- 92. J V t-h L o g x  ^  j^p | . y ( i  +  Log*)3 +  c .

94. ^

Y i
dx

93. $ r * dx. Rép. | f ( l + V Ï ) » + C .

-. Rép. i V l  +  V ï + C .

COS X dx

y - x V T T ÿ ï

95. f * . Rép. arctg«*-f-C. 96. f °08Ig:c . Rép. 3 ^sinx-f-C.
1 ~l ^  J y  s in 2 x

97. J l / l - |- 3 c o s 2xsin2xdx. Rép. — «g- V (1 H-3 cos2x)3-f C.

98. f _ sm 2xdx __ M p —2 -f cos2 x-| C.
y l  +  coB*x

99. f dx. Rép.J sin4  x r
1 1

sin x 3 sin3 x + C-

,0#- S “ p- 4  # v * + c .

««•5  JH
dx

2 sin2 x-)-3 cos2 x ’’ RéP‘ •yg*arct* ( ^

Intégrales du type J - ^ * 4 ^  -dx:

1 0 2 . J
OX2 -|-fex  -j-C

** . Rép. 1 - a r c t g i t l  +  C.x2-|-2x-|-5

103. f ____ -J 3x2—

104. J

dx 1 3x—1. Rép. —= - a r c t g — = -  +  C.
V îi3 x * -2 x + 4  

* * + 3 * + r  Rép- ~ ÿ î hog

V i l
2 x 4 - 3 -  V 5  
2 x + 34-V5 +  C.

dx
,05- S î n r Ê + s - Rêp- t Lo8 | Ï = Ï |+ c- 

i i ,—t + r  “ p- •»*«<*— «>+&
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,ro- I  • “ *■ e -
(6a:— 7) dx

J f iE

3x2—7 x + l l  
(3a:—2) rfx

. Rép. Log 13x2—7x-|-ll H-C.

5a:2 — 3x -|- 2 . Rép. Log (5x2—3x -f- 2) - 11
10

3

4 lOx—3 , -  
arctg—zrr=7— h^*

5 1 / 3 Ï  " * V 3 Î

tl0 - ^ p .  | l x ) g ( x a - x + l ) + — a r c t g ? ^  +  C.

«*• îô J*X+ J _ i dx- Rép. -|Log(3x-l)+i-Log(2x+l)+C .

>12- J e c ï t s 4*- *4» - t l<« > ^ - > + 2 ' - v p W " ' ,,,JW + c ‘

,l3- Mp->s- 4 + t Lo8|2i’ - i + , |+2a:*-

+  n arctg f^Ll +  C.
21/7

114.

1 /7
dx

2 cos2 x -f sin x cos x + sin2 x * *  ^ ■ arc lg l1 7 f 1 + c -
Intégrales du type f Ax +  B----- ^

J y«*»+ te+ c
115. r  , dx Rép. 4 - a r c s in ? î i5 + C .

3 l / 2 - 3 x - 4 x *  2 1/41

,l6- V i + x + J  • “ »• ^  | ■‘ + T +  V ^ + i+ <  |+ e- 

'« •  i  y j ^ + s *  ' Mp' ■*»!«+■+V “ +«*l+e-

118. f - ^  . Rép. —L_ arc sin ^~j~T + C .
J V 5 - 7 x - 3 i *  V 3  V îÔ 9

119. f ■ . ^  ■ •- Rép. -4 = rL o g |6 x + 5  +  V l2 * (3 x + 5 ) l+ C .
3 l/*(3*-» 5) 1 /3

120. J dx
1 /2 —3x—x*

1 /3

. Rép. aresin j j -4-C.y i?
121. f - . .. dx =r. Rép. - l ^ L o g | l 0 x - l  +  l / 2 0 ( 5 x * - x - l ) |4 - C .  

y 5x 2—x —1 y S

“  î  V X X + c  2 V i? + = + î- i - e .

i23- î  v t t t u  • ^  4 - v f a - + ^ + 3 + - |^ i ^ + « +

+  l /4 r * + 4 x + 3 h - C .
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124. f J f . —  . Rép. - L  V 3  +  f l to - l l* «  +  C.
J l / 3 + 6 f e - l l x *  11

,28- !; v . f r - i ) f e  Wp' 4 v 5 ^ î + t ^ - i« ( 4 x- i +
M / 8 (2x*-*)) +  C.

II. Intégration par parties:

127. J  xé*dx. Rép. e* {x—1 )-\-C.

128. J xLog xdx. Rép. -g-x2 ^Logx— g-J -|-C.

129. £ x s in  xdx. Rép. s in x —a: cos x 4- C.

130. J Logxdx. Rép. x(L ogx—

131. J arc sin xdx. Rép. x arcsin x -f- ~[/i — x*- K -

132. J L og(l—x )dx. Rép. —x —(1—x )L o g (l—x)-|-C.

133. J x«Logxdx. Rép. *"-*■ ( l / ) g x — ) -l-C.
I

134. J a:arc tgxdx. Rép. y  [(x2 f  1) arctgx—x] | £•

135. £xa rcsin x d x . Rép. -i- [(2x2— 1) arc sin x |-x ^ / l —x*|-f C.

136. J Log(xa4-l)d*- Rép. x Log(x24-l) — 2x f  2arctgx  | C.

137. J arctg l / x d x .  Rép. (x (-l)arc tg V x — l /x-{-C.

138. { aresin 'Vx ^  Rép. 2 y xarcsin -y/~x +  2 y ï H i  +  C.

139. J arc sin j / " ^ dx. Rép. x arc sin —— — V* l-arctg '\/x-\-C.

140. J x cos* xdx. Rép. —!--^-xsiii 2x-l--g-cos2x-f C.

141. J

142. J

143. J

144. J

x arc sin x ^  R. z — "y/j—xa arcsinx-|-C .
V i - ï *
xarctgx x , 1  . 1 arctgx , „
(x»+l)* ***• Rep- 4(1 (-x*)+ 4 tgz 2 H-X* +C-

xarclg  y î ® —l d i .  Rép. y  xa arc tg y * * —1— y  y * 8— 1-) C.

arcsinx , .  I 1 — p i  —xa 1 1  , „----- =—  dx. Rep. Log ------    arc sin x + C .
T *  I X  I XX
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145. i  Log (* + y r+ ï* )d x . Rép. * ix « i* 4- y î + ^ i - y i + T * + c .
JiC r xdx  arcsinx , 1 .  I l —x\  , ~146. \ arcsin x — ■ . Rép. — . . + t -  Log t—.— \ +  C.

" V ( l - * * ) 3  V l — * •  2  * U + * I

Dans les exemples suivants introduire des variables trigonométriques :

147. J —  dx. Rép. — x —  arc s in — -|-C.

148. J * » V 4 ^ î« d * . Rép. 2 a r e s î n y - y *  V 4 = * * + - i - * 3 l / 4 = ^ + C .

149. Ç-------^ ------- ■ Rép. _  V i  +  x i . +  c .
J x* 1 /1 + 1 *  *

150. J * x ° -  dx. Rép. "Vx*— a*— a arc cos — +  C.

151. J

X

dx . Rép. +  C.
l/(a*+ x*)3  ' *“ 1" «* V a * + x *

Intégration des fractions rationnelles:

152* Rép-

l53* î  ( x + l ) ( x + 3 ) ( x + 5 ) -  ^  T Log( x + 5 ) » ( i+ l ) + C -

154* I J 8  «**• Rép‘ T - + 4 + 4 x+Log| T Î i F l +C-
x4 dx

. Mp. 4 - 2' + T L« l ! r H } r + ¥ u '8 ,I+ 2,+ C'

î “ p- À+^fEf+e-
« « -S f+ to * - “ p- î è 5 + L“« '! îÿ î -+ c -

s « P - 2 F Î ^ + l 0‘ P W - +<:-
x2 dx

15M  ô

160‘ S x (x * + l)

:*+2)a (x+4)*  
dx

Rép.

Rép. Log

4 x + 3  
l)i
5x+ 12  

’x*+ 6x  +  8 
x

y ï s + ï +C.

.a . f 2x*—3x—3 . ,  (x*—2 x + 5 )2 , 1 4 x—1 , _
16i* î  ( x - l ) ( x a- 2 x + 5 T dz- R6P- U g  ' x —1  + T « " * g — + g -

x»—6162. J «H-faE+8 * - R̂ - Log^ l + T arctgT - ^ arct« f | + c*2

S - £ t - Rép- ¥ '■»«J S r T ï + ^ s " ' « T 7 T + C-+ 1 V3 V 3
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1 6 4  l  *3 (-S + L + 4  • Rép- LogF F i F + T arc‘g l + c -

165. C - l x r -  RéP- -4=  Loga* +  a ^ + 1 | - y 2 a t c t g f ^ + C .J **+l F V 2  ^ * * - * 1 / 2  +  1 l - * 2

166. S Rép. - [ ^  +  L o g ( i3 - l) ]  +  C.

; ,e7- l ^ w * '  -ï w t w  *Lt*<'*+ 2 , î - 4- ^ * rele 7 i , c -
<ro f (4x2—Sx)dx 3xa —x (x— l)2 r
1C8* J ( * - l ) 4(*3-M )*' R^ ‘ (x—t)(*=»+l)‘*'Log x * + i  + a rC tg I+ C '
iCfk r dx „ .  r x — 1 10169. \ n -------7-7- 5;--- —jrs. Rép. L o g ------------------- 7= arc tgJ (X2—x)(x*—x f  1)2 6 X 3 y g  *

2x— i
~ W

2x—1 +  C.3 ( * * - * + l ) '

Intég ration des fonctions irrationnelles:

170. I 4/¥ * + i  f e  R é p . - | [ ^ - L o g ( î ^ + l ) ] - |  C.

171- î  V ? ^ dl- RéP-6  V*
y ;-M

172* I y y + V s r Rép~

13

6̂ + îë = + 2 L o g x - 2 4 L o g ( V ï - |^ i ) + C .

173. I t f *  dx. Rép. - * / ^ — | Î / x « + 4 Î ^ - 6 Î / Î 5  +
J y x H -^ x  i - y x + i  5 2

+ 6 * / i - 9 L o g ( V x  +  l)  -J--^-Log(>/rx*-| l )  +  3 a r c t g î^ x - f  C.

X
y r + i

y r = ï *t  i — x dx ,  i y i — 1 + v î
174. V 1 /  r i  s» Rép. Log r . —y—J F i-j-xx*  r  6 [ y i _ x _ y i

*»■ s / i S Ï -  ■ *  ^ ■ » / g | + u « ^ - V E f + o.

,76-
Rép. l y i s j + c .

1 7 7 - î / S * *

Rép. y 3 x a—7x — 6 +— § Log ( * — J  + j / " x2~ i x~ 2) + C ‘
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178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

Intégrales du type J R (x%" y a x * + b z c )  dx: 

dx Rép. * i j * \ y * F ^ y * + - i - \ + c. *y*2—z + 3 1 /3  I 3 2 T/3|
, Rép. - 4 =  ^ 1 V E I E E J J 2 +  ‘

z l / 2  +  x -z *  1 /2  I * 2 1 /2

------- ^ --------- Rép. 4 - arc s in -—
z 1/*M  4*^4 2 * 1 /2

^V *Ç EM <i*. Rép. V z* |-2® +  Log |*  f  1 +  V * * + 2 * |- | C.

f —= M = .  Rép. - ^ À =  +  C. 
i 1 /(2 *—**)* 1 / 2 *—z2

J 1 /2 * —*2d*. Rép. -g-[(*—1 )1 /2 * —** +  arcsin (*—1)] J-C.

5 ;  RépT + l  l ^ ï = î - 4 ^ l * + V i 5̂ ï | - i  c.

î ;

$

x—y**—i
dx

( i + x )  y i + * + * i
(g~M)____

(2x+ xa)

R^. fij .  j + y ï^ £ ± f L . i+ r.

dx. Rép.—

| 2 -} • x -{- ~\/1 ■ x -J~ 3?2 
1

T/2x M 2
+C.

. i - y r + 7 + g . .  . | 2 + x - a V M - ,+ » » M „
J x y i +*-!•** | **

8

Intégration des fonctions trigonométriques :

 ̂ sin3 xdx. Rép. -i- cos8 x —cos x -fC .

$ sin*xdx. Rép. — c o sx + -|-  cos3 x — C— * -f-C.

$ cos4xsin8 x dx. Rép. — g-cos® x-fy cos?x-|- C.

J Rép. cosec x — y  cosec3 x +  C.

$cosaxdx. Rép. - Î -+ —-sin2x-|-C.

-f L o g |x + 2 + y x * - f  4x|-( C.

sin2x , sin4x fC.J sin4 x dx. Rép. -g- x- 

J costxdx. Rép. ^  ^ 5x+4sin  

J sin4 x cos4 x dx. Rép. j-g  ^3x — sin 4x-f J -f  C,

sin32z , 3 
4

sin 8x y

2x— sin 4x j +C.
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197. J tg *zdx.  Rép. +  L6g\co3x\ +  C.

198. J cotg*xdx. Rép, —-|-cotg4 x-f~i- cotg*x+Log |s in x  |-f-C.

199. J cotgpxdx.  Rép. — —Log | sinx  |+ C .

200. J sec8xdx.  Rép. * +  t g ^  +  tg x + C .

201. J tg*xsec4 xdx. Rép. i Ç î + î ^ î  +  C.

**• î ë â i - *  **>•** + t * 8 * * + c -
203. J 4 ^ * - dx. Rép. C—cosec x.

5 _1
204. t 8‘p3j:da.. Rép. (cos3 * )+ 3  (cos 3x )+ C .

J y cos4 x

205. J sin xsin 3xd x . Rép. — 8I° — +  8l^ 2x-+ C .

206. Jcos4xcos7xdx. Rép. 81P̂  — + ^ ^ - + C .

^  f  o  • /  J  « X  C O S6a: cos2x . „207. J cos2rsin4xdx. R é p .------^ --------------------£-|-C.

1 3208. J sin -T- x cos -T- x dx. Rép.

a»- $ 4 34 —5sin x . Rép. -s-Log

cosx , 1 , _
*— + C0 SY * + c -

t g - | - 2

2 t g f - l
+  C.

2i0- $ 5 = 3 ^  R é p . i a r e t g |2 t g | |+ C .

2 ll. C*” * .•> 1 f-sinx Rép.
1 + t g f

+ *  +  C.

2 12- $ ~jnpï35T- R « p -* - tg f+ c -

213- î cos>«Ta5n <lK‘ Rép- arctg(28iD2l_1)+c- 

*“ ■ $ (î+ £ s ^ - H* T * « T + I I* T + C*

215- $ s in » x + tg » x - RéP- - y [ COtg* + ^ a r c tg ( ^ ) ] + C * 

2i6> $ 1 +  L i*  x **' Rép~ 1 /2  aro Ig ( ^ f )  — * + c -



Chapitre XI

INTÉGRALE DÉFINIE

§ 1. Position du problème.
Sommes intégrales inférieure et supérieure

Un puissant moyen d’invesLig&tion en mathématiques, en physi
que, en mécanique, ainsi que dans d’autres disciplines est fourni 
par l ’i n t é g r a l e  d é f i n i e ,  une des notions fondamentales 
de l ’analyse. Le calcul des aires délimitées par des courbes, des 
arcs, des volumes, du travail, de la vitesse, du chemin, des moments 
d’inertie, etc., se ramène au calcul d’une intégrale définie.

Soit y = f  (x) une fonction c o n t i n u e  donnée sur le segment 
[a, 61 (fig. 210 et 211). Soient m et M  respectivement sa plus petite 
et sa plus grande valeur sur ce segment. Partageons le segment 
la, 6 ] en n parties par les points

a =  Iqi ^2» • ■ 1* Xn =  ^
avec

Xo <  Xi <  X2 <  . . .  <  x n ,

et posons
Xf  —  X q —  A j |  , fl/2 X\  —  A îT2t • • *y 3 tj == A j ^ .

Désignons la plus petite et la plus grande valeur de /  (x) 
sur le segment [a:0, xtl par m* et M it 
sur le segment la*, x2] par m2 et M 2,

sur le segment hrn_lf xn] par m* et Mn.
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Formons les sommes
n

sn =  rrif Axj +  rri2 As2 +  - . .  +  mn Axn =  2  mi Aar*, (1)
i=i

_ n
s„ =  M t Ai, -f- A/ 2 Ax2 + . . .  +  -^n A in =  2  Afj Ax,-. (2)

i— 1

La somme sn est appelée somme intégrale inférieure et sn somme 
intégrale supérieure.

Lorsque f  (x) >  0, la somme intégrale inférieure a pour valeur 
numérique l'aire de la figure en escalier « inscrite » ACqN iC\N2 . . . 
. . . Cn-\N nBA et la somme intégrale supérieure l’aire de la figure 
en escalier « circonscrite * A K ^yK y  . . . Cn-iK n_iCnBA.

Indiquons quelques propriétés des sommes intégrales inférieures 
et supérieures.

a) Etant donné que m{ ^  M t quel que soit i (i =  1, 2, . . ., n), 
on a, en vertu des formules (1 ) et (2 ) :

f  n <  Sn (3)
(l’égalité correspondant à /  (x) =  const).

b) Etant donné que
m-i >• m, m2 m, . . ., mn m, 

où m est la plus petite valeur de f  (x) sur [a, 61, on a
sn =  myAxi +  m2 Ax2 +  . . . +ro„Aa;n mAxt +  m àx2 +  • . .  

. . • +  m.Axn =  m (Axt +  Ax2 +  . . . -f- Ax„) =  m ( 6  — a). 
Ainsi,

Sp >  m ( 6  — a). (4)
c) Etant donné que

Mi <  M, M 2 <  M, . . ., Mn <  M , 

où M  est la plus grande valeur de /  (x) sur [a, 61, on a
s„ =  M tAx, +  M 2Ax2+ . . . + M nAxn <  MAxi +  M bx2+  . . . 

. . . “I- /WAx„ — il/ (Axi ■}’ Ax2 . . .
. . . +  Axn) — M  (b — a).

Ainsi,
7n ^  M (b — a). (5 )

Réunissant les deux inégalités obtenues, on a:
(6)
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Lorsque /  (x) ^  0, la double inégalité obtenue admet une inter
prétation géométrique simple (fig. 2 1 2 ), étant donné que les pro

duits m (b — a) et M (b — a) représentent respectivement les 
valeurs numériques des aires du rectangle « inscrit » AL^L2B  et du 
rectangle « circonscrit » ÂLÎLdB.

§ 2 . Intégrale définie. Théorème d’existance de l’intégrale définie
Continuons l ’examen de la question du paragraphe précédent. 

Prenons un point sur chaque segment [x0, xJ, [x^ x2 l, . . |xn_i, xn\

que nous désignerons respectivement par glf g2» - - -, En (fig- 213),
*0  ^  E l  ^  x \ ^  E 2 ^  ^ 2 »  • • - i  x n—1 ^  E n  ^  x n m 

Soient /  (&), /  (g2)f . . /  (gn) les valeurs de la fonction en ces
points. Formons la somme

*n =  /  (El) Ax, +  /  (g*) Ax* +  - - ■ +  /  (En) Axn =  J j  /  (g,) Ax, (1)
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qu’on appelle somme intégrale pour la fonction /  (x) sur le segment 
[a, 61. Etant donné que, quel que soit sur le segment {X|_t, x J,

( l i X M »
et que Ax4 >  0, on en déduit

mt AX| <  /  (Ç|) Ax* <  Mi Ax4,
par conséquent,

rnt Aar, <  /  (&) A*j <

ou
£n ^  ^  • (2 )

L’interprétation géométrique de cette dernière inégalité est que, 
pour /  (x) >  0 , la figure ayant sn pour aire est délimitée par une 
courbe comprise entre les courbes en escalier « inscrite » et « circons
crite ».

La somme sn dépend du mode de découpage du segment la, 6 ! en 
segments [x4_i, x4] et du choix des points g* sur ces segments.

Désignons maintenant par max [xj-i, x,| la longueur du plus 
grand des segments [x0, xJ, fxf, x2 l, . . ., [xr_t, xnJ. Considérons 
divers découpages du segment [a, 61 en segments partiels [x4_t, s J  
tels que max [x,_i, xJ 0. Il est évident que le nombre n de seg
ments d’un tel découpage tend vers l ’infini. On peut former pour 
chaque découpage, en choisissant las valeurs correspondantes 
la somme intégrale

*n =  J j / ( W  A*.- (3)

Considérons une certaine suite de partitions, pour lesquelles 
max Ax t 0, et n oo. Pour chaque partition nous choisissons
les valeurs | x*. Supposons que cette suite de sommes intégrales *) 
s£ tende vers une certaine limite

lim Sn=  lim 2  /  (£,) Axt =  s. (4)
m a x  Aarf-Mî m a x  A xj-M ) i — l

Nous pouvons maintenant formuler la définition suivante.
D é f i n i t i o n  1. Si pour toutes partitions du segment la, 61 

telles que max Ax* 0 et pour tout choix des points dans les 
segments [x4_i, xf] la somme intégrale

Sn =  2  /(£<) AXi (5)

*) Dans le cas donné, la somme est une grandeur variable ordonnée.
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tend vers une même limite s, celte limite est appelée intégrale défi
nie de la fonction /  (x) sur le segment [a, b] et notée

\ f (x)dx.
a

Ainsi par définition

lim S /« ,)  A*, =  }/(*)<**. (6)
m a i A jc|-*0 i —i  a

Le nombre a est la borne (ou la limité) inférieure de l’intégrale et b 
la borne (ou la limite) supérieure. Le segment 
[a, b] est le segment d'intégration, x la variable 
d'intégration.

D é f i n i t i o n  2 . Si la limite (6 ) existe 
pour la fonction /  (x), cette fonction est dite 
intégrable sur le segment [a, 6 ].

Notons que la somme intégrale inférieure sn
et la somme intégrale supérieure sn sont des 
cas particuliers de la somme intégrale (5), 
de sorte que si /  (x) est intégrable, les sommes 
intégrale inférieure et supérieure tendent vers une même limite 
s, de sorte que nous pouvons écrire en vertu de l’égalité (6 ) :

n b
lim 2  mjAxt =  J /  (x) dx, (7)

m a i A.Tf-^O i = l  o
n b

lim 2  MiAxi =  $ /  (x) dx. (T)
max A *f-> 0  o

Si l ’on construit le graphique de la fonction sous le signe somme 
(le signe d’intégration) y =  /  (x), lorsque /  (x) 0 , l'intégrale

b
[ f (x)dx
a

est numériquement égale à l’a i r e du trapèze curviligne formé par 
la courbe y =  /  (x), les droites x =  a, x =  b et l’axe Ox (fig. 214).

Par conséquent, on calculera l’aire du trapèze curviligne formé 
par la courbe y — f  (x), les droites x — a, x  =  b et l’axe Ox au 
moyen de l’intégrale

Q = l f ( x ) d x .  (8 )
O

Démontrons l ’important théorème suivant.
T h é o r è m e  1. Si la fonction f  (x) est continue sur le segment 

[a, b], elle est intégrable sur ce segment.
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D é m o n s t r a t i o n .  Partitionnons de nouveau le segment 
la, b) (a <  b) en segments lx0, xt], x2\, . . - - •
. . ., lxn„i, xn]. Formons les sommes intégrales inférieure et supé
rieure :

n

sn =  S  rriiAxt, (9)
1 = 1

ï» -5 îA f |A * , .  (1 0 )

Etablissons maintenant quelques propriétés des sommes inté
grales inférieures et supérieures.

P r o p r i é t é  1. Quand on augmente le nombre des segments 
figurant dans la partition du segment [a, b] en ajoutant de nouveaux 
points de division, la somme intégrale inférieure ne peut qu' augmenter, 
et la somme intégrale supérieure ne peut que diminuer.

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons que le segment [a, b] soit 
partitionné en n' segments en ajoutant de nouveaux points (n' >  n). 
Si un segment quelconque [za-i, æ j sera partitionné en plusieurs 
segments, par exemple en ph segments, alors dans la nouvelle somme 
intégrale inférieure sn> au segment [#*_!, xh\ correspondra une somme 
de P* termes, que nous noterons Dans la somme sn à ce segment 
correspond un seul terme m* (xh — Or pour la somme
et la grandeur m* (x* — Xh-1) on a une inégalité analogue à l’iné- 
galité (4) § 1 . Nous pouvons écrire:

fîft >  ( ife — xh- t).
Ecrivant les inégalités correspondantes pour chaque segment et 
sommant les termes à gauche et à droite nous obtenons:

£ n ' > £ n  ( « ' > « ) •  ( H )

La propriété 1 est démontrée.
P r o p r i é t é  2. La somme intégrale inférieure (9) et la somme 

intégrale supérieure (1 0 ) tendent, quand le nombre des segments aug
mente indéfiniment du fait de l'adjonction de nouveaux points de divi
sion, vers certaines limites s et s.

D é m o n s t r a t i o n .  Nous pouvons écrire à l ’appui de l’iné
galité (6 ) § 1  :

Sn <  M  (b — a),
autrement dit sn est bornée pour tous les n. En vertu de la proprié
té 1 sn est monotone croissante quand n croît. Par conséquent en 
vertu du théorème 7 sur les limites (cf. § 5 ch. II) cette grandeur
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variable possède une limite: désignons-la par s:
lim sn =  s. (1 2 )
n~*<xr~ ~~

On établit de même, que sn est bornée supérieurement et monoto
ne décroissante. Par conséquent, sn possède une limite, que nous 
désignerons par s :

lim sn =  s.
Il-* «O

P r o p r i é t é  3. Si la fonction f  (x) est continue sur le segment 
fermé [a, 61, alors les limites s et s définies dans la propriété 2  sont éga
les, à condition que max Axt ->■ 0 .

Désignons cette limite commune par s:
s = s = s. (13)

D é m o n s t r a t i o n .  Considérons la différence des sommes 
intégrales supérieure et inférieure :

sn — sn =  (Mi — mt) Axi +  (M2 — mg) Aa* + . . .
. . .  -f- (Mt — mt) Axt + . . .  +  (Mn — mn) Ax„ =

— ^  (Mi — mt) A x f (14)

Désignons par en la plus grande des différences (Mg — mt) pour 
n’importe quelle partition

En — max (Mt — mi)
On peut démontrer (mais nous ne nous y arrêterons pas), que si la 
fonction f  (x) est continue sur un segment fermé, alors pour toute 
partition du segment [ a ,  6 J en -► 0, si seulement max Ax t -► 0  :

lim en =  0 (15)
m a x  A arj-tP

La propriété d’une fonction continue sur un segment fermé qu’ex
prime l’égalité (15) est appelée la continuité uniforme de la fonction.

Nous utiliserons ainsi le théorème: Une fonction continue sur un 
intervalle fermé est uniformément continue sur cet intervalle.

Revenons à l ’égalité (14). Remplaçons chaque différence 
(Mf — mt) dans le second membre par la grandeur non inférieure 
e*. Nous obtenons l’inégalité

Sn ~  £n <  enAXi +  CnAx2 +  . . . +  e„Aa:n =
— cn (A^i +  Ax2+  • . . +A.rn) =  en (6 — a ).
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Passant à la limite quand max Ax* 0 (n oo) nous obtenons :

c’est-à-dire

ou

lim (sn — sn) ^  lim en ( 6  — a) =
max Axf-M ) “  max A ar^O

=  ( 6  — a) lim e„ =  0 ,
max A *|-> 0

lim sn =  lira sn = s 

s = s — s, c.q.f.d.

(16)

(17)

P r o p r i é t é  4. Soient sni et snj les sommes intégrales infê 
Heure et supérieure correspondant aux paHitions du segment [a, 61 
respectivement en nf et en n2 segments. On a alors V inégalité

£n, ^ sïi| (®8 )
pour tous ni et n2.

D é m o n s t r a t i o n .  Considérons la partition du segment 
la, 61 en ns =  nt +  n2 segments, où les points de division sont les 
points de division de la première et de la seconde partition.

Nous avons alors en vertu de l ’inégalité (3) § 1 :
f n , O n a. (19)

Nous avons en vertu de la propriété 1 :

f n .O n , .  (2 0 )
Sn9< S n2. (2 1 )

Utilisant les relations (20) et (21) nous pouvons élargir l ’inéga
lité (19)

$n« ̂  ®n, ̂  Sna
OU

f n .O n ,
c.q.f.d.

P r o p r i é t é  5. Si la fonction f  (x) est continue sur le segment 
[a, 61, alors pour n'importe quelle suite de partitions du segment [a, 61 
en segments [x|_i, x*l, réalisée non nécessairement en ajoutant de nou
veaux points de division, si seulement max Ax* -► 0 la somme intégrale 
inférieure et la somme intégrale supérieure «S, tendent vers la limite 
s définie dans la propriété 3.

D é m o n s t r a t i o n .  Considérons la suite des partitions de 
la suite des sommes intégrales supérieures sn, définies dans la pro
priété 2. Pour toutes valeurs de n et m (en vertu de l’inégalité (18))
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nous pouvons écrire:
£m ^  Sn •

Passant à la limite pour n — oo, nous aurons en vertu de (15)

Nous démontrerons de même que s ^  s£,.
Ainsi,

^  ® ^  Sm »
OU

s - p  0, S m - s > 0 .  (22)
Considérons la limite de la différence

lim (& — s„).
max Axj-*0

Comme la fonction f  (x) est continue sur le segment fermé [a, 61, 
démontrons (de même que nous l’avons fait pour établir la propriété
3) que (cf. égalité (16))

lim (sm sm) =  0 .
max Axj-M) ~

Ecrivons ainsi cette dernière relation
lim [(s„ — s) +  (s — s„ )] =  0 .

m ax A x f“*0

En vertu de (22) chacune des différences figurant entre crochets est 
non négative. Par conséquent,

lim ($m — s) =  0 , lim (* —s£) =  0 .
max A x f-*0  m ax Axj-**o ~

Et nous obtenons en définitive
lim sS, =  s, lim &  =  «, (23)

max Ax|-*0 ~ max Axf-»0
c.q.f.d.

On peut maintenant démontrer et énoncer le théorème. Soit /  (x) 
une fonction continue sur le segment [a, 6 ]. Considérons une suite 
arbitraire de sommes intégrales

* n =  S / ( 6 f)A*|
1*=*!

telle que max A** -► 0 , | |  est un point arbitraire du segment 
li Æ|l-
Considérons pour la suite donnée de partitions les suites corres

pondantes des sommes intégrales inférieures et supérieures s* et

28*
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sn. Pour chaque partition on aura les relations (2)
^

Passant à la limite pour max AXt 0 et utilisant les égalités (23)
et le théorème 4 § 5, ch. II, nous obtenons:

lim sn =  sy
m a x  A x j-* o

où s est la limite définie dans la propriété 3.
Cette limite, comme nous l’avons dit plus haut, est appelée inté-

b
grale définie J f  (or) dx. Ainsi, si la fonction /  (æ) est continue sur

a
le segment [a, 6 ], alors

lim 2 /  (&) Axi =  U  (x) (24)
m ax  Axj-»>0 a

Notons que parmi les fonctions discontinues il existe aussi bien 
des fonctions intégrables que des fonctions non intégrables.

R e m a r q u e  1. Notons que l'intégrale définie dépend seule
ment de la fonction y =  /  (x) et des bornes d'intégration, mais non 
de la variable d’intégration, qu’il est loisible de désigner par n'im
porte quelle lettre. On pourra donc, sans changer la valeur de l ’in
tégrale définie, remplacer la lettre x par n’importe quelle autre 
lettre :

5  f(x ) d x =  $ f ( C ) d t = . . . — l f(z)dz.
a  a  a

R e m a r q u e  2 . Lorsque nous avons introduit la notion d’in-
b

tégrale définie f f  (x) dx, nous avons supposé a <  fr. Si b <  a,
a

on prendra p a r  d é f i n i t i o n

l f ( x ) d x = - l f ( x ) d x .  (25)
a b

Ainsi,

l  x?dx— — \  3?dx.
5 o

R e m a r q u e  3. Enfin, si a =  6 , on posera p a r  d é f i n i 
t i o n  pour toute fonction f  {x)

$ f ( x ) dx =0 .  (26)
a

Ceci est naturel du point de vue géométrique. En effet, la lon
gueur de la base du trapèze curviligne est nulle, et donc son aire 
aussi.
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E x e m p l e  1. Calculer 1* intégra le
b
§ fex dx (è >  a). 
a

S o l u t i o n .  Géométriquement, le problème revient & calculer l ’aire Q 
du trapèze formé par les droites y =  fer, x =  a, x =  6, y =  0 (fig. 215).

La fonction v =  fer sous le signe somme est continue. Par conséquent, il 
nous est permis dans le calcul de l'intégrale définie, comme on l'a noté plus 
haut, de découper le segment [a, b] arbitrairement et de choisir des £* inter
médiaires arbitraires. Le résultat du calcul ne dépend pas du procédé de cons
truction de la somme intégrale, pourvu que le plus 
grand des segments partiels tende vers zéro.

Partageons le segment [a, 6] en n parties * 
égales.

La longueur Ax de chaque segment est A x =
=  b ~ ay qu’on appelle « pas » de la division. Les n
abscisses des points de division sont : 

x0 =  a, X| =  a +  Ax, 
x2 =  a +  2Ax, . . ., x  ̂ =  a 4- nAx.

Prenons pour points les extrémités gauches  ̂
de chaque segment

Ëi =  Ëx =  û +  Ax, £s =  a +  2Ax, . . ., Fig. 215
Ë* =  a +  (n — 1) Ax.

Formons la somme intégrale (1). On déduit de /  (£|) =  fe£{
=  feÊiAx -f- fe£2Ax +  . . . +  fe^Ax =

=  feaAx +  [fe (a +  Ax)| Ax +  . . . +  {fe [û +  (n — 1) Ax]} Ax =
=  fe {û +  (û +  Ax) +  (û +  2Ax) +  . . . +  [a +  (n — 1) Ax]} Ax =

— fe {na +  [Ax +  2Ax +  . . . +  (n — 1) Ax]} Ax =
=  fe {na +  U +  2 +  . . . +  (n — 1)] Ax} Axf 

oti A x= b a . Etant donné que

l  +  2 +  . . . - t ( n - l ) = - w (w~ 1>

(la somme d'une progression arithmétique),
i. T -  i n (« —1) b—a 1 b—a [ n —1 b—a 1 „*» = * L - - - 2- - - - — J - - -- * Lfl+—-- - 2 J

Comme lim 1, on a:
n -»oo n

®n = ̂ ~  * [fl I" (&—«) = * 6 2 .
Ainsi,

î  Jfarl 2
Le calcul de l ’aire ABba (fig. 215) en géométrie élémentaire est trivial. Le 
résultat est le même.
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E x e m p l e  2. Calculer $ x2 dx.
b

S o l u t i o n .  L’intégrale donnée est égale à l’aire Q du trapèze curviligne 
formé par la parabole y =  z*, les droites x =  b et y =  0 (fig. 216). 

Découpons le segment [0, b] en n parties égales par les points:
Xq =  0, x* =  Ax, x2 ~  2Ax, . . ., xn == b =  nAx,

Ax = A .
fl

Prenons pour £f les extrémités droites des segments.
Formons la somme intégrale:

=  xfAx -f- x§Ax +  . . . +  xĴ Ax =

=  f(Ax)2 Ax -f- (2Ax)2 Ax -f- . . . -J- (nAx)2 AxJ =

=  (Ax)2 [I* +  2F +  . . . +  i»2I.

Comme on sait

12 | 2 * =  —b
donc

à J. 3
lim *„ = Q =  J X* dx = — .

E x e m p l e  3. Calculer J m dz(m — const).
a

S o l u t i o n .
b n  fi
f m dx =  lim m^xj =  lim m Ax* =
^ m a v A v __kÜ » fTI Q V A v --»■ flin a x  j m a x

=  m lim y \  Ax,- — m (6— a), 
max Axj-*0 i = |

n
Ici 2  Ax,- est la somme des longueurs des segments partiels constituant 

i==l
le segment [a, b\. Quel que soit le découpage, cette somme est égale à la 
longueur du segment b—a.

b
E x e m p l e  4. Calculer J e*dx.

a
S o l u t i o n .  Divisons de nouveau le segment (a, b] en n parties égales: 

zo =  a, * i= a  +  Ax, . . .» x„ =  a +  nàx ;
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Prenons pour points £< les extrémités gauches. Formons la somme intégrale : 

*„ =  *«Ax+«a+ A*Ax+ . .  . + e«+<"-DA*Ax =

=  «a (1 +  e4* + «2ÛX +  . . .  -1-e<n~ 1 > *“) Ax.
L’expression entre parenthèses est une progression géométrique de raison 
et de premier terme 1, donc,

*n = *a enàx- i
-A*- 1

Ax

On a ensuite :
nAx — b—a : lim — A.*->0 e

Ax
A*_l 1 .

( D'après la règle de L’IIospital, lim — —̂7- =  l i m ~  =  1. \
2 ^0  — 1 z -  0 ez I

Par conséquent.

c'est-à-dire

lim sn =  Q — ea (eb~a— 1)*1 = e b—eo,
n~*oo

b
 ̂ ex dx =  et>—e°. 

a

R e m a r q u e  4. Les exemples traités montrent que le calcul 
des intégrales définies en tant que limites de sommes intégrales est 
sujet à des difficultés considérables. Même quand les fonctions à 
intégrer sont très simples (fer, x2, e*), ce procédé exige des calculs 
fastidieux. Les calculs deviennent inextricables quand il s’agit de 
fonctions plus compliquées. Il est donc naturel de chercher une mé
thode pratique de calcul des intégrales définies. Cette méthode, due 
à Newton et à Leibniz, utilise le lien profond entre l ’intégration et 
la dérivation. Les paragraphes suivants du présent chapitre ont pour 
objet l’exposé des fondements de cette méthode.

§ 3. Propriétés fondamentales de l ’intégrale définie
P r o p r i é t é  l. On peut sortir un facteur constant de sous le 

signe somme : si A =  const,
b b
l A f { x ) d x = A [ f { x ) d x .  (1 )
a  a

D é m o n s t r a t i o n .

J Af  (x) dx =  lim 2  Af  (Si) A®, =
a  m ax

=  A  lim 2  /(Si) Ax, =  A $ /(x) dx.
max A x j-*0  f = l  a
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P r o p r i é t é  2. L'intégrale définie de la somme algébrique de 
plusieurs fonctions est égale à la somme algébrique des intégrales des 
fonctions. Ainsi, dans le cas de deux fonctions

$ Ut (*) +  h  (*)] dx=  J /, (x) dx +  J U (x) dx. (2 )
a  a  a

D é m o n s t r a t i o n .

î Ut (x) +  h  (*)] d x =  lim fl [A (li) +  h  (li)] Ax, =
a m a x  Aarj-M) 1 = 1

=  Hm 1 2  /, (Ei) Ax, +  2  h  (li) A*, ] =
m a x  Axj-**o 1 = 1  1 = 1

=  lim 2  f i (li) A*i +  lim 2 MSi)A*i =
m a x  A * |-M ) 1 = 1  m a x  Aacj-^0 1 = 1

b b
=  î fi (*) dx - f  $ /2 (x) dx.

a a
La démonstration est valable pour un nombre arbitraire de 

fonctions.
Les propriétés 1 et 2f démontrées pour les cas a <  6 , subsistent 

pour a ^  6 .
Cependant, la propriété suivante n*a lieu que pour a <  b:
P r o p r i é t é  3. Si sur le segment [a, 6 ], (a <  6 ), les fonctions 

f  (a;) et <p (x) satisfont à la condition f  (x) ^  <p (x), on a
b b
J f  (x) dx ^  J <p (x) dx. (3)
a  a

D é m o n s t r a t i o n .  Considérons la différence 

J <p(x)dx— $ /(x )d x =  J[<p(x) — /(x ) ]d r=
a a a

=  lim 2  (li) — f  (li)l Ax|.
m a x  A * f - * 0 1 = 1

On a q> (Ei) — f  (El) 0 , Ax{ >• 0 . Donc, chacun des termes est 
positif ou nul, il en est de même de la somme et de sa limite :

5 C«P (x) — /(x ) ]d x > °
a

OU
b b
5  qp(x)dx— $ / ( x ) d r > 0 ,
a a

d’où l ’on déduit l ’inégalité (3).
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Si /  (s) >  0 et <p (x) >  0, la fig. 217 donne une illustration géo
métrique de cette propriété. Il résulte de <p (x) /  (x) que l’aire du
trapèze curvilgne aA\Bib n’est pas supérieure à celle du trapèze 
aAzBzb.

P r o p r i é t é  4. m et M  étant respectivement la plus petite et 
la plus grande valeur de f  (x) sur le segment [u, 61 et a ^  6 , on a

b
m (b — a) ^  J /  (s) dx ̂  M  ( 6  — a). (4)

a

D é m o n s t r a t i o n .  On a par hypothèse 
m ^  f  (x) ^  M .

On déduit de la propriété (3) :
b b b
§ m d x ^ . §  f ( x ) d x ^ §  Mdx.  (4')
a a a

Or,
b b
$ m d x =  m(b — a), J M  d x =  M  (b — a)
a a

(voir exemple 3, § 2 , ch. XI). Substituant ces expressions dans 
l ’inégalité (4'), on obtient l ’inégalité (4).

Fig. 217

Lorsque f  (x) ^  0, cette condition est illustrée géométriquement 
par la fig. 218 : l’aire du trapèze curviligne aABb est comprise entre 
les aires des rectangles aA\B\b et aA^Pzb.

P r o p r i é t é  5 ( T h é o r è m e  d e  l a  m o y e n n e ) .  
La fonction f  (x) étant continue sur le segment [a, 6 ], il existe sur ce 
segment un point £ tel que Von a :

] f ( x ) d x = ( b - a ) f ( l ) . (5)
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D é m o n s t r a t i o n .  Soit, pour fixer les idées, a <  fr. Si 
m et M  sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur 
de /  {x) sur la, fri, on a, en vertu de la formule (4),

1 ^
------J f  (x) dx ̂  71/.
b — a a

D’où
1 ^

-------^f (x)dx =  (i, où
fr —  a  a

/  (x) étant continue, elle prend toutes les valeurs comprises 
entre m et M . On aura donc pour une certaine valeur J; (a ^  ^  fr)
p =  /  (£), soit

J /(x )d z  =  /(E )(& -a).
a

P r o p r i é t é  6 . a, fr, c étawi fro/s nombres arbitraires, on a
b e b
$/(z)Ær =  [ f ( x ) d x +  J/(x)d®, (6 )
a  a  c

pourvu que ces trois intégrales existent.
D é m o n s t r a t i o n .  Supposons d’abord que a <  c <  fr et 

formons la somme intégrale pour la fonction /  (x) sur [a, frj.
Etant donné que la limite des sommes intégrales ne dépend pas 

du mode de découpage de [a, fri, nous découperons [a, fr] en segments 
partiels de sorte que c soit un point de division. Décomposons ensuite

b
la somme intégrale correspondant au segment [a, fr), en deux

a
e b

sommes ^  et 2  correspondant respectivement aux segments [a, cl
a c

et [c, fr]. On a dans ces conditions

2 /(M  a*, =  2 / (à) A*, +  2 /(Êi) Azj.
a o c

Passant à la limite quand max Aij 0, on obtient la relation (6 ). 
Si o <  b <  c, on peut écrire, en vertu de ce qui précède :

J f(x) d x =  $ f ( x ) d x + $  f (x)dx
a a b

OU

l l ( x ) d x =  l f ( x ) d x — J /(z )d z ;
a a b
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mais, en vertu de la formule (4) du § 2  :

\ f ( x ) dx  =  — ]f(x)dx.

par conséquent

J f(x) d x =  5  /(*) dx +  î  f(x) dx.
a a c

On démontre d’une manière analogue cette propriété pour un 
agencement quelconque des points a, b et c.

La fig. 219 illustre la propriété 6  dans le cas où f  ( x ) >  0 et 
a <  c <C b: l ’aire du trapèze aABb est la 
somme des aires des trapèzes aACc et cCBb.

§ 4. Calcul de l’intégrale définie. 
Formule de Newton-Leibniz

Dans l ’intégrale

\ f ( x ) dx

fixons la borne inférieure a et faisons varier la borne supérieure b. 
La valeur de l'intégrale variera en conséquence, c’est-à-dire que 
l’intégrale sera une f o n c t i o n  d e  s a  b o r n e  s u p é 
r i e u r e .

Désignons la borne supérieure par x  pour revenir à des notations 
familières et, pour éviter toute confusion, désignons la variable

d’intégration par t. (La valeur de l’inté
grale ne dépend pas de la désignation de 
la variable d’intégration.) On a l’inté-

X

grale J /  (f) dt. a étant constant, cette
a

intégrale est une fonction de sa borne 
supérieure x . Soit <2> (x) cette fonction:

Fig. 220 <*>(*)“  Î /W * - (1)

Si la fonction /  (£) est non négative, <2> (x) est numériquement 
égale à l ’aire du trapèze aAXx  (fig. 220). Il est évident que cette aire 
varie avec x.

Trouvons la dérivée de C> (x) par rapport à x, c’est-à-dire la 
dérivée de l ’intégrale (1 ) par rapport à sa borne supérieure.
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T h é o r è m e  1. f  (x) étant une fonction continue et si Von pose 

O (x) =  f  /  (/) dt,
(D' (x) =  /  (x).

En d'autres termes, la dérivée d'une intégrale définie par rapport 
à sa borne supérieure est égale à la fonction sous le signe somme dans 
laquelle la variable d'intégration a été remplacée par la valeur de la 
borne supérieure (sous la condition que la fonction sous le signe som
me soit continue).

D é m o n s t r a t i o n .  Donnons à la variable x un accroisse
ment arbitraire A x  positif ou négatif ; on a (compte tenu de la pro
priété 6  de l'intégrale définie) :

x+Aac x x+Ax
0 (x+A x) =  î  f ( t ) d t = $ f ( t ) d t  +  J /(Odi.

a a x
L’accroissement de la fonction O (x) est égal à 

AO =  O (x -f- Ax) — 0 (x ) =
* x+Ax *

=  U ( t ) d t +  J f ( t ) d t - $ f ( t ) d t ,
u x a

soit
X + A x

A O =  J f(t)dt.
X

Appliquons à cette dernière intégrale le théorème de la moyenne 
(propriété 5)

AO =  /  (g) (x +  Ax -  x) =  /  (g) A*,
où E; est compris entre a; et x -|- Ax.

Formons le rapport de l'accroissement de la fonction à l’accrois
sement de la variable:

A<D
Ax

f i l )  Ax 
Ax /(£)•

Par conséquent.

d)' (x) =  lim
A x -*0

AO
Ax

lim /  (g).
Ax-M)

Mais comme g -► x quand Ax -► 0, on a
lim /(D  =  lim/(g),

Ax-*>0 l-+ x
et comme /  (x) est continue

lim / ( |)  =  /(x). 
fc-*

On a donc O ' (x) =  /  (x) et le théorème est démontré.
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Ce théorème admet une illustration géométrique simple (fig. 2 2 0 ) : 
l’accroissement AG> =  /  (£) Ax est égal à l’aire du trapèze curviligne 
de base àx  et la dérivée O ' (x) =  /  (x) est égale à la longueur du 
segment xX .

R e m a r q u e .  Il résulte notamment du théorème démontré 
que toute fonction continue admet une primitive. En effet, si la fonc
tion /  ( 0  est continue sur le segment [a, x\, comme il a été indiqué

X

au § 2, chap. XI, l ’intégrale J /  (t) dt existe, c’est-à-dire qu’existe
a

la fonction

<D (z) =  ] f ( t )d t
a

qui est, comme on l’a démontré ci-dessus, une primitive de /  (x).
T h é o r è m e  2. F (x) étant une primitive de la fonction conti

nue f  (x), on a

] f ( x ) d x = F ( b ) - F ( a ) .  (2)
a

Cette formule est appelée la formule de Newton-Leibniz *).
D é m o n s t r a t i o n .  Soit F (x) une primitive de /  (:z).

X

D’après le théorème 1, la fonction $ f  (t) dt est aussi une primitive
a

de /  (x). Or, deux primitives arbitraires d’une fonction donnée se 
distinguent par une constante C *. On peut écrire, par conséquent,

] f ( t ) d t = F ( x ) + C * .  (3)
a

C* étant adéquatement choisi, cette égalité est vraie pour tous les 
x% c’est donc une identité. Pour déterminer la constante C*, posons 
dans cette identité x  =  a; alors

] f ( t ) d t = F ( a )  +  (T,
a

OU
0 =  F (a) +  C*,

donc
C* =  -  F (a).

+) Notons que cette appellation de la formule (2) est conventionnelle, car 
ni Newton ni Leibniz n'ont donné explicitement cette formule. Mais il est 
important de souligner que ce sont précisément Leibniz et Newton qui, les
Premiers, ont établi le lien entre l'intégration et la dérivation ayant permis 

'énoncer une règle de calcul des intégrales définies.
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Par conséquent,
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f  f ( t ) d t = F ( x ) - F ( a ) .
a

Posant or — fc, on obtient la formule de Newton-Leibniz:

5 /(9  * = / ’( & ) - / ’(«)
a

ou, en revenant à la variable d’intégration oc,

5  f ( x ) d x = F ( b ) - F ( a ) .
a

Notons que la différence F (b) — F (a) ne dépend pas du choix 
de la primitive F, car toutes les primitives se distinguent les unes 
des autres par une constante qui disparaît dans la soustraction.

Introduisant la notation *)
F ( 6 ) - F ( a )  =  / ’(x)|S, 

on peut mettre la formule (2 ) sous la forme

5  /(*) d x =  F(x) la =  (b) — F (a).
a

La formule de Newton-Leibniz fournit un moyen de calcul pra
tique des intégrales définies quand on connaît une primitive de la 
fonction à intégrer. C’est la découverte de cette formule qui a conféré 
à l ’intégrale définie la portée qu’elle a aujourd’hui en mathéma
tiques. Bien qu’un processus analogue au calcul de l’intégrale 
définie en tant que limite d’une somme intégrale fût déjà connu dans 
l ’Antiquité (Archimède), les applications de cette méthode étaient 
limitées toutefois aux cas les plus simples où la limite de la somme, 
intégrale pouvait être calculée directement. La formule de Newton- 
Leibniz a considérablement étendu le domaine d’application de 
l’intégrale définie, les mathématiques ayant reçu une m é t h o d e  
g é n é r a l e  permettant de résoudre différents problèmes parti
culiers, et il en est résulté un élargissement considérable de la sphère 
des applications de l ’intégrale définie en technique, en mécanique, 
en astronomie, etc.

*) On utilise les deux transcriptions équivalentes 
/■ ( 6 ) - f  (a) =  [/■(*)]$

et
*-(6)-F («)= ./■(*)£.

Nous utiliserons par la suite indifféremment l'une ou l'autre transcription.
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E x e m p l e  1.

E x e m p l e  2

E x e m p l e  3.
b
J xn dx 
a

E x e m p l e  4.

*2  16 fl2

*3 |6  — q3

jpn-fl |f> Jri+ l— (jn+I 

n-1-1 |o n -f-1 (n =£ — 1)

6
J ePcdx =  ex 
a L - -6— °-

E x e m p l e  5, 
2n

| 2 j i
£ sin x dx =-- -  cos x =  —  (c o s 2 j i — co s  0) =  0.

E x e m p l e  6.

i —^ = = y r r p r  -  v 2 - i .
g 1 / 1 +** i®

§ 5. Changement de variable dans une intégrale définie
T h é o r è m e .  Soit donnée V intégrale

§f(x)dx,
O

où f  (x) est continue sur le segment [a, 6 ).
Introduisons la nouvelle variable t par la formule

x  =  9  (t).
Si
1) 9  (a) =  a, 9  (P) =  b,
2 ) <p (t) et ç  (t) sont continues sur le segment [a, pi,
3) /  [ 9  (t)] est définie et continue sur [a, p], alors

$ f(x) d x =   ̂/[9  (01 <P' (0 dL O1)
a a

D é m o n s t r a t i o n .  Si F (x) est une primitive de /  (x), on 
peut écrire les égalités suivantes :

l f { x ) d x = F ( x ) + C , (2)
Î / [ 9 ( 0 ] 9 'W * = ^ [ 9 W ] + C  (3)

dont on vérifie la légitimité en dérivant les deux membres par rap
port à t. (Elle résulte aussi de la formule (2), § 4, chap. X.) On
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déduit de l’égalité (2 ):

J f(x) d x =  F (x) £  =  F (b) - F i a )
a

et de l’égalité (3):

a
-  F C<P (P)] “  F [q> (a)] =  F (b) -  F (a).

Les seconds membres de ces égalités sont égaux et, par conséquent, 
les premiers le sont aussi, c.q.f.d.

R e m a r q u e .  Dans le calcul de l’intégrale définie par appli
cation de la formule (1 ) nous ne revenons pas à l’ancienne variable. 
Les valeurs numériques des deux intégrales de l’égalité (1 ) sont 
égales.

E x o m p l e .  Calculer l'intégrale
r
l  y r * —x* dx.
0

S o l u t i o n .  Faisons le changement de variable : 
x = r  sint, dx =  r cos t dt.

Déterminons les nouvelles limites :
£ =  0 pour * =  Û, 

nx = r  pour
Par conséquent,

jz jt
T _______  2   2 ________
J “l/r 2—x2 dx— J “j/r8—r*sin2 t r cos t dt =  r2 J ”l / l —sin2 / cos t dt =
0 0 0

( 4 + î - . )  ■
Géométriquement, nous avons calculé l’aire du quart de cercle x® -f- ji2 =  r* 
(«g. 221).
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§ 6 . Intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de x  dérivables. On a 

(uv)' =  u'v +  uv\
Intégrons les deux membres de cette identité de a à b, on obtient :

b b b
J (uv)0 d x =  $ u v d x  +  $ uv dx. (1 )
a a a

b
Etant donné que J (uv)' dx =  uv +  C, on a $ (uv)' dx =  uv |

O
on peut donc écrire l ’égalité (1 ) sous la forme

b b
UV Ia =  j  vdu -f- J udv,

a a
ou, en définitive,

b b
£ u dv =  uv |q — $ vdu.
a a

n
2

E x e m p l e .  Calculer l’intégrale / n = $  sinn zâz .
u

n n n
2 2 2

/ n =  J 8innxrf;r =  J sinn“x x sin * dx =  — J sin*-1* d cos x —
0 0 0 N-------- --- — /u  av

JL JL
I 2 2

=  — sin1*"1 *cosx  |0 +  (n — 1)  ̂ sin™"2 x cos x cos x dx=.
0

JL JL
2 2

— (n—1)  ̂ sinn~2 x cos2 xdx — (n — i) J sinn”2x ( l —sin2 *) dx —
0 0

JL JL
2 2

— (n— 1) J sinn“2xda: - (n —1) $ sinn xdz.
(J 0

Avec les notations choisies, on peut recopier la dernière égalité sous la 

In =  (n 1) In~2 (n 1) An

n — 1

form 

d'où l ’on trouve

/n = * Ai—2 (2)

On trouve de même :
n —3
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et donc
r _ n — 1 n — 3 T
7 n“ —7T“T = T  n~'-

En continuant ainsi, on arrive jusqu'à l 0 ou / i ,  selon la parité de n. Exami
nons les deux cas :
1) n est pair, n =  2m :

r 2m —1 2m—3 3 1 r
l2m~  2m 2m—2 ’ ‘ ’ 4 2 °

2) n est impair, n =  2m-{-l :

2̂m+i = 2 m 2m—2 4
2m+  1 2m — 1 ’ ’ * 5 3

mais

f0=  J sin°x d x =  J d x = ^ ~ .

n
2

/ | =  J sin x d x = i .

donc,
n_
2r r • om j  2m — 1 2m  — 3 

= j  «n»” xdx= ~~2m • -2 ^ 1 2  *
5 3
6 ‘ 4

I n 
2 * 2 '

7t
2

/ 2m+l= J sin2™«*xdx =
2m 2m — 2

2 m 4 1 2 m — 1 A  JL A
7 5 3*

De ces deux formules résulte la formule de Wallis, qui exprime y  sous
forme de produit infini.

En effet, on déduit de ces deux dernières formules en divisant membre 
à membre:

jt /  2 - 4 * 6 . . .  2m \ 2  1 / .
~ 2 ~  \  3-5 . . .  (2m—1) / 2m f  1 

Montrons maintenant que

2m 
2 m f  I

(3 )

lim =
m -+ o o  '2 m + l

On a quel que soit x dans l ’intervalle ^0

sin2”1"1 x >  sin2m x >  sin2m+1 x. 

Intégrant de 0 à - y  , on obtient

J2m- 1 ̂  ffm >  2̂m+i»
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d’où
12m-l N  Itm v. |

2̂m+l 2̂m+l ^
Il résulte de l'égalité (2)

^2m-1   2/71 1 1
2̂m+f 2 m

Par couséquenl,
lim 1*2=L ^  lim 2"l i  1 = 1 .

m-boo '2m+i m-*oo

On déduit de l'inégalité (4) :

lim -—2!— r l. 
m-+*o • 2m+l

Passant à la limite dans (3), on obtient la formule de Wallis : 
n ,. ["/ 2 - 4 - 6 . . .  2m \ 2  l  -i
2 m ^ L U . 5  . . .(2m — t)J  2m | 1  J*

(4)

Ou peut recopier cette formule sous la forme :
n /  2 2 4 4 6 2m —2 ?m 2m \
2 V I ’ S ' S ' S ' S - "  2m — 1 ‘ 2m—1 * 2 m + l  /  *

§ 7. Intégrales Impropres
1. I n t é g r a l e s  a v e c  d e s  b o r n e s  i n f i n i e s .  

Soit /  (x) une fonction définie et continue pour tous les x tels que

I ( b ) = l f ( x ) d x .

Cette intégrale a un sens pour tout b >  a. Quand b varie, l ’intégrale 
varie, elle est une fonction continue de b (voir § 4, ch. XI). Etudions 
le comportement de cette intégrale lorsque b +oo (flg. 2 2 2 ).

D é f i n i t i o n .  Lorsque la limite suivante
b

lim $ /  (a:) dx
b-fr+ao a
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existe, et cette limite est appelée intégrale impropre de la fonction 
/  (x) sur l’intervalle [a, +ooJ, on la représente par

+r°J f(x)dx.
a

On a, par définition,
-foo b
Ç f(x)dx =  lim Ç/(x)dx.
a 6-+00 £

-foo
On dit encore que l ’intégrale J f  (x) dx existe ou converge *). Si

a
b
J f  (x) dx n’a pas de limite finie lorsque b-*~ + °° i on dit que
a
-foo
S f  (x) dx n'existe pas ou diverge.
a

Il est facile de voir quel est le sens géométrique de l’intégrale
-foo b

5 f  (x) dx lorsque /  (x) 0 : si l ’intégrale J f  (x) dx représente

l ’aire du domaine délimité par la courbe y = f  (s), l ’axe des abscis
ses et les droites x  =  a, x  =  fc, il est naturel de dire que l ’intégrale

J f  (x) dx exprime l ’aire du domaine infini compris entre les courbes 
a

y  =  /  (x), x  =  a et l ’axe des x.
On définit d’une manière analogue les intégrales dans d'autres 

intervalles infinis:

J f ( x ) d z =  lim J f  (x) dx,
—oo a-*—00 a

J f ( x ) d x =  f /  (x) dx +  î  /(*)<&•
— oo “ OO C

*) On rappelle aussi parfois intégrale Impropre.
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Cette dernière égalité doit être comprise comme suit : si chacune des 
intégrales du second membre existe, on dira que l'intégrale du pre
mier membre existe (converge).

E x e m p l e  1. Calculer l ’intégrale
-H»

l  (voir fig. 223 et 224).

S o l u t i o n  On a, par définition, 

d x    p d x

I6 JC=  lim arctgx - lim arc tg &= — .
6-*-foo |0 6-*-f-oo 2

L’intégrale considérée exprime l ’aire du 
domaine infini hachuré sur la fig. 224.

E x e m p l e  2. Discuter les valeurs de a  pour lesquelles l'intégrale

Y *
\ *a

converge ou diverge (fig. 225).

S o l u t i o n .  Etant donné que (pour a  ^  1)

c dx  1 j „  16 i  4

on a

$ ~ 7 T — * ' ra T ~ — (fc1 - a —  1 ).
\  x a  b -H -œ  1 —  a

Par conséquent,

+f° dx 1 
si a >  1 , J f l ’intégrale converge ;

J X  Cfc A

+oo
SI n dX
a a < l ,  J ~  =  oo, l'intégrale diverge.

-foo
Lorsque a  -1, J =  Log x Ĵ ~ = o o ,  l'intégrale diverge.

4 <» ,
E x e m p l e  3. Calculer f —

Sol ut i on.

1 * 
l+oo

clx

- fo o

î
d x d x  , + “  d x

J e o  1 + * 1 - L  1  I - * *  *  S  1  f  * •  '
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La seconde intégrait s t égale à (voir exemple 1). Calculons la pre
mière intégrale:

o , o
Î

dx

_*IT» 1
lim t -- =  lim arctgxl =  

1 + * *  0 ^ - 0 0  6 aa-*-ao
nlira (arctgO—arctga) — -^

Z—►— OO “

Par conséquent,
dx n ji 

J 1 H x* -  2  +  2  “— CO 1
= 7t.

Dans beaucoup de cas, il suffit d'établir que l'intégrale donnée 
converge ou diverge et d’évaluer sa valeur. Il est utile de se reporter 
à  cet effet aux théorèmes suivants que nous nous bornerons d'énon
cer et dont nous montrerons les applications sur des exemples.

T h é o r è m e  1 . Si, quel que soit x (x ^  a), on a V inégalité 
0  <  f  (x) <  <p (x)

-J-oo -J-oo
et si J cp (x) dx converge, J f  (x) dx converge aussi et

a a
•4-00 -f-oo

1  f(x)dx  <  l  <p(x)dx.

+c» (f'f
p i e  4. Etudier la convergence de l ’intégrale J ^ ^E x e m

S o l u t i o n .  Remarquons que pour i  <  x

x* (1 + «*) <  a* *
Ensuite,

Donc,

4 oo
$
1

r _ i ^ = _ ±  i+ -= i
J  x  | i

+ f  dx 

\  * * < « - ! -« * )

converge et est inférieure à l ’unité.

T h é o r è m e  2 . Si, quel que soit x (x ^  a), on a Vinégalité
-J- oo ■+ oo

0  ^  <p (x) ^  /  (x) et si J <p (x) dx diverge, l'intégrale J f  (x) dx
a a

diverge aussi.
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E x e m p l e  5. Etudier le convergence de l'intégralo

îi
x-\ 1
yr»

dx.

O o remarque que
x-1 1 i  1
V*» *]/x3 l / x

Or,

dx lim 2  l /x
6-*-f-ooi v~*

Par conséquent, l ’intégra le donnée diverge.

if*
=  ' oo.

Il

Les deux théorèmes précédents concernaient des intégrales à 
domaines d'intégration infinis, la fonction sous le signe somme 
étant non négative. Lorsqu'on intègre dans un domaine infini une 
fonction f  (x) à signe variable, on a le théorème suivant.

+oo
T h é o r è m e  3. Si Vintégrale j \ f  (x) \ dx converge, il en

a
-f oo

est de même de J f  (x) dx.
a

On dit alors que cette dernière intégrale est absolument convergente.
E x e m p l e  6. Etudier la convergence de l'intégrale

sin x ,
J --- ~x3

S o l u t i o n .  Ici, la fonction à intégrer est à signe variable. On a

sin x
< | - â -

-foo dx
- Ma* j - 5

1 14-00 i
2x* |i ~  2 ’

Par conséquent, l ’intégrale J | *** converge. Il en résulte la conver

gence de l'intégrale donnée.

2. I n t é g r a l e  d’u n e  f o n c t i o n  d i s c o n t i n u e .  
Soit /  (x) une fonction définie et continue lorsque a ^  x  <  c, la 
fonction n ’étant pas définie au point x  — c, ou bien encore ayant

c
une discontinuité. On ne peut définir alors J /  (a:) dx comme limite

a
de sommes intégrales, /  (x) n’étant pas continue sur le segment la, cl 
et cette limite pouvant ne pas exister.
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On définit comme suit l ’intégrale J f  (x) dx dvune fonction
a

/(:r) d i s c o n t i n u e  a u  p o i n t  c :
c b

$f(x)dx =  lim §f(x)dx.
a  b -+ c —Q a

Cette intégrale est dite convergente lorsque la limite du second 
membre existe, et divergente dans le cas contraire.

Si la fonction /  (x) a une discontinuité à l ’extrémité gauche du 
segment [a, c] (c’est-à-dire pour x  =  a), on pose, p a r  d é f i 
n i t i o n ,

c c
§ f ( x )d x =  lim \ f (x)dx.
a  5 - * a + 0  b

Si /  (x) a une discontinuité en un point x =  x o à l ’i n t é r i e u r  
du segment (a, c], on pose

$ f(x)dx =  $ f(x) d x + l f ( x ) d x ,
a  a  jcq

lorsque les deux intégrales du second membre existent.
E x e m p l e  7. Calculer

i
S
0

dx 
* \/l—x

S o l u t i o D .
1

î
dx

V ï = ï
b ,

lim f — - ■ = — lim 2 ~[/l—x
b—>1—0 o Y t —X b-+i- 0

=  — lim 2 i y T —b—1] =*2b-». 1 - 0

E x e m p l e  8. Calculer l ’intégrale
1

S
- 1

d x

S o l u t i o n .  La fonction sous le signe somme ayant une discontinuité 
au point x =  0, on décomposera l ’intégrale en deux:

1

- l
Calculons chaque limite séparément:

et 1 |«idx 1 1
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Par conséquent, l'intégrale diverge dans l'intervalle [ — 1» 0]:

lim f — lim ( l -----—  ̂= o o .
«2-^+0 g 2 «2->+0 V ®2 /

Donc, l'intégrale divergB également dans l'intervalle [0, 1].
On voit que l'intégrale donnée diverge sur le segment [— 1, 1].
Si l ’on avait intégré en omettant la discontinuité au point x = 0 , on 

aurait obtenu un résultat erroné. En effet.

ce qui est évidemment faux (fig. 226).

R e m a r q u e. Si la fonction /  (x) définie sur le segment [a, fc) 
possède sur ce segment des discontinuités en nombre fini aux points 
ai9 a2, . . a,,, on définit l'intégrale de
f  (x) sur le segment [a, 6 ] comme suit :

l f { x ) d x =  J f(x)dx +  
a a

+  i  /(*) àx - f  . . .  -f- l  f(x)dx,
at an

si chacune des intégrales de droite converge.
Si l'une quelconque de ces intégrales diver
ge, alors J /  (x) dx est dite divergente. ***&• 2 2 6

a
Pour déterminer la convergence des intégrales des fonctions dis

continues et évaluer leurs valeurs, il est souvent possible d'utiliser 
des théorèmes analogues aux théorèmes sur les intégrales avec des 
bornes infinies.

T h é o r è m e  1'. S i les fonctions f  {x) et q) (x) sont discontinues 
au point c du segment [a, c], si Von a en chaque point de ce segment 
V inégalité

<P ( x ) > f  (*) >  0
C C

et si J q> (x) dx converge, il en est de même de £ f  (x) dx.
a a

T h é o r è m e  2'. Si les fonctions f  (x) et q) (x) sont discontinues 
au point c du segment [a, c], si Von a en chaque point de ce segment

/ ( * ) > < P (x) >  0
c c

et si J q) (x) dx diverge, il en est de même de J /  (x) dx.
a a

T h é o r è m e  3'. Si la fonction f  (x) est de signe variable sur le 
segment [a, c], si elle est discontinue seulement au point c et si Vinté-
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grale J \ f  (x) \ dx de la valeur absolue de cette fonction converge,
a

c
il en est de même de J /  (x) dx.

a

Souvent on prend * comme fonction de comparaison.
C I

Il est facile de voir que J ------- dx converge pour a <  1, diver-
o ^  ^

ge pour a  >• 1 .
C |

Ceci concerne également les intégrales J -̂--- — dx.

î .
E x e m p l e  9. L’intégrale J dx converge-t-elle ?

u 4*
S o l u t i o n .  La fonction à intégrer est discontinue à l'extrémité gauche 

du segment [0t 1]. On obtient, en la comparant à la fonction—t=-,
V *

J  <
"J/*

t , i !
L'intégrale Ç - ., existe. Il en résulte que \ — = -------- dx, l ’intégrale

5 *1/2 ü 1-4*
de la fonction donnée, qui est plus petite, existe aussi.

§ 8 . Calcul approché des intégrales définies
Nous avons indiqué à la fin du chapitre X que la primitive d#une 

fonction continue arbitraire peut ne pas s’exprimer au moyen de 
fonctions élémentaires. Le calcul des intégrales définies par appli
cation de la formule de Newton-Leibniz est alors difficile et on a 
recours à diverses méthodes de calcul approché. Nous allons exposer 
maintenant plusieurs méthodes d’intégration a p p r o c h é e ,  en 
partant de la notion d’intégrale définie comme limite d’une somme.

1. F o r m u l e  d e s  r e c t a n g l e s .  Soit donnée sur le 
segment la, 6 | une fonction continue y = /  (x). On se propose de 
calculer l ’intégrale définie

j /  (x) dx.
a

Découpons le segment [a, 61 par les points a — xo, î» •
. xn =  b en n parties égales de longueur àx:

n
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Désignons ensuite par y0l yu y2, . - yn-ii Un les valeurs de la 
fonction aux points x0, xu x2% . . xn9 soit:

ÿo — f  (x0) ; yi =  f  fo) ; • • • ; yn = f  (*„).
Formons les sommes

y0àx +  yxàx  +  . . . +  iAxf
yt Ax +  y2 Ax +  . . .  +  yn àx.

Chacune de ces sommes est une somme intégrale pour la fonction 
/  (x) sur le segment [a, 61 et, par conséquent, représente approxima
tivement l'intégrale

b l __
l f ( x ) d x f i ï ------- (» 0  +  +  ÿ2 +  • • • +  ÿn-l). (1 )
o n

b L _
l f { x )d x ? ü -------(ÿl+ 0 2  +  -*. +ÿn) -  (Oa n

Ce sont les formules des rectangles. Il résulte de la fig. 227 que si f  (x) 
est une fonction positive croissante, la formule (1 ) représente l’aire

des rectangles se trouvant sous la courbe y = f  (x) et (!') l’aire des 
rectangles empiétant sur la courbe.

L’erreur commise en calculant l ’intégrale selon la formule des 
rectangles est d’autant plus petite que n est plus grand (c’est-à-dire
que les segments partiels Ax — -— - sont plus petits).n

II. F o r m u l e  d e s  t r a p è z e s .  Il est naturel d’espérer 
une valeur plus exacte de l’intégrale définie si l’on remplace la courbe 
donnée y = f  (x) non par une courbe en escalier, comme pour la 
formule des rectangles, mais par une ligne brisée i n s c r i t e  
(fig. 228). On prend alors au lieu de l’aire du trapèze curviligne
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aABb la somme des aires de trapèzes rectangles dont les cordes 
A A X, A \A 2, - - -, i4n_iB  figurent parmi les côtés. Les aires de ces
trapèzes étant successivement Ax, 2• Ax, etc., on a:

j  /  (x) dx  «  à x  +  A x  +  . . .

+  y n - t +  y n ^
2  /

ou

y , + ÿ 2 +  . . . + ÿ „ - i ) .  (2 )
a n \  2J /

C’est la formule des trapèzes.
Le nombre n est pris arbitrairement. Plus n  est grand et plus les

segments partiels Ax =  -— - sont petits, plus précise est l’appro-n
ximation fournie par l’expression du second membre de l’égalité 
approchée (2 ).

III. F o r m u l e  d e s  p a r a b o l e s  ( f o r m u l e  d e  
S i m p s o n ) .  Partageons le segment [a, b] en un nombre p a i r  
n =  2m de parties égales. Remplaçons l’aire du trapèze curviligne 
correspondant aux deux premiers segments [x0, XtJ et [xlt x2l et 
délimité supérieurement par la courbe donnée y =  /  (x) par celle 
d ’un trapèze curviligne semblable délimité par une p a r a b o l e  
d u  s e c o n d  d e g r é  passant par les trois points :

M  (xQ, po) ; Mi (xi, yt) ; M 2 (*2, y2).

et dont l’axe est parallèle à l ’axe Oy (fig. 229). Nous appellerons un 
tel trapèze un trapèze parabolique.

 ̂L’équation d’une parabole dont l’axe est parallèle à l ’axe Oy 
s’écrit

y =  Ax? +  Bx +  C.

On détermine les coefficients A, B y C univoquement de la condi
tion que la parabole passe par les trois points donnés. On construit 
des paraboles analogues pour les autres paires de segments. La somme 
des aires des trapèzes paraboliques fournira une valeur approchée 
de l ’intégrale.

Calculons d’abord l’aire d’un trapèze parabolique.
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L e m m e. Un trapèze curviligne délimité par la parabole 
y =  A j? -f JBx +  C,

V axe Ox et deux droitesparallèles à l'axe Oy et distantes de2h a pour aire

S  =  ‘g' (Uo +  ty i +  Ife)* (3)

où i/o et y2 sont les ordonnées extrêmes et yt l'ordonnée de la courbe 
au milieu du segment.

D é m o n s t r a t i o n .  Prenons les axes de coordonnées comme 
il est indiqué sur la fig. 230.

On déduit les coefficients de la parabole y =  Ax* +  Bx +  C 
des équations suivantes:

x0=  — h, y0= A k 2 — Bh +  C; 1
*i =  0, yt =  C; > (4)

A» y z == A h  J
Supposant les coefficients A, B, C connus, on calcule l’aire du 

trapèze parabolique au moyen de l’intégrale définie:

- £

S =  î  (A # -\-B x  +  C)dx:

As? , Ba? +  C x ,
3 2  J-h 3

Mais il résulte de l’égalité (4)
ÿo +  4pi +  y2 =  2 Ah* +  6  C.

T (2Ah2 +  6C).
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Par conséquent,

S  —  -g (î/o +  t y i  +  y J ,

c.q.f.d.
Revenons à notre problème initial (voir fig. 229). Utilisant la 

formule (3), on peut écrire les égalités approchées (h — Ax) :

J /(a r)d x « — (y0 +  ^ i + i / 2 ),
a—Xo o

j  /(x) dr «  —  (y2 +  4ys - f  y*),
O

.T2 m ~ -  h ^

J f  (x)dx an —  (yzm- 2  +  1 +  J/2m)-.\-2th- 2  3

Ajoutant membre à membre, un retrouve à gauche l'intégrale 
cherchée et à droite sa valeur approchée:

r Axj  f(x) d x f ü — (y0 +  4î/, +  2y2 +  4y3 + . . .
a O

• • • +  2z/2m_ 2 +  ^ 2 m -l +  y2m)f (5)
ou bien

b  ̂ ^
i  f (a:) dr «  —---- [y0 -f- ifem +  2  (y2 +  ~h • • • +  y2m—2) +o bm

+  ^  ( i / l  +  i/3  +  • • • +  i f e m - l) ] -

C’est la formule de Simpson. Le nombre de points de division 2m 
est arbitraire, mais plus il est grand et plus la somme dans le second 
membre de (5) donne une valeur exacte de l ’intégrale *).

K x c 111 p 1 e. Calculer approximativement

Lo«2 = J ^ .

SoJ u t ion.  Divisons le segment |1, 2] en 10 parties égales (fig. 231). 
Posons

*) Pour déterminer le nombre de points de division qu’il faut prendre 
pour calculer l’intégrale avec une précision donnée, on pourra utiliser des for
mules permettant dévaluer l’erreur résultant du calcul approché de l’intégrale. 
Nous n'indiquerons pas ici ces évaluations.
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et formons le tableau des valeurs de la fonction sous le signe somme :

X
t

X
1

* > = i , o V0 =  1.00000 *8 =  1.6 1/6 =  0,62500
*  = 1 ,1 V i =0,90909 * 7  =  1.7 y7 =  0,58824
* *  =  1,2 V2 =0,83333 *8 =  1,8 y8 =  0,55556
*8 =  1,3 y* =  0,76923 *9 =  1,9 y0 =  0,52632
*4 =  1,4 y4 =0.71429 I *10=2,0 l/io =  0,50000
* 5  =  1.5 y5 =  0,fifi6fi7

I. On obtient d'après la première formule des rectangles (1) :

|  ^  « 0 ,1  (y0 i V i )  . . .  r  V e) =  0,1-7,18773= 0,71877.

On obtient d'après la seconde formule des rectangles (1') :
2 fh
f « 0 ,1  (VJ +  V*+ . . .  I V to ) = 0,1-6,68773 =  0,66877.
1 x

11 résulte immédiatement de la fig. 2S1 que dans notre cas la première 
formule donne la valeur de l ’intégrale par e x c è s  et la seconde par 
défaut .

II. On obtient d’après la formule des trapèzes (2) :
2

$ —  « 0 , 1  ( - ^ ^  +  6.18773) =0,69377.

III. On a d'après la formule de Simpson (5):
2 dz 0  1
J ~  3  ll/o "bFioH 2(y2 1 y4 blte-j-ys) b 4 (yi f  1/3 -|-Fs “b F7+  1̂ 9)1

=  — - ( 1 +  0,5 +  2 • 2,72818+4• 3,45955)=0,69315.
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2

En réalité, L o g 2 = J  — =0,6931472 (à la septième décimale près), 
l x

Par conséquent, en divisant le segment [0. 1] en dix parties égales, la formu
le de Simpson donne cinq décimales exactes ; la formule des trapèzes seulement 
trois, et nous ne pouvons répondre que de la première décimale lorsqu’on appli
que la formule des rectangles.

§ 9. Formule de Tchébychev
Dans les calculs techniques, on a souvent recours à la formule 

d'intégration approchée de Tchébychev.
b

Soit encore à calculer J /  (x) dx.
a

Remplaçons la fonction sous le signe somme par les polynômes 
d’interpolation de Lagrange P (x) (§ 9, ch. VII) en prenant sur le 
segment [a, 61 n certaines valeurs de la fonction : /  fo), /  (x2), . . .
. . ., /  (xn), où X|, x2, . . xn sont des points arbitraires du seg
ment [a, b] :

P ( x ) =  ( * ~  *z)(x — z ^ ) . . . ( x ~ x n) _|_
f a  — xz) f a — x J . . .  f a  — xn)

I (x — xJ  (x — x3) . . .  (x — X » )  J

f a  — x,) f a  — x3) . . .  f a  — x„)

+  ( x - x , ) ( x ~ x $  . . ( x  , {Xn) (1)
f a  —  Zi) f a  —  Z2) - - • f a  —  X n - i )

On obtient la formule suivante d’intégration approchée:

] f ( x ) d x t t ] p ( x ) d x  (2 )
a o

qui, après des calculs, prend la forme
b
J /  (z) dx «  Cif (xt) +  Crf (^2) +  • • • +  Cnf (x n)i (3)
a

où les coefficients Ct sont donnés par les fonnules

C  f (* — *»)•••(* — Zi-i)(x — xl+t) . . . ( x  — xn) ^  ^
a (ïj Xi) . . .  (ij Xi— j) (ij -̂J+l) • • • {Zl Zn)

La formule (3) est lourde et incommode pour les calculs, étant 
donné que les coefficients C* s'expriment en fonction de fractions 
compliquées.
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Tchébychev a posé le problème inverse: se donner non pas les 
abscisses X|, æ2, . . ., xn, mais les coefficients CA, C2, • • -, Cn et 
déterminer les abscisses xf, x2, . . ., z n.

On prend les coefficients Ci de manière que la formule (3) soit 
la plus simple possible pour les calculs. Il en est évidemment ainsi 
quand tous les Cè sont égaux :

C\ — C2 = . . .  =  Cji»

Désignant la valeur commune des coefficients Ci, C2, . . ., Cn 
par Cn, la formule (3) devient

b
J / ( x)Æ c « C „ [ / ( x ,)  +  / ( æ2) +  . . .  +  / ( x „ )] . (5)

La formule (5) représente, en général, une égalité a p p r o c h é e ,  
mais si /  (x) est un polynôme de degré non supérieur à n — 1 , on 
a alors une égalité e x a c t e .  C’est cette circonstance qui permet 
de déterminer les quantités C„, xu x2, . . xn.

Afin d’obtenir une formule qui convienne à tout intervalle 
d’intégration, ramenons le segment d’intégration [a, b] au segment 
[—1, 11. Posons à cet effet

a +  bx =  —-—  
2

b — a 
2

on aura alors x =  a pour t — — 1 et x = b pour t =  1 . 
Par conséquent.

] f (x )dx  =
a

b — o 
2

A

J <p

où Ton a désigné par <p (f) la fonction de t sous le signe somme. Par 
conséquent, l ’intégration d’une fonction /  (x) donnée sur un segment 
[a, 61 peut toujours être ramenée à l’intégration d’une autre fonction 
cp (x) sur le segment [—1 , 1 1 .

Ainsi, le problème revient à choisir les nombres Cn, X|, x2, . . xn 
dans la formule

i  f  (x) dx =  Cn[f (Xl) +  f  +  ■ ■ ■ +  f  (*n)] (fi)
- 1

de manière que cette formule soit exacte pour toute fonction /  (x) 
de la forme «

(7)/  (x) =  Oq -f- fli® -{- f l j ï *  -f- • • • -f- ® n - I ®  •
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Remarquons que

2  |oo -f- - -f- -f-. . .  -f- si n est impair ;

2  ( a0 -f- —  4 - . . .  4- — —  J si n est pair.si n est pair.
V.

Par ailleurs, compte tenu de (7), la somme du second membre de 
l'égalité (6 ) est égale à

C n  [ r t f l o  +  a i  ( X X - f "  x 2  +  • • •  +  x n )  +  < h. ( x \  +  ^ 2  +  •  •  •

• • • +  4 )  +  • • ■ +  a n - l  (x i  1 +  x 2 1 “h  • •  •  +  * )]•  ( 9 )

Egalant les expressions (8 ) et (9), on obtient une égalité qui doit être 
vraie quels que soient a0, a J? a2* • • •* a n - i :

=  C n [ n a o  +  û t  (#1  +  &2 - p  • • • +  x n) +

+  <*2 (*? +  x l  +  - • • 4“ X n) 4~ • • •
• • - +  û n - 1 (x i 1 +  ^ 2  1 +  • • • 4 “ x n * )]•

Egalons les coefficients de a0, ni, a2l . . an_, dans les deux 
membres :

2  12 =  Cnn ou Cn =  — ;n
x i  +  x 2  +  • •  • +  x n  =  0  ;

(10)

^ 1  4 ~  ^  4 ~  • • • + x n —  ^

On déduit les abscisses xx^x2% . . . ,x n de ces n— 1 dernières équa
tions. Ces solutions ont été trouvées par Tchébychev pour diverses
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valeurs de n. Nous donnons ci-dessous les solutions qu’il a trouvées 
lorsque le nombre de points de division n est égal à 3, 4, 5, 6 t 7, 9:

Nombre 
d'ordonnées n

Coefficients
Cn

Valeurs des abscisses x*, X2, - . . ,  xn

2 * , =  - z 3= 0,707107
3 X2 — 0

4
1 *i =  — x4 =  0 t 794654
2 * 2 =  — *3 =  0,187592

9 x t =  — ** =  0,832498
5 £* x2 =  — *4 -0 ,374541

5 *3 =  0

4 z , =  — xe =  0,866247
6 1 *2 -  — x5— 0,422519

T x3^  — z 4 --= 0,266635

*J -  - * 7 -  0,883862
7 2 x2 — — x6 — 0,529657a

7 x3 — - * 5 -0 ,3 2 3 9 1 2
x4 - - 0

*t =  —*9 =  0,911589
2 z 2 - — z8 0.601Ü19

9
“9 *3 — - z 7 =  0,528762 

*4 =  - z 6 = 0,167900
z5 = 0

Par conséquent, on effectuera le calcul approché de l’intégrale 
sur le segment I—1, 11 en appliquant la formule suivante de Tchéby- 
chev:

J /(*) d x = J - y  (xt) +  /(*ü) -f-. . .  -f  /(*„)].
—1 rt

où n est choisi dans le groupe 3, 4, 5, 6 , 7, 9 et xu z 2, . . ., xn 
sont représentés dans le tableau. On ne peut prendre pour n le 
nombre 8  ou des nombres supérieurs à 9; le système d’équations (10) 
donne alors des racines complexes.

Lorsque les bornes d’intégration de l'intégrale donnée sont a 
et 6 , la formule de Tchébychev devient

î  /(*) d x = — U ( x t) + / ( j q  -f-. . .  + /(* „ )] , 
a n
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OÙ X f
6 +  fl b — a Xi ( î = l ,  2 , . . . .  n), et les ont les

valeurs données dans le tableau.
Donnons un exemple de calcul par application de la formule de 

Tchébychjev.
2 dxE x e m p l e .  Calculer J —  (= L o g 2).

S o l u t i o n .  Ramenons par un changement de variable le segment 
d'intégration au segment [—1, 1]:

9 T  n * n 3-j-l

dx— dt 
2  *

Et

2 dx _  i  dt
ï * ~ J i  3+1

Calculons cette dernière intégrale avec n = 3 f en appliquant la formule 
de Tchébyohev

i 2
l  /(< )* = -3  1/ (0,707107) +  /  (0) +  /  ( -  0.707107».

- 1

Etant donné que

f  (0,707107) 3 4  0,707107 3,707107

/ ( 0) =  y — = ° . 333333,

—0,260752,

/  (-0,707107, =  3-0.707107 = X ^ 9 T = ° ’436130-
on a

dt - (0,260752 ; 0,333333 4  0,436130) =j ,  3+1 «

=  - |~ i ,039215— 0,692810 «  0,603.

Comparant ce résultat aux résultats fournis par les formules des rectangles, 
des trapèzes et de Simpson (voir l’exemple du paragraphe précédent), on remar
que que le résultat obtenu par application de la formule de Tchébychev (avec 
trois points de division) est^plus précis que le résultat obtenu par application 
de la formule des trapèzes (avec neuf points de division).

Indiquons que la théorie du calcul approché des intégrales a été 
développée dans les travaux de A. Krylov (1863-1945).
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§ 10. Intégrales dépendant d ’un paramètre.
Fonction gamma

D é r i v a t i o n  d e s  i n t é g r a l e s  d é p e n d a n t  
d'u n p a r a m è t r e .  Soit l’intégrale

/(<*)= J /(*.<*) dx (1 )O
dans laquelle la fonction sous le signe somme dépend d’un certain 
paramètre a . Si le paramètre a  varie, la valeur de l’intégrale variera 
aussi. Il en résulte que l ’intégrale définie est f o n c t i o n de a  ; 
on pourra donc la désigner par /  (a).

1. Supposons que /  fa  a) et /£ (x, a) soient des fonctions con
tinues lorsque

c ^ a ^ d e t û ^ i ^ f c .  (2 )
Trouvons la dérivée de l ’intégrale par rapport à a :

hm / ( a  +  Aa) — /(a )  
A a-M Ï Aa /;( a).

Remarquons à cet effet que

£_( a  +  A a)_ — / ( a )  =  [J / (x, a  +  A a ) dx — J  f(x, a)dx]—
Aa Aa a a

=  f f(x, a  4 - Aa) — /  (x, a) ^  
a Aa

Appliquons la formule des accroissements finis de Lagrange & 
la fonction sous le signe somme ; on obtient :

m  «  +  A»l_ -  /  (*, »)
Aa

où 0  <  0  <  1 .
Etant donné que fa (z , a) est continue dans le domaine fermé (2), 

on a
fa fa  ol + 6  Aa) =  / ;  (x, a) +  e, 

où la quantité e, dépendant de z, a , Aa, tend vers zéro lorsque 
Aa 0.

De sorte que
/ ( a  +  Aa) — /(a ) (z, a) -f-e]dx =

Aa
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Passant à la limite, en faisant Aa -*• 0, on obtient *) :
Jim /  (a +  Aa) — /  (a) 

A a-* 0  Aa

b
U 'a(x.a)dx
a

OU
b b

[j f(x,  a) dx\a =  5  fa (x, a) dx.
a a

C’est la formule de Leibniz.
2. Supposons à présent que les b o r n e s  d’i n t é g r a t i o n  

fl et 6  d a n s (1 ) s o i e n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  a :
M a)

/  (a) =  <D [a, a (a), b (a)] =  J f(x, a) dx. (1)
<KcO

cp [a, a (a), b (a)] est une fonction composée de a , par l ’intermé
diaire de a et b. Pour trouver la dérivée de /  (a), appliquons la 
règle de dérivation des fonctions composées (voir § 10, ch. VIII)

r dO da 
da da

dd> db 
db da (3)

En vertu du théorème de dérivation d'une intégrale définie par 
rapport à sa borne supérieure variable (voir formule (1), § 4), on 
obtient :

3CD d r
—  — — 1 1 (x, a) dx =  /  [ 6  (a), a],
db db a

4 “ -  =  ^ -  5 /(*• °)dx=  - f |  f(x, a ) d x =  — /  [a  (a ), a ] .  
da da a da b

dOEnfin, pour calculer utilisons la formule de Leibniz établie da
ci-dessus :

3 0  b( .. . . .
-r— =  ) f a ( x , a ) d x .  
da a

b
*) La fonction sous le signe somme dans l’intégrale J e da tend vers zéro

a
lorsque Aa -► 0. Du fait que la fonction sous le signe somme tend en chaque 
point vers zéro, il ne découle pas forcément que r  intégrale tende aussi vers

b
zéro. Cependant, dans le cas donné J e da? tend vers zéro lorsque Aa -*■ 0. Nous

a
l'admettrons sans démonstration.
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On obtient en substituant dans la formule (3) les expressions 
obtenues des dérivées :

b (a )  j l

l a (<*) =  $ fa (x,a)dx +  1[b(a),a]—------/[a(a), a ]— . (4)
a<a) aa da

La formule de Leibniz permet de calculer certaines intégrales 
définies.

E x e m p l e  1. Calculer l'intégrale

?  _ sincur\ e~x ----------dx.
o

S o l u t i o n .  Remarquons d’abord qu’on ne peut calculer directement
_  X gjQ CLX

cette intégrale, étant donné que la primitive de la fonction e — - — ne s’expri
me pas au moyen des fonctions élémentaires. Pour calculer cette intégrale, on 
la considérera comme fonction du paramètre a :

r . v r „ sin ax ,I  (a) =  J erx --------- dx.
0 x

On calcule alors sa dérivée par rapport à a  en appliquant la formule de 
Leibniz *) :

s in c u r  y  
x

oo

dx =  £ e~x cos cix dx. 
0

Mais cette dernière intégrale se calcule aisément au moyen des fonctions 
élémentaires ; on obtient -j  . Par conséquent,

/'(«) = 1

1 +  a2 #
On trouve /  (a), en intégrant l ’identité trouvée:

/ ( a )  =  arc tg a - f  C. (5)
Reste à déterminer C. Remarquons à cet effet que

/(0 ) =  - ln-° ‘x -<fa =  J o d x = 0 .
0 * 0

Par ailleurs, arc tg 0 =  0.
Substituant a  =  0 dans l’égalité (5), on trouve :

/  (0) =  arc tg 0 -f* C,

donc C =  0. On a donc pour toute valeur de a  l’égalité suivante
/  (a) =  arc tg a .

*) On a établi la formule de Leibniz en supposant aue les bornes d’inté
gration a et b étaient finies. Toutefois, la formule de Leibniz convient dans le 
cas présent, bien qu’une des bornes d’intégration soit infinie.
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c’est-à-dire

[ erx dx=Rrc  tg a.
Ô *

F xem  p l e  2. Fonction gamma.
Considérons l'intégrale dépendant du paramètre a

] x * - ie~x dx. (6)
0

Montrons que cette intégrale impropre existe (converge) pour a  >  0. Mettons-la 
sous forme de la somme

y *“-*«-* * r = j  zo- ‘«-*dx+y 
0 0 î

La première intégrale du second membre converge, car

0 <  J
0 0

La seconde intégrale converge aussi. En effet, soit n un nombre entier tel que 
n > a —t. Il est alors évident que

00 oo
0 <   ̂ z a ~  V " * d x <  J x n€Tx  d r  <  oo.

î !
Cette dernière intégrale se calcule par intégration par parties en tenant compte 
du fait que

lira =  0 (7)
x -M -o o  ^

pour tout k entier positif. Ainsi l ’intégrale (6) définit une certaine fonction a. 
Elle est appelée fonction gamma et notée T (a) :

r  (a) =  J xa ~ ie~“x dz. (8)
o

Cette fonction est fréquemment utilisée dans les applications des mathématiques. 
Trouvons la valeur ae T (a) pour a  entier. Pour a  =  1 nous avons

T ( 1 ) =  J e~x dx =  i. (9)
0

Supposons que a > 1  est un entier. Intégrons par parties :

r(a)=$ x a ~ i e ~ x  d x  =
0 0

ou, compte tenu de (7),
T (a) =  (a -  1) T (a -  1). I W

En vertu do (10) et (9) nous trouvons pour a  — n
r (n) = ( n  — 1)!. tu)
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§ 11. Intégration d'une fonction complexe de la variable
réelle

Nous avons défini au § 4 ch. VII la fonction complexe /  (x) =  
=  u (a:) -f- iv (x) de la variable réelle x et sa dérivée f 9 (x) =  u9 (x) +  
+  iv9 (x).

D é f i n i t i o n .  La fonction F (x) =  U (x) +  iV  (x) est appe
lée la primitive de la fonction complexe de la variable réelle f  (x), si

F9 (x) =  /  <*), (1 )
c’est-à-dire si

U9 (x) +  iV9 (x) =  u (x) -f- iv (x). (2)
Il découle de l’égalité (2) que U9 (x) =  u (x), V9 (x) =  v (x), 

autrement dit U (x) est la primitive de u (x) et V (x) la primitive 
de v (x).

Il découle de la définition et de cette remarque que si F (x) =  
=  U (x) +  iV  (x) est la primitive de la fonction /  (x), alors toute 
primitive de f  (x) est de la forme F (x) +  C, où C est une constante 
complexe arbitraire. Nous appellerons l’expression F (x) +  C Yin- 
tégrale indéfinie de la fonction complexe de la variable réelle et nous 
écrirons

$ /  (x) dx =  $ u (x) dx -f  i J v (x) dx =  F (x) -f C. (3)
L’intégrale définie de la fonction complexe de la variable réelle 

/  (x) =  u (x) -f iv (x) sera définie ainsi :
b _  b b
§ 7 (x )d x = $ u ( x ) d x + i$ v ( x ) d x .  (4)
a a a

Cette définition ne contredit pas, mais est entièrement conforme 
à la définition de l’intégrale définie en tant que limite d’une somme.

Exercices
1. Calculer les intégrales définies suivantes, en les considérant comme 

des limites de sommes intégrales sn
b
J i 2 dx.
a

I n d i c a t i o n .  Découper le segment [a, b\ en n parties par les points 

xi = aqi t 9 2, ..., n), où q= y  —. Rép. 3 -
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I n d i c a t i o n .  Découper le segment [a, b\ comme dans l'exemple pré
cédent.

3. Ç Y ï d x .  Rép. ~ ( b 3/2- a 3/2).
a

I n d i c a t i o n .  Voir l 'exemple précédent. 
b

4. J sin x dx. Rép. cos a —cos b.
O

I n d i c a t i o n .  Etablir préalablement l'identité suivante :

sin a +  sin (û +A) |-sin (fl +  2A)-| . . .  |-sin[a f  (n —1)/*1 =

cos (c—h)—cos (o -j- nh)
2 sin A '

il faut, à cet effet, multiplier et diviser tous les termes du premier membre 
par sin h et remplacer les produits de sinus par des différences de cosinus.

5. J cosxdx. Rép. sin b—sin a. 
a

Utiliser la formule de Newton-Leibniz pour calculer les intégrales définies :

1 4
6. f x4 dx . Rép.

P ô
jt
2

8.  ̂ sinxdx. Rép. 1.

V 2

1 0 . J - i L ,
à V i-x »

. Rép.

12. $ —  . Rép. 1.
1
X

14. J sinxdx. Rép. 2sin2 -^-.

16. R6p- —■!)• 17. J cos2 x  dx . Rép.

7. J ex dx. Rép. e —1.

t -
n
3

11. Ç tg x dx. Rép. Log 2-

13. J Rép. Log x.

x5—a15. J x2 dx. Rép. — j

n
2
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Calculer les intégrales suivantes en faisant les changements de variable 
indiqués :

n
T

19. J sin x cos® x dxt cos x =  t. Rép.

dx
I  3 + 2 co s*

21. I  '■ • 2-| 4»=«*. Rép. 3 1 /5
ï  V 2 + 4 *
1 dx

^  t + y

23. J dx, x —i = t * .  Rép. 2(2—arc tg 2).

24. J dz— f z —— . Rép. Log-Ü*.i * y ? + ï  * 11 “ * 2

«
jt
2

25. f 7—  co3<T̂ <P — sinq>=l. Rép. Log —.
•J 6—5 sin ç-|-s in 2 (p v   ̂ 6 3

Montrer que 
t 1

26. J xm ( i —x)n d x =  J xn ( l —x)Tnd x (m >  0, n > 0 ) .
0 0

27. J Hz)dz= J f(a +  b—x)dx. 28. $ /(x a)d x = - |-  J f(z*)dz.

Calculer les intégrales impropres suivantes (bornes infinies ou singularité 
de la fonction à intégrer) :

29. f ,xdx  . Rép. 1.

CO

30. J e~x dx. Rép. 1.

"■ J - 3 7 3 T - “ p £•<*>»>•
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33. J -g-. R é p .± .

1
34. J Log xdx. Rép. —1. 

o
oo

35. $ xsinxcfa;. Rép. L’intégrale diverge,
o
OO

36. [ —j = . Rép. L’intégrale diverge.
î V *
+co

37. J dx
i«4 2 ï - | - 2

38. J - ± ,  
o F *

Rép.

Rép. n.

3
T 9

2
39. I

o
dx
HP' Rép. L’intégrale diverge.

40. f ----- _____ _ Rép. — .\ x y 2:a— 1 F 2

4t. J “ ï"- Mp. L’intégrale 
- 1

42. £ e*-0* sin 6a; dx (a >  0). Rép. 
0

diverge.

b
<z* +  6* *

43. f era*cos bxdx (a >  0). Rép. - 5 . .g a* H o*

Calculer les valeurs approchées des intégrales :

p dx44. Log 5 =  J ----- par application de la formule des trapèzes et de la formule
1 x

de Simpson (n =  12). Rép. 1,6182 (d’après la formule des trapèzes) ; 1,6008 
(Simpson).
il

45. \  x*dx d'après la formule des trapèzes et la formule de Simpson (n=10).
i

Rép. 3690 ; 3660.

d’après la formule de Simpson (n =  4). Rép. 0,8111.
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10
48. $ logiox d x  d'après la formule des trapèzes et la formule de Simpson 

(n=10). Rép. 6,0656 ; 6,0896.

49. Calculer la valeur de n en partant de ce que • par aPPRca~

tion de la formule de Simpson (n =  10). Rép. 3,14159.

8 sinar50. f -------- dx d'après la formule de Simpson (# i= 10). Rép. 1,371.
o x

00 |
51. En partant de l'égalité J e a x dx= — , où a > 0 ,  trouver pour l'entier

0 a
00

n > 0  la valeur de l'intégrale $ e~xxn dx. Rép. /i!.
0

00 ,
52. Partant de l'égalité C — = —- 7=-» trouver la valeur de l'intégrale

S + a 2 1 /£
dxf ax D, n

i  (X2 +  I ) n +1 * R e P- 2
ji 1-3-5 . . .  (2n—1)

2 ^ 1

00 .  —(jjf

53. Calculer l'intégrale [ ----- — dx. Rép. Log(l -f a) ( a > —1).
0 ***

t i
54. Se servir de l ’égalité J xvt~1dx =  —  pour calculer 1

*!

'intégrale

f xn~l (Log «)* dx. Rép. ( — 1)* - 
0 nh+1



Chapitre XII

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES ET MÉCANIQUES 
DE L’INTÉGRALE DÉFINIE

§ 1. Calcul des aires en coordonnées rectangulaires
Si la fonction /  (x) 0 sur le segment la, 61, on sait que (§ 2,

ch. XI) l’aire du trapèze curviligne formé par la courbe y =  /  (x), 
l ’axe Ox et les droites x =  a et x — 6  (fig. 214) est donnée par

Q = ] f { x ) d x .  (1 )
a

b
Si /  (x) ^  0  sur la, 61, l ’intégrale définie J /  (x) dx est aussi ^ 0 .O

Sa valeur absolue est égale a l’aire Q du trapèze curviligne corres
pondant :

— Q =  $ f (x) dx.
a

Si /  (x) change un nombre fini de fois de signe sur le segment 
[a, 6 ], on décomposera l’intégrale sur [a, 61 en intégrales partielles.

L’intégrale est positive sur les segments où /  (x) ^  0 et négative sur 
ceux où /  (x) ^  0. L’intégrale sur le segment tout entier représente 
la différence des aires se trouvant de part et d'autre de l’axe Ox 
(fig. 232). Pour obtenir la somme des aires au sens ordinaire, il 
faut trouver la somme des valeurs absolues des intégrales sur les 
intervalles partiels indiqués ou bien calculer l'intégrale

Q =  $!/(*)!<&:•
a

E x e m p l e  1. Calculer Taire Q délimitée par la sinusoïde y =  sin x 
et Taxe Ox lorsque 0 x <  2n (fig. 233).
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S o l u t i o n .  Etant donné que sin x >  0 pour 0 <; * <  ji et sin x <  0 
pour n <  x 2 j i , on a

JT 2 i t  2  JT

Q — J sin x dz | | J sin x dx | =  J | sin x | dx,
0  JT o

jt

J s inxdx =  — cosx IJ =  — (cos Jt—cosO) =  — (—1 —1) =  2,
0

2 j T

J s i n x d x =  — cosx|*n =  — (c o s 2 j i — cos i t )  =  — 2. 
n

Par conséquent, Q =  2 Y | — 2 |= 4 .

S’il faut calculer Taire délimitée par les courbes y =  f j(x), y =  / 2 (.r) 
et les droites x =  a, x — b avoc la condition / i ( x ) > /2(x), on aura évidem
ment (fig. 234) :

b b b
Ç - Î  /, (x) d x - $ /,(* ) dx =  |  l / ,  ( x ) - / 2(x)l dx. (2)

a a a
E x o m p l o  2. Calculer l ’aire délimitée par les courbes (fig. 233)

y — V *  et y — x2.
S o l u t i o n .  Trouvons les points d'intersection des courbes: 

x =  x4, d’où xj — 0, x2= l .
Par conséquent,

<?- j  y ï d x -  J X*dx =  j  (V ï - xS) rf* i='j* * /*lô“ * x |ô = T —

Calculons maintenant Taire du trapèze curviligne délimité par 
la courbe d’équations paramétriques (fig. 23G) :

x  = <p U ) ,  y  = $ (0. (3)
où
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et
<p (a) =  a, <p (P) =  b.

Supposons que la courbe définie par les équations (3) puisse être 
mise encore sous la forme y =  /  (z) avec le segment [a, bJ pour 
domaine de définition. On pourra calculer alors Taire comme suit:

b b
Q = U ( x) dx=  $yàx.

a a
Faisons le changement de variable : 

x =  <P (t) ; dx =  q>* (/) du 
On a, eu égard aux équations (3) : 

y =  /  Or) =  /  l<p ( 0 1  =  (0 -
Par conséquent,

Fig. 236 g
<?= Î ÿ W v'W * *  (4)a

Telle est la formule permettant de calculer Taire d*im trapèze cur
viligne délimité supérieurement par une courbe en coordonnées 
paramétriques.

E x e m p l e  3. Calculer l’aire du domaine délimité par l’ellipse 
x =  a cos t3 y =  b sin I.

S o l u t i o n .  Calculons l’aire délimitée par la demi-ellipse supérieure 
et doublons le résultat obtenu. Ici x varie entre —a et + a  ; par conséquent, 
I varie de jc à 0,

0 O n
Q =  2 J (6 sin £)(—asinfdQ =  —2ab J sin2 £ dt=2ab  J sin2 t d t =  

n n 0
1—cos 2£ d t = 2 a b [ ± sin 2t n*

4 Jo=  Jiob.

E x e m p l e  4. Calculer l’aire délimitée par l’axe Ox et un arc de la 
cyclolde

x =  a (t — sin £), y =  a (1 — cos £).
S o l u t i o n .  Lorsque t varie de 0 à 2n, x varie de 0 à 2na. On obtient 

en appliquant la formule (4):
2n 2 n

Q =  J a (1—cos t) a (1 — cos t) dt =  a2 J (1 - c o s  £)2 dt =
0 0

2n 2n 2n
=  c2 [ J d£—2 J cost d£ f-J cos2£dt] ;

o o  6
2n 2n 2n 2n . , „.
J d t= 2 n ;  J cos t d t ~ 0 ;  J cos2 t d i — J ----- ------ dt — iu
o o  o o ^

On obtient finalement:
Q =  a2 (2n +  n) — 3jio2.
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§ 2. Aire d’un secteur curviligne en coordonnées polaires

Soit
P = / ( 6 )

Téquation dfune courbe en coordonnées polaires, où /  (6 ) est une 
fonction continue lorsque a  ^  0  ^  p.

Déterminons Taire du secteur OAB délimitée par la courbe 
p =  /  (0 ) et les rayons vecteurs 0  =  a  et 0  =  p.

Découpons Taire donnée en n parties par les rayons 0O =  a 9 

0 =  0i, . . &n =  p. Désignons par A0 i, A02, . - A0 n les angles 
formés par ces rayons (fig. 237).

Désignons par p* la longueur du rayon vecteur correspondant 
à un angle quelconque 0 j, compris entre 0 j_i et 0 *.

Considérons le secteur circulaire de rayon pi et d’angle au centre 
A0j. Son aire est

a c ? ,= 4 p ià 0 i-

La somme

Qn =  \  J ( Pi A0, =  -  J j  U (0, ) ] 2 A0,

donne l’aire du secteur en « escalier ».
Cette somme étant une somme intégrale de la fonction p2= 

=  (/ (6 ))s sur le segment a  ^  0 ^  P, sa limite lorsque max A0( -> 0 
donne l’intégrale définie

31 — 1162
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Elle ne dépend pas du rayon vecteur p; choisi dans l’angle A0,-. 
Il est naturel de considérer que cette limite représente l ’aire cher
chée *).

Ainsi, l’aire du secteur O AB  est égale à

Ç =  A j p’ de (!)

ou

(i')
a

E x e m p l e .  Calculer l'aire intérieure à la lemniscate
p = o  V eos 20

(fis- 238).
S o l u t i o n .  Le rayon vecteur balaie le quart de l ’aire cherchée lorsque

0 varie de 0 a :4

cos 20 d& = a2 sin 26

o “ o
par conséquent, l ’aire intérieure à la lemniscate sera

Q=a*.

T  •

§ 3. Longueur d ’un arc de courbe
1. L o n g u e u r  d’u n a r c  d e  c o u r b e  e n  c o o r 

d o n n é e s  c a r t é s i e n n e s .  Soit y  =  f  (x) l’équation dfune 
courbe plane en coordonnées rectangulaires.

Cherchons la longueur de l ’arc AB  de cette courbe comprise 
entre les verticales x  =  a et x  =  b (fig. 239).

*) On pourrait montrer que cette définition de l ’aire ne contredit pas celle 
donnée précédemment ; en d’autres termes, calculant l’aire du secteur curvili
gne au moyen de trapèzes curvilignes on retrouverait le même résultat.
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On a donné au chapitre VI (§ 1) la définition de la longueur d’un 
arc de courbe. Rappelons-la. Prenons sur l’arc AB  des points 
i4. Mu M z, . . Mu . • -i B  d’abscisses =  a, xu • • • 
. . ., Xu . . -, b = xn et menons les cordes AM U M \M Zy . . . 
. . ., Mn„iB, dont nous désignerons les longueurs par àsiy As2, • • • 
. . ., Asn. On obtient alors la ligne polygonale AM fM z . . • Mn^ B  
inscrite dans l ’arc AB. La longueur de 
cette ligne polygonale est

n

Sn =  ^  ASi-

On appelle longueur s de l’arc AB  la 
limite vers laquelle tend la longueur de 
la ligne polygonale inscrite lorsque la jj 
plus grande corde tend vers zéro:

s =  lim 2  As(. ( 1  ) Flg- 2 3 9
m a x  As*-*0 i= I

Nous allons montrer maintenant que si la fonction f  (x) et sa 
dérivée f ' (a;) sont continues sur le segment a ^  x  ^  fc, cette limite 
existe. Chemin faisant, on aura donné en même temps un procédé 
de calcul de la longueur d’un arc.

Introduisons la notation:
Aÿf =  /  (*,) — f

Alors

As, =  V(Ax t)2 +  (Ay,)z =  | / l  +  Ax t.

D'après la formule des accroissements finis
A yt 
A Xi

i±à—üâizù= t'$ l)'
Xi Xi —i

OÙ

Par conséquent.
•Ei—l <C£i

Ast =  V Î + ï f â Â î z Ax(.
De sorte que la longueur de la ligne polygonale inscrite est

« n = (S i V l+ [ / '( Ç i) f  AX,.

La fonction f  (x) étant continue par hypothèse, il en est de 
même de i +  \ f  (æ)18. Il en résulte que la somme intégrale a une
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limite qui est égale à l’intégrale définie:

* =  Ü m  2  V l +  [ / ' (h)]2 à x , =  ] V i + [ f  (x)fdx.
m az A x j- * 0 1—*1 a

Ainsi, on a trouvé pour le calcul des arcs la formule

S =  j V T + ï 7 ( 5 f d z =  j  dx. ( 2 )

R e m a r q u e  1. On peut obtenir en partant de cette dernière 
formule la dérivée de Tare par rapport à l’abscisse. Si l ’on suppose 
que la borne supérieure d’intégration est variable et si on la désigne 
par x  (nous ne changerons pas la variable d’intégration), la longueur 
de l’arc s sera une fonction de x :

*<*>=! V i + (I)
Dérivant cette intégrale par rapport à la borne supérieure, on obtient:

Cette formule a été établie au § 1, ch. VI sous certaines autres 
hypothèses.

* E x e m p l e  1. Chercher la longueur de la circonférence
x*-\-y2= r 2

S o l u t i o n .  Calculons d'abord la longueur du quart de circonférence 
düna le premier quadrant. L'équation de cette portion d’arc s'écrit

y = ~Vr*—x2>
d’où

dy _ x
AT- "-  V ra—x*

Par conséquent,

x \r- dx =r  arc s in —  «r o
n

“r T4 —
La longueur de la circonférence tout entière est « = 2 jw

Cherchons maintenant la longueur d’un arc de courbe lorsque 
la courbe est donnée par des équations paramétriques:

x  =  «p (0. y = ̂  (0 (a <  t <  P). (4)
où q> (t) et i|> (t) sont des fonctions continues douées de dérivées 
également continues, et <p' (t) ne s’annule pas sur le segment consi-
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déré. Dans ces conditions, les équations (4) déterminent une certaine 
fonction y = f  (x) continue avec sa dérivée

dy
dx <p' (f)

Soit a — q> (a), b =  <p (P).
Faisant alors dans l’intégrale (2) la substitution 

a: =  <p (t), dx =  q>' (t) dt,
on obtient

— !a L q> (Q J
ou, en définitive,

s = \ v w ( t ) f + W ( ( ) T d t .  (5)
a

R e m a r q u e  2 . On démontre que la formule (5) reste en vi
gueur pour des courbes qui sont coupées par des verticales en plus 
d’un point (notamment pour des courbes fermées), pourvu que les 
deux dérivées q>' (t) et (t) soient continues en tout point de la 
courbe.

E x e m p l e  2. Calculer la longueur de l'bypocycloïde (astroïde):
z  =  a  cos8 t , y  8 =  a  sin f.

S o l u t i o n .  La courbe étant symétrique relativement aux deux axes 
de coordonnées, calculons d*abord le quart de la longueur de cette courbe se 
trouvant dans le premier quadrant. On trouve:

-3^ -=  —3a cos2 1 sin t, = 3a sin21 cos U
d t d t

Le paramètre t variera de 0 à -y - . Par conséquent, 

n
m 2 _______________________

-£ -« =  J l / ^ c o s 4 tsin2 * + 9a2 sin4 * cos2 tdt==
n
2

=  3a J Vcôs27sïn27d< =

f  . i
=  3a J  sin tcos t d t= 3a 8̂ t I 2 =  ; s =  6a.

0 2 |o Z
R e m a r q u e  3. Si lvon a une courbe g a u c h e  définie par 

des équations paramétriques
x “ <p W. y = ♦ (O*  ̂= x (<)• (6)
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où a  ^  t ^  P (voir § 1, ch. IX), on définit sa longueur (comme 
pour une courbe plane) comme la limite d'une ligne polygonale 
inscrite lorsque la plus grande corde tend vers zéro. Si les fonctions 
cp (/), yp (/) et x U) sont continues avec leurs dérivées sur le segment 
[a, pl, la courbe a une longueur déterminée (c’est-à-dire la limite 
indiquée ci-dessus existe) donnée par la formule

*= î V[ç wr+waor+fx' (7)
a

Nous admettrons ce résultat sans démonstration.
E x e m p l e  3. Calculer la longueur de l'arc d’hélice 

x — a  cos f, y — a sin t f z =  amt 
correspondant à t entre 0 et 2n.

S o l u t i o n .  On déduit des équations données
dx =  —a  sin t d t, dy =  a  cos t d tt dz =  am dt•

On trouve en substituant dans la formule (7) :
2n  ___________________ 2j i ______

8 =  J l / a 2 sin2 t-\ a*  cos2 *+ aama dt — a  J '\ / l  +m* dt =  2 n a  ' \ / i  -f m*.
0 0

2. L o n g u e u r  d*u n a r c  d e  c o u r b e  e n  c o o r 
d o n n é e s  p o l a i r e s .  Soit

P = / ( 6 ) (8 )

l ’équation d’une courbe en coordonnées polaires, p étant le rayon 
polaire et 6  l ’angle polaire.

Les coordonnées rectangulaires s'expriment au moyen des coor
données polaires

x — p cos 0 , y — p sin 0 .

Si l ’on remplace p par son expression (8 ) en fonction de 0, on 
obtient les équations

x  =  /  (6 ) cos 0 . y — f  (0 ) sin 0 .

On peut considérer ces équations comme les équations paramé
triques de la courbe et appliquer la formule (5). Trouvons à cet effet 
les dérivées de x et de y par rapport au paramètre 0 :

-^- =  / '( 0 )cos0  — / ( 0 )s in 0 ; 
d0

—— =  f  (6 ) sin 0  +  /  (0 ) cos0 .
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On a alors

Par conséquent,

s =  j  V p ' 2 + p * d e .
e»

E x e m p l e  4. Calculer la longueur de la cardioïde (fig. 240)
p =  o (1 +  cos G).

Faisant varier l'angle polaire G de 0 à ji, on obtient la moitié de la longueur 
cherchée. On a ici p' =  —a sin 6. Par consé
quent,

st __________________________
s — 2$  V a2(l r co®0)2+ aa8inaGdG =

o
71

—  2a j  y r2+2cosG  dO =

=  4a J cos d6 =  8asin -y- |” = 8 a .
0 n2 ------------ 2  |o'

E x e m p l e  5. Calculer la longueur de l ’ellipse
x = cz  =  aco3t, "I. /  ^ 0 < £ < 2 ïif
y =  èsin£,  J 

en supposant a >  b.
S o l u t i o n .  Servons-nous de la formule (5). Calculons d'abord le 

de la longueur, c'est-à-dire la longueur de l'arc correspondant aux variations 
du paramètre t entre 0 et :

8 *
- t - =  J V a* ain* l +6* cos* t du

St
2

st
2

=  J V o a (1—cosa t) 4- b2 cos21 dt =  J "|/a*—(a*—62) cos2 t d t =

Z /■ g mm ià
— a J y  1---------  cos2 t d t= a  J "Vi — fc2cosa td t9

où k =  — <  1. Par conséquent.

n
2

$ =  4a J V l  — à* cos2 td t. 
0
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Il ne reste plus qu*à calculer cette dernière intégrale. Mais on sait qu’elle ne 
s’exprime pas au moyen des fonctions élémentaires (voir § 14, ch. X). Cette 
intégrale ne peut être calculée que par des méthodes approchées (par la formule 
de Simpson, par exemple).

En particulier, si le demi-grand axe de l ’ellipse est égal à 5 et le demi-petit 
axe à 4, on a k = 3 /5  et la longueur de l'ellipse est

n
8 = 4-5 J j / "  1— ^---J 2 cos* t dt.

Calculant cette dernière intégrale par application de la formule de Simpson 
(en divisant le segment £o, en quatre parties), on obtient la valeur 
approchée de l'intégrale: 

n
J | / "  1— 1,298.

La longueur totale de l’ellipse est approximativement égale à
s »  25,96 imités de longueur.

§ 4. Calcul du volume d’un corps en fonction des aires 
des sections parallèles

Considérons un corps T et supposons connue l’aire de toute section 
arbitraire de ce corps par un plan perpendiculaire à VaxeOx (fig. 241). 
Cette aire dépend du plan sécant, c’est-à-dire qu’elle est f o n c 

t i o n  d e  x i
Q  =  Q  ( * ) .

Supposons que Q (x) soit une fonction 
continue de x  et cherchons le volume du 
corps donné.

Menons les plans x — x0 =  a, x = xu 
X — • ■ •, X “  xn — h.

Ces plans découpent le corps en tran
ches. Prenons dans chaque segment par

tiel Xi_i ^ x ^ x *  un point arbitraire £* et construisons pour chaque
section i =  1 , 2 , . . n un cylindre dont la génératrice parallèle 
à l’axe des x  s ’appuie sur le contour de la section par le plan x  =  

L’aire de la base d’un tel cylindre élémentaire est

Q (h )  (*i-i <  h  < * i) .  
la hauteur Axi et le volume

Fig. 241

Q (II) Axj.
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Le volume de tous les cylindres est

v n =  ^2 Q (61)
La limite de cette somme lorsque max -► 0 (quand elle 

existe) s’appelle le volume du corps donné
n

v =  lim
max l “ l

Comme vn représente évidemment une somme intégrale pour la 
fonction Continue Q (x) sur le segment a ^  x  ^  bf la limite indi

quée existe et s’exprime par l’intégrale définie

v= $ Q (x )d x . (1 )
a

E x e m p l e .  Calculer le volume délimité par l 'ellipsoïde (fig. 242) 

a* r  6* T  c*
S o l u t i o n .  La section par un plan parallèle au plan Oyz et se trouvant 

à la distance x de ce dernier donne l'ellipse

ou
y2

[ ‘ / • - ■ S - ] 2 0 / ' - • £ ] ’

=1,
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avec pour demi-axes

"‘- " V « — V 1 — f r -
Mais l'aire d’une telle ellipse est égale à nè|C| (voir l ’exemple 3 du § 1). 
Par conséquent,

Q (i) =  nbc ( l — f r )  •

Le volume de l ’ellipsoïde est égal à

j a  ( * — S - ) dx=nbc  ( * - - £ * )  L = 4 ,w,fc:-
Notamment, si a =  è = c ,  l ’ellipsoïde devient une sphère dont le volume 
délimité est

§ 5. Volume d ’un corps de révolution

Considérons le corps de révolution engendré par la rotation autour 
de l’axe Ox du trapèze curviligne aABb formé par la courbe y =

=  /  (x), l'axe Ox et les droites
< !/ x  =  x  =  b .

Dans ce cas, toute section de 
ce corps par un plan perpendicu
laire à l’axe des abscisses est 
un cercle, ayant pour aire 

Q =  ny2 =  ji [/ (x)la.
On trouve, en appliquant la 

formule usuelle du calcul des
volumes [(1), § 4], la formule
permettant de calculer les volu
mes des c o r p s  d e  r é v o 
l u t i o n :

6 b
v  =  j i  y 2 d x = n  § [ f  ( x ) f  d x .

a a
E x e m p l e .  Trouver le volume du corps engendré par la rotation de la 

chaînette
X  X

a a . ax+ e )
autour de Taxe Ox entre les plans x = 0 et (fig. 243).

b ï  - *
a *  -  a  a  J ta 2

v—JL~ jrS (* + r  )tdx= —  
0

- _ a* 2*

2x 2x

$ (« “ + 2  +  e “ )dx =

Ji aïbo 2b
l i a 3 ,  —  

- 8 “ (e '
2b

+
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§ 6 . Aire d ’un corps de révolution
Considérons la surface de révolution obtenue en faisant tourner 

la courbe y — f  {x) autour de l’axe Ox. Calculons l’aire de cette 
surface dans l’intervalle a ^  x  ^  b. Nous supposerons la fonction 
/  (x) continue avec sa dérivée en tous les points du segment [a, 6 J.

Comme au § 3, menons les cordes 
A M iy M iM 2, . - -, Mn_\B dont nous 
désignerons les longueurs par Ast, As2v...
. . . .  Asn (fig. 244).

Dans sa rotation, chaque corde de 
longueur As* (î =  1 , 2 , . . n) en
gendre un cône tronqué dont l’aire 
APt est égale à

=  2ji MizLlÏLMi As,-.
2

Or, _________

A S |= V A x * - f -  A y ? =  A x j.

On obtient en appliquant la formule des accroissements finis: 

a y i= f (x‘) - f ( * i - i ) s s f (h)t où Xt_i< : i l< X tî
l̂ X} Xg — Xg—.̂

par conséquent,

A sj =  V l  +  f 2 (h )  A x j ,  =  2n y i ~± ■+  - V l  -f- f *  (g ,)  A x t . 

L’aire de la surface engendrée par la ligne polygonale sera égale à

Pn =  2 n  * V i + r i h )

ou bien encore à la somme

P n — 71 t/  +  /  (**)] +  f 2 (Si) ( *)

étendue à toutes les cordes. La limite de cette somme, lorsque la 
plus grande corde As* tend vers zéro, s’appelle l’aire de la surface 
de révolution considérée. La somme (1) n’est pas une somme inté
grale pour la fonction f

2nf (x) V 1 -f  f  (x)2. (2)
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étant donné que dans le terme correspondant au segment xt\ 
figurent plusieurs points de ce segment: x t_t, X{, | | .  Mais on peut 
démontrer que la limite de la somme (1 ) est égale à la limite de la 
somme intégrale de la fonction (2 ), c’est-à-dire

P —  lim ji 21/(x i - 1) +  / (*i)lVl + / ' 2(Êi)à x , =
max Ajĉ o 1*1

-  lim n  2  2 /  (h) V l + p ( h )  A*,
max A* |- * 0  l = i

OU
b __________

jP =  2n j  f { x )V  1 + f z{x)dx. (3)
a

E x e m p l e .  Calculer l'aire du paraboloïde engendrée par la rotation 
autour de l'axe Ox de la parabole j/*=2pr. On se limitera à la portion com
prise entre les plans a? =  0 et x = a .

S o l u t i o n .

« - V 3 S .  V f + F * - ) / ,+ % ■ - ) /

et on trouve en appliquant la formule (3):

J»=2n ]  V 5 ^ j / ^ ^ ± Z < J x = 2 n  Y p  J V ^ f p d x =  
o r ** 0

- 2 n  V > - |- ( 2 x + P),/» - i-1 ° =  ■2n^  [(2a+p), ' * - p ,/*l.

§ 7. Calcul du travail au moyen de l ’intégrale définie

Supposons qu'un point matériel M  sollicité par une force F  se 
meuve sur une droite Os et que la direction de la force coïncide 
avec celle du mouvement. On demande de calculer le travail effectué 
par la force F  pour déplacer le point M  de la position $ =  a à la 
position s = b.

1) Si la force F  est constante, le travail A  est donné par le pro
duit de F par le chemin parcouru, soit

A = F (b — a).
2) Supposons que la force F  varie continûment en fonction de la 

position du point matériel, c’est-à-dire qu'elle représente une fonc
tion F (s) continue sur le segment a ^  s ^  fe.

Découpons le segment [a, 6 ] en n parties arbitraires de longueurs
Atfj, A$2t • • *i Asn,
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puis choisissons dans chaque segment partiel [sj_i, sJ un point 
arbitraire £* et remplaçons le travail de la force F (s) sur le chemin 
Ast (i =  1 , 2 , . . ., n) par le produit

F (h) A*.

Cela signifie que nous supposons la force F constante sur chaque 
segment, à savoir F =  F (£j). Dans ces conditions, l’expression 
F  (£|) Ast donne, pour As* suffisamment 
petit, une valeur approchée du travail 
de F sur le chemin As* et la somme

A n =
i— 1

exprime approximativement le travail 
de F sur tout le segment [a, 6 ].

Il est évident que A n représente 
une somme intégrale pour la fonction 
F =  F (s) sur le segment [a, b]. La limite 
de cette somme, lorsque max (As*) -> 0, Fig. 245
existe et exprime le travail de la force 
F  (a) sur le chemin entre les points s =  a et s =  6 ;

A =  ] F (s) ds. (1)

E x e m p l e  1. La compression* £  d'un ressort & boudin est proportionnelle 
à la force appliquée F. Calculer le travail de F lorsque le ressort est comprimé 
de 5 cm, s’il faut appliquer une force de 1 kg pour comprimer le ressort de 1 cm 

(Kg. 245).

S o l u t i o n .  La force F et le déplacement S sont reliés, par hypothèse, 
par la relation F =  JcS, où k est une constante.

Nous exprimerons S en mètres et F en kilogrammes. Pour S =  0,01 on 
a F =  1, c’est-à-dire que 1 =  k -0,04, d'où k =  100 et P =  100£.

On a en vertu de la formule (1):

°V05 £* I0 *05A =  f 100£d£ =  100—  =0,125 kgm.
i 2  l»

E x e m p l e  2. La force de répulsion entre deux charges électriques de 
même signe ex et e2 distantes de r s’exprime par la formule

où k est une constante.
Déterminer le travail de la force F pour déplacer la charge e2 du point A i9 

se trouvant à la distance rt de eiv au point à la distance r2 de elv en admettant 
que la charge et se trouve à l ’origine A0.
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S o l u t i o n .  On a d’après la formule (1) :

On obtient pour r2=  oo :

A^ 7 J ^ dr=J ^ - .
À r 2  r‘

Pour « ,= 1 , on a A — k - y - . Cette dernière quantité s'appelle potentiel du 
champ créé par la charge e\.

§ 8. Coordonnées du centre de gravité

Soit donné dans le plan Oxy un système de points matériels 
(^ti i/i)» P 2 f e i  !/2)» • • •» P ji fan» i/n)

de masses mu m2, . . m^.
On appelle les produits xtmi et yjmi moments statiques de la masse 

mt par rapport aux axes Oy et Ox.
Désignons par Xc et yc les coordonnées du centre de gravité (bary- 

centre) du système donné. Comme on le sait du cours de mécanique, 
les coordonnées du barycentre d’un système de points matériels 
sont définies par les formules:

xtmx +  x2m2 +  . . .  +  x nmn
m i +  +  • • • +  m n

n

i—I

2 m if— 1

(1)

y i * t ,  +  y z m g  +  . . .  4 -  y nmn 
m, +  nti +  . . .  +  mn

n
2  ytmti— 1

2  m*I— 1

(2)

Nous allons utiliser ces formules pour chercher les centres de gravité 
de divers corps et figures.

1. C e n t r e  d e  g r a v i t é  d ' u n e  c o u r b e  p l a n e  
p e s a n t e .  Soit une courbe m a t é r i e l l e  AB  donnée par 
son équation y =  /  (:r)f a ^  x  ^  b.

Soit y la densité linéaire *) de cette courbe. Découpons la courbe 
en n parties de longueurs Ast, As2, . . Asn. Les masses de ces

*) On appelle densité linéaire la masse de l'unité de longueur de la courbe 
donnée. Nous supposerons que la densité linéaire est la même en tous les points 
pe la courbe.
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parties seront égales aux produits des longueurs par la densité (cons
tante): Am* = yAst. Prenons un point arbitraire d’abscisse ^  sur 
chaque portion d'arc As,-. Considérant maintenant que chaque por
tion Ast représente un point matériel [£j, /  (£,)! de masse y£at et 
substituant dans les formules (1) et (2) au Lieu de x t et yt respective
ment et /  (g|) et au lieu de m* la valeur yâiSt (la masse de la por
tion ASj), on obtient les formules approchées déterminant le centre 
de gravité

S t a ,, ■ ï ' ~  ’
Si la fonction y =  /  (x) est continue ainsi que sa dérivée, les sommes 
du numérateur et du dénominateur de chaque fraction ont des limi
tes lorsque max As* -► 0. Par conséquent, les coordonnées du centre 
de gravité de la courbe s’expriment par les intégrales définies

b b __________
farcis $ x V 1 -\~ f2(x)dx

(O
]ds ] V i + f \ x ) d x
a  a

$f(x)ds $ f(x )V l  + f '2(x)dx
Vo =  — b------------------------------------- • (*)

Ï  ds J V l  +  f '2(x) dx

E x e m p l e  1. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la 
demi-circonférence x* \ —a2 se trouvant au-dessus de L’axe Ox.

S o l u t i o n .  Déterminons l ’abscisse du centre de gravité :
x

y — x*»

ds -
V a 2 — x*

x dx

dy_
dx 

dx,

V °2= r -  ds=/ 1

f x *** ______
} a -\/a*—x* —a y<&—x*

J
dx a arc sin -x |a — 2 — a7ia

_Ja a i—
Déterminons maintenant l ’ordonnée du centre de gravité :

j

V c = -
yw ~ ~àx a J dx

n a si a
2q2
na

2a
n
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2. C e n t r e  d e  g r a v i t é  d' u n e  f i g u r e  p l a n e .  
Supposons que la figure donnée soit délimitée par les courbes y =  
=  /i (x), y = U (x), x  =  a, x  =  b et représente une figure plan* 
m a t é r i e l l e .  Nous supposerons que la densité superficielle, 
c’est-à-dire la masse de l'unité d'aire, est constante et égale à f 
pour toutes les parties de la figure.

Découpons la figure donnée par les droites x =  a, x = x i t . . ., 
x  =  xn =  b en tranches parallèles de largeurs Axi, Ax2, . . ., Ax„.

La masse de chaque tranche sera égale au produit de son aire par 
la densité 6 . Assimilant chaque tranche à un rectangle (fig. 246)
de base Ax4 et de hauteur f 2 (£() — f\ (|j), où £/ =  x<~~1 ~̂~x< , la

2
masse de cette tranche sera à peu près égale à

Am, =  6  lf2 (È<) — fi (g,)] AXi (i =  1 , 2 , . .  n).
Le centre de gravité de cette tranche se trouvera à peu près au 

centre du rectangle correspondant:

<*,)■=!,; ( i f * - t M t t h M .

Localisant maintenant la masse de chaque tranche en son centre 
de gravité, on trouve les coordonnées approchées du barycentre de 
toute la figure fen vertu des formules (1 ) et (2 )] :

y  S f / a d i )  + / i (II)]6 1/ 2 (61) - / . ( I I ) ]  Ax,

2  6  [/x (61) — h  (61)] Axj
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Passant à la limite lorsque Aa?j 0, on obtient les coordonnées 
e x a c t e s  du barycentre de la figure donnée :

b
$ x[f2(x) — fi(x)]dx

-------------------------- ;
! Uzix) — ft(x)]dx 
a

\  ! [/*(*) +  f i (*)][/*(*) — h(x)]dx
Vc =  — ------- 1--------------------------------------•

\[h (x ) — fi{*)]dx
a

Ces formules conviennent à toute figure plane homogène (ayant une 
densité constante en tous les points). On voit que les coordonnées 
du centre de gravité ne dépendent pas de la densité 6  de la figure 
(elle svélimine dans les calculs).

E x e m p l e  2. Déterminer les coordonnées du centre de gravité du seg
ment de parabole y2 =  ax  découpé par la droite x  — a (fig. 247).

S o l u t i o n .  Dans le cas donné /2 ( x ) = " l / û x f f i ( x )  =  — l/a x , donc
a

yc =  0 (étant donné que le segment est symétrique par rapport à l’axe O r ) .

§ 9. Calcul du moment d’inertie d ’une courbe, 
d’un cercle et d’un cylindre à l ’aide de l ’intégrale définie

Soit donné sur le plan xOy un système de points matériels 
Pi (Zi* yi)i P 2 (* 2 > y2)» • • -, Pn fo l»  Vn) de masses mu m2, . . . 
. . ., mn. On sait alors de la mécanique que le moment d'inertie du
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système <J© points matériels par rapport au point O est par définition :
n n

10=z 2  + l/i) ICF=  2 j (̂ )_______ 1=1 Æi
où rt =  Y  x\ +  y\-

Supposons, comme au § 8 , que la courbe AB  est donnée par 
réquation y =  /  (a:), a ^  x  ^  6 , où /  (a:) est une fonction continue. 
Supposons que cette courbe représente une ligne matérielle de densité 
linéaire y . Partageons de nouveau la courbe en n parties de longueur 
Asi, As2* • • •» Asn, où ASi = y  A** +  AyJ et de masses Ami =  
=  yAsi9 Am2 =  yAs2, • • •» Amn =  yAsn. Sur chaque portion d arc 
prenons un point arbitraire d’abscisse | *. L’ordonnée de ce point 
sera rj* =  /  (£*). Le moment d’inertie de l’arc par rapport au point O 
est alors approximativement, conformément à la formule (1 ) :

Io  «  2  fêi +  rjî) Y As,. (2)
I— 1

Si la fonction y  =  /  (ar) et sa dérivée f  (a:) sont continues, alors 
quand As* -► 0 la somme (2) possède une limite. Cette limite, s’ex
primant par une intégrale définie, détermine le moment d’inertie 
de la ligne matérielle:

Jo — y l l ^  +  f  (x)]Vl + f 2 (x) dx. (3)

1 . M o m e n t  d’i n e r t i e  d ’u n e  t i g e  m i n c e  h o 
m o g è n e  d e  l o n g u e u r  l p a r  r a p p o r t  à s o n  
e x t r é m i t é .  Faisons coïncider la tige avec le segment de 
l’axe Ox: 0 ^  x ^  /. Dans ce cas Ast =  Aarit A =  yAxiy 
rj =  ai et la formule (3) s’écrit

Ioe= vî X*dx=y^- (4)o °
MSi la masse M  de la tige est donnée, alors y =  -j- et la formu

le (4) devient

I 0e =  ± M l \  (5)

2. M o m e n t  d’i n e r t i e  d’u n e  c i r c o n f é r e n c e  
d e  r a y o n  r p a r  r a p p o r t  à s o n  c e n t r e . C o m m e  tous 
les points de la circonférence se trouvent à une distance r du centre 
et sa masse m =  2 jcr*y, le moment d’inertie de la circonférence sera

I 0 =  mr3 =  y2nr -r2 =  y2n r3. (6 )
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3. M o m e n t  d’i n e r t i e  d’u n c e r c l e  h o m o g è n e  
d e  r a y o n  R  p a r  r a p p o r t  à s o n  c e n t r e .  Soit 6  la 
masse d’une unité de surface du cercle. Divisons le cercle en n an
neaux.

Considérons un anneau (fig. 248). Soit rt son rayon intérieur, et 
rj +  Arf son rayon extérieur. La masse de cet anneau Amt sera, aux 
infiniments petits d’ordre supérieur par rapport à Arj près, égale à

Am* =  62jiriArf. Le moment d’inertie de cette masse par rapport 
au centre sera approximativement (conformément à la formule (6 )) :

(A/o)i »  Ô2nri Arvrf =  62jtr|-Ar^.
Le moment d’inertie de tout le cercle considéré en tant que sys

tème d’anneaux s’exprimera par la formule approchée
n

Io  «  S  Art. (7)
i—i

Passant à la limite quand max Arf -*• 0, nous obtenons le mo
ment d’inertie de la surface du cercle par rapport au centre

R nk
7 o = 62 jt $ r?d r= î iô  — . (8 )

o 2

Si la masse AI du cercle est donnée, la densité superficielle 6  

sera

6
M

nR 2'
Portant cette valeur nous obtenons en définitive :

Io =  MRV2. (9)
4. Il est évident que si nous avons un cylindre circulaire, dont 

le rayon de la base est R  et la masse Af, son moment d’inertie par 
rapport à l’axe s’exprimera par la formule (9).
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Exercices 

C a l c u l  d e s  a i r e s
1. Trouver l ’aire de la figure délimitée par les courbes y* =  9xf y =  3x 

®ép. y  •

2. Trouver l’aire de la figure délimitée par l ’hyperbole équilatdre xy =  a2 
l ’axe Ox et les droites x =  a, x =  2a. Rép. a2 Log 2.

3. Trouver l’aire, de la figure comprise entre la courbe y =  4 — x2 et l’axe 
Ojc. Rép. 10 y .

4. Trouver l’aire de la figure délimitée par l’hypocyclolde xf/3 +  y*/3 =  a2/3. 
Rép. y  no2.

x __x
5. Trouver l ’aire de la figure délimitée par la chaînette y =  -=• (*Q4~* a )»Z

l ’axe Oxf l’axe Oy et la droite x =  a. Rép. — (c* — 1).

6 . Trouver l’aire de la figure délimitée par la courbe y =  x8, la droite y =  8 
et l’axe Oy. Rép. 12.

7. Trouver l’aire du domaine délimité par une demi-onde de sinusoïde et 
l ’axe des abscisses. Rép. 2.

8 . Trouver l’aire du domaine compris entre les paraboles y2 =  2px, x2 — 2py. 
Rép. y  p2.

9. Trouver l’aire totale de la figure délimitée par les courbes y =  x*, y =  
— 2x, y =  x. Rép. y .

10. Trouver l'aire du domaine délimité par un arc de cyclolde x =  a [t — sin t), 
y =  a (1 — cos 0  et l’axe des abscisses. Rép. 3naP.

11. Trouver l’aire de la figure délimitée par l’hypocycloïde x =  a cos8 t f
2

y =  a sin* t. Rép. y  na2.

12. Trouver l ’aire du domaine délimité par la lemniscate p2 =  a2 cos 2q>. 
Rép. a2.

13. Calculer l’aire du domaine délimité par une boucle de la courbe p = a  sin 2<jp. 
Rép. no2.o

14. Calculer l’aire totale du domaine délimité par la cardioide p =  a X3
X (1 — cos q>). Rép. y  no*.

15. Calculer l’aire du domaine délimité par la courbe p =  a cos 9 . Rép. y - .
__ _2

16. Trouver l’aire du domaine délimité par la courbe p =  a cos 2q>. Rép. y .
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17. Trouver l’aire du domaine délimité par la courbe p =  cos 3q>. Rép.-^-.

18. Trouver l’aire du domaine délimité par la courbe p =  a cos 4<p. Rép. - j - -

C a l c u l  d e s  v o l u m e s  

s2 v919. On fait tourner l'ellipse — +&T== * autour de l ’axe Ox. Trouver le volume
4

du corps de révolution. Rép. -g nab2.

20. On fait tourner le segment de .droite réunissant l'origine et le point (at b) 
autour de l ’axe des y . Trouver le volume du cône obtenu. Rép. na2b.

21. Trouver le volume du tore engendré par la rotation du cercles9 +  (y —6)2 =  
=  a9 autour de l'axe Ox (on suppose que b >  a). Rép. 2n9a96.

22. On fait tourner l’arc de la parabole y9 =  2px limitée par la droite x =  a 
autour de l’axe Ox. Calculer le volume du corps de révolution obtenu. 
Rép. Jipa9.

23. La figure délimitée par l’hypocycloïde s*/a +  y9l t  — a*h tourne autour de
l'axe Ox» Trouver le volume du corps de révolution. Rép. •

24. Trouver le volume engendré par la rotation autour de l’axe Ox d'un arc 
de sinusoïde y =  sin x. Rép. .£t

25. La figure délimitée par la parabole y9 =  4x et la droite x =  4 tourne au- 
tour de l'axe Ox. Trouver le volume du corps de révolution. Rép. 32 j i .

2G. La figure délimitée par la courbe y — xe* et les droites y =  0, x =  1 tourne
autour de l ’axe Ox. Trouver le volume du corps de révolution. Rép.-^ («*—1).

27. La figure délimitée par un arc de cycloïde x — a (t — sin t), y =  a (1 — 
^cost) et l'axe Os tourne autour de l'axe Ox. Trouver le volume du corps de

révolution. Rép. 5n9a*.
28. La figure du problème 27 tourne autour de l'axe Oy. Trouver le volume du 

corps de révolution. Rép. 6n2a8.
29. La figure du problème 27 tourne autour de la droite passant par le sommet 

de la cycloïde parallèlement a l ’axe Oy. Trouver le volume du corps de
révolution. Rép. (9ji2 — 16). o

30. La figure du problème 27 tourne autour de la tangente au sommet de la 
cycloïde. Trouver le volume du corps de révolution. Rép. 7jt2o*.

31. Un cylindre de rayon R est coupé par un plan passant par un diamètre 
de la base sous un angle a  avec la base. Trouver le volume de la partie

2
tronquée. Rép.-=- R* tg a.3

32. Trouver le volume commun aux deux cylindres : s 9 +  y9 =  J?2, y2 +  
+  ** =  R9. Rép. ^  i?8.
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33. Le point d'intersection des diagonales d’un carré décrit le diamètre d'une 
circonférence de rayon a, le plan du carré restant constamment perpendicu
laire au plan de la circonférence, et deux sommets opposés au carré 
s’appuyant sur cette circonférence (la grandeur du carré varie évidemment 
pendant le mouvement). Trouver le volume du corps engendré par ce car
ré. Rép. - a8.

34. Calculer le volume du segment obtenu en coupant le parabololde ellipti-»iS £2 ---
que ~2 ^~î~~2 q~ =  x P*1 f® P^n x =  a. Rép. na* y  pq.

35. Calculer le volume du coips délimité par les plans s =  0, y = 0 ,  les 
surfaces cylindriques x2 =  2py et z*~2px  et le plan x =  a. Rép.

° (dans le premier octant).
7 VP

36. Une droite se meut parallèment au plan Oyz en s'appuyant sur les deux
jpî JE/8 X8 {Iellipses — | — =  l f — -f —  =  se trouvant respectivement dans

g
les plans Oxy et Oxz. Calculer le volume du corps obtenu. Rép. -g- abc. 

C a l c u l  d e s  a r c s
37. Trouver la longueur totale de l’hypocycloïde x,/3 +  y*̂ 3 — a2/s. Rép. 6a.
38. Calculer la longueur de l’arc de la parabole semi-cubique ays =  x3 de

3 3 5
l'origine des coordonnées au point d’abscisse x =  5a. Rép. -^r a.

X X

39. Trouver la longueur de la chaînette y =  — (ea -f-e a) de l ’origine au
X X

point (x, y). Rép. - |- (e a— e °) =  V ÿ * —a*.

40. Trouver la longueur d'un arc de cycloîde x =  a (/ —sin/),  y =  «(  1—cos/). 
Rép. 8a.

41. Trouver l'arc de la courbe y =  Logx entre les limites x =  "V* et x =  V®* 
R6p- 1 h y -  Log y .

42. Trouver la longueur de la courbe y =  1 — Log cos x entre les limites x = 0  
et x = - ^ - . Rép. L o g tg --p .

longue
ViTcT® p

43. Trouver la longueur de la première spire de la spirale d'Archimède 
p =  aq) à partir du pôle. Rép. na l / l  *| 4n2 +  -^-Log(2n-f V f  ~rZ

44. Trouver la longueur de la spirale logarithmique p = e a<p du pôle au point 

(p, q>). Rép.

45. Trouver la longueur totale de la courbe p =  osin3 -^-. Rép. -g-ne.
ct

46. Trouver la longueur de la développée de l ’ellipse * =  —  cos3/ y =

= T s,ni'*• RéP- -----L ’

y r r s * .a
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47. Trouver la longueur de la cardioïde p =  a (1 +  cos<p). Rép. 8a.
48. Trouver la longueur de la développante du cercle x =  a (cos <p +  <p sin <p), 

y =  a (sin (p — <p cos <p) de <p =  0 à «p =  <pj. Rép. -g a<p{.

C a l c u l  d e s  a i r e s  d e s  c o r p s  d e  r é v o l u t i o n
49. Trouver l'aire de la surface obtenue en faisant tourner la parabole y3 =  4ax

56autour de l'axe Oxf de l'origine au point d’abscisse x =  3a. Rép. -g  n a \

50. Trouver l’aire du cône engendré par la rotation du segment de droite y =  2xf
0 <  x ^  2 :_a) Autour de l ’axe Ox. Rép. 8n ï>) Autour de l’axe Oy.
Rép. 4ji"J/5.

51. .Trouver l’aire du tore obtenu en faisant tourner le cercle x? +  (y — 6)1 =  a1 
autour de l’axe Ox (b >  a). Rép. 4n*a5.

52. Trouver l’aire de la surface de révolution engendrée par la rotation de la 
cardioïde d’équations paramétriques x — a (2cos <p — cos 2<p), y =

128=a(2sin cp— sin 2<p) autour de l ’axe Ox. Rép. na*.5
53. Trouver l'aire de la surface obtenue en faisant tourner un arc de cyclolde

64na3x =  a (t — sin t) ; y — a (1 — cos t) autour de l’axe Ox. Rép. —g— .

54. On fait tourner un arc de cyclolde (voir problème 53) autour de l’axe Oy.
64Trouver l’aire de la surface de révolution. Rép. 1611*0* +  -g na*.

55. L’arc de cyclolde (problème 53) tourne autour de la tangente à son som
met. Trouver l’aire de la surface de révolution. Rép.

56. L’astroïde x =  a sin* I, y =  a cos* t tourne autour de l ’axe Ox. Trouver 
l ’aire de la surface de révolution. Rép. .U

57. L’arc de sinusoïde y =  sin i d e x = 0 à i  =  2jx tourne autour de l’axe Ox. 
Trouver l’aire de la surface de révolution. Rép. 4n l~[/2 +  Log 0 / 2  +  1)1.

58. L’ellipse ^5+ g )  =  1 (a >  b) tourne autour de l ’axe Ox. Trouver l’aire de

la surface de révolution. Rép. 2nè* +  2nab 8*D e où e—^ 1 .c a

D i f f é r e n t e s  a p p l i c a t i o n s  d e  l ' i n t é g r a l e  d é f i n i e

2* i/*59. Trouver le centre de gravité du quart d’ellipse— -f-p- =  f (2 !> 0, y 0).

Rép. 4a . 45 
3n ’ 3n ’

60. Trouver le centre de gravité de la figure délimitée par la parabole 2* +  
-f- AV — 16 =  0 et l ’axe Ox. Rép. (0 ;  —)  .
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61. Trouver le centre de gravité d’une demi-sphère. Rép. Sur l’axe de symétrie,
à la distance -5- 7? de la base. 62.O

62. Trouver le centre de gravité de la surface d’une demi-sphère. Rép. Sur 
l’axo de symétrie, à la distance-g- de la base.

63. Trouver le centre de gravité de la surface d’un cône circulaire droit dont 
le rayon de la base est 7? et la hauteur h. Rép. Sur l’axe de symétrie, à la
distance de la base.«3

64. Trouver le centre de gravité de la surface plane délimitée par les courbes 
y sin x (0 <  x <  ji), y =  0. Rép. ^ y  , y )  .

65. Trouver le centre de gravité d’une aire plane délimitée par les paraboles 
y* 20x, x* =  20y. Rép. (9; 9).

66. Trouver le centre de gravité do l’aire d’un secteur circulaire d’angle au 
centre 2a et de rayon R. Rép. Sur l ’axe de symétrie, à la distance \  R S*P a

O CL

du sommet du secteur.
67. Trouver la grandeur de la pression de l’eau sur un rectangle aui y est plongé 

verticalement: la base est de 8 m, la hauteur de 12 m et la base supérieure 
se trouve à 5 m de la surface parallèlement à cette dernière. Rép. 1056 tonnes.

68 . Le bord supérieur d'une écluse carrée de 8 m de côté se trouve à la surface 
de l’eau. Quelle est la pression exercée par l ’eau sur chacun des triangles 
de l ’écluse obtenus en menant une diagonale du carré. Rép. 85 333,33 K g, 
170 666,67 k g .

69. Calculer le travail nécessaire pour pomper l ’eau contenue dans un réser
voir en forme de demi-sphère de 20 m de diamètre. Rép. 2,5-10® ji kgm.

70. Un corps est animé d’un mouvement rectiligne, selon la loi x =  et3. où x 
est le chemin parcouru pendant le temps I, c — const. La résistance du mi
lieu est proportionnelle au carré de la vitesse, le coefficient de proportion
nalité est k. Calculer le travail dû à la résistance a l ’avancement lorsque le

27 *-------corps passe du point x =  0 au point x — a. Rép. y  k \ c*a7.

71. Calculer le travail dépensé pour pomper un liquide de densité y contenu 
dans un réservoir conique, le sommet tourné vers le bas, de hauteur H et
de rayon à la base R. Rép. • .

72. Un flotteur de bois cylindrique dont la surface de base est S — 4 000 cm* 
et la hauteur H =  50 cm flotte sur l'eau. Quel est le travail dépensé pour
le sortir de l’eau ? (Le poids spécifique du bois est de 0,8.) Rép. =
— 32 kgm.

73. Calculer la pression totale exercée par l ’eau sur un barrage en forme de 
trapèze isocèle, de dimensions: base supérieure a =  6,4 m, base inférieure 
b — 4,2 m, hauteur H =  3 m. Rép. 22,2 tonnes.

74. Trouver la composante axiale P kg de la pression totale de la vapeur exercée 
sur le fond sphérique d’une chaudière. Le diamètre de la partie cylindrique
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de la chaudière est D mm, la pression de la vapeur dans la chaudière 
jipD*
“SxT •p kg/cm*. Rép.

75. Un arbre vertical de rayon r est soutenu çar une crapaudine plane. Le 
poids P de Tarbre est uniformément réparti sur toute la surface d’appui. 
Calculer le travail total des forces de frottement lorsque l’arbre tourne
d’un tour. Le coefficient de frottement est p. Rép. np Pr.5

76. Un arbre vertical est terminé par un tronc de cône. La pression spécifique 
de ce tronc de cône sur la crapaudine est constante et égale à P. Le diamètre 
supérieur du cône tronqué est D, le diamètre inférieur d, l’angle au sommet 
2a. Le coefficient de frottement est p. Calculer le travail des forces de frot-

jf2pn
tement pour un tour de l’arbre. Rép. h- ^ (D8 — d3).osm a

77. Une tige prismatique de longueur l s’allonge progressivement sous l'action
d’une force croissant de 0 à P de sorte que la force d’extension est équilibrée
à chaque instant par les forces élastiques de la tige. Calculer le travail A de
la force d’extension, en supposant que l’allongement est élastique. La
section transversale de la tige est P, le module d’élasticité du matériau P.
I n d i c a t i o n .  Si x est l’allongement et /  la force appliquée, on a /  =

FE PI~ —r  x . L’allongement sous l’action de la force P est Rép. A =l EF
PM PH

~~ 2 " 2EF ‘
78. Une barre prismatique est suspendue verticalement et une force d’extension 

P est appliquée à son extrémité inférieure. Calculer l’allongement de la 
barre sous l’action de son propre poids et de la force P. connaissant la lon
gueur de la barre au repos 1, la section transversale p, son poids Q et le

* module d’élasticité du matériau P. Rép. AZ= •

79. Calculer le temps pendant lequel se vide un réservoir prismatique rempli 
jusqu’au niveau / / .  La section transversale est P, la section de l’ouverture /, 
la vitesse de vidange est donnée par la formule v =  p 1/2gh, où p est le 
coefficient de viscosité, g l ’accélération de la force de pesanteur, h la distan-

ce de l’ouverture au niveau du liquide. Rép. T 2FH F -, /*2  H
H /V 2g ïï~ l* f ?  g -

80. Déterminer le débit O de l’eau (quantité d’eau évacuée pendant l’unité de 
temps) à travers un déversoir de section rectangulaire. La hauteur du déver-

2soir est A, sa largeur 6. Rép. Q=. -g- pbh ~[/2gh7

81. Déterminer le débit Q de l’eau coulant è travers une ouverture rectangulaire 
latérale de hauteur a et de largeur bt la hauteur de la surface libre de l’eau

au-dessus du côté inférieur du rectangle étant / / .  Rép. Q =  x
X I / /3/2 — (// — «)*/*!.
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Accélération 130
à l'instant donné 129 
moyenne 129
du point en mouvement curvi

ligne 362 
Accroissement

d'une fonction vectorielle 346 
partiel d’une fonction 277 
total 277, 285 

Addition des nombres complexes 247 
Aire

d’un corps de révolution 491 
d’une ellipse 480 
d’un secteur curviligne 481 
d'un trapèze curviligne 478 
— parabolique 461 

Angle
de contingence 221 
d'excentricité 110 
de rotation de la tangente à la 

courbe 356 
Argument d’un nombre complexe 246 
Astroïde 111, 210, 485 
Asymptote 199

oblique 199, 200 
parallèle 199

Axe
imaginaire 246 
numérique 13 
polaire 30 
réel 246

Binormale 364 
Borne (limite)

de l’intégrale inférieure 431 
— supérieure 431

Calcul approché des racines réelles 
237-242 

Cardioïde 33 
Centre

de courbure 229 
de gravité 494 
du voisinage 18 

Cercle 31, 109
de courbure 229

Chaînette 490, 500, 502 
Champ

des gradients 308 
scalaire 305 

Changement de variable
dans une intégrale définie 447
— indéfinie 382
universel pour l'intégration des 
expressions trigonométriques 409 

Circonférence 243, 484 
Coefficient angulaire d'une tangente 

77
Concavité de la courbure 192, 198 
Condition

de concavité 194 
de convexité d’une courbe 193 
de croissance des fonctions 172 
de décroissance des fonctions 173 
d’existence d’une primitive 445

Conditions
d’existence d’une fonction im

plicite 300 
nécessaires pour l’existence d’un 
extrémum d’une fonction de deux 
variables 316
— — — — d’une variable 175 
 lié 325
suffisantes pour l’existence d’un 
extrémum d'une fonction de deux 

variables 317
— — — — d'une variable 178
— — d’un point d’inflexion 196

Constante 16 
absolue 17 

Continuité d'une fonction 
dans un domaine 280 
à droite 62 
h gauche 62 
dans un intervalle 62 
de plusieurs variables dans un 
point 279 
sur un segment 62 
uniforme 433
d’une variable dans un point 60 

Convexité de la courbure 192
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Coordonnées
du centre de gravité 494
— — d’une courbe plane 494
-------d’une figure plane 496
polaires 30

Cosinus 26, 811 168
hyperbolique 114v 117 

Cotangente 26, 92
hyperbolique 114, 117 

Courbefs)
concave 193 
convexe 193
définies paramétriquement 108 
exprimées par l'intersection de 
surfaces 34o 
de Gauss 196 

Courbure 222-228, 357-363
d’une courbe en coordonnées po

laires 227
— sous forme paramétrique 226
— gauche 357
— — moyenne 357
— plane 560 
moyenne 222

Croissance et décroissance de la fonc
tion 172-174 

Cycloïde 110, 233, 480

Décomposition
des fractions rationnelles en élé

ments simples 395 
d’un polynôme en facteurs 259 

Degré du polynôme 28, 258 
Dépendance fonctionnelle 20 
Dérivation 74

des fonctions données sous forme 
paramétrique 112, 126

— exponentielles 107
— hyperboliques 117
— implicites 126
— logarithmiques 107
— , principales règles 107
— trigonométriques inverses 107 
des intégrales dépendant d'un

paramètre 469 
des vecteurs 351-354 

Dérivée 74
d’une constante 83 
d'une fonction arc cos x 103
— arc ctg x 106
— arc sin x 102
— arc tg x 105
— complexe 255

— composée de plusieurs va
riâmes 293

— — d'une variable 89
— cos x 82

Dérivée
d’une fonction ctg a; 92
— donnée sous forme para

métrique 112
— exponentielle 95
— implicite 297-300
— inverse 100
— logarithmique 88
— puissance Ô0, 95
— sin x 81
— tg * 91
— vectorielle 346
d’une intégrale définie par rap

port à sa borne supérieure va
riable 444 

interprétation géométrique 76,284
— mécanique 129 
logarithmique 98 
d’ordre n 123 
partielle 282 , 283
— d’ordre n 301
d’un produit de deux fonctions 

85
— d’une fonction scalaire par 
une fonction vectorielle 353
— scalaire de deux vecteurs 352
— vectoriel des vecteurs 354 
du rapport de deux fonctions 86 
seconde 122
d’une somme de vecteurs 351
— de fonctions 85
suivant une direction donnée 307 
d’un vecteur par rapport à la 

longueur de l’arc 355
— unitaire 353 

Développante 231 
Développée 231

d’une cycloïde 233 
d’une ellipse 232 
d’une parabole 232 
—, propriétés 234, 235 

Développement des fonctions par la 
formule de Taylor 164-168 

Différence des nombres complexes 
247

Différentielle(s) 118 
d’un arc 221
d’une fonction composée 121
— — totale 296 
d’ordre n 125 
seconde 125 
totale 286, 287
de la variable indépendante 287 

Division des nombres complexes 248 
Domaine

borné 275
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Domaine de définition (d’existence) 
d’une fonction de plusieurs va
riables 274

-------— d'une variable 20
fermé 275
naturel de définition d’une fonc

tion 23 
ouvert 274

Elévation d’un nombre complexe à 
une puissance 250 

Ellipse 110, 480 
Ellipsoïde 489 
Equation(s)

algébrique 237, 259 
binôme 252 
d'un cercle 116
d’une normale à une courbe 131
— à une surface 371 
paramétrique(s) 108, 342
— d'une astroîde 111
— d’un cercle 109
— d'une courbe gauche 342
— d'une cycloïde 110
— d’une ellipse 110
— d’une hyperbole 115 
d’un plan tangent 370
d’une tangente à une courbe 130
— — gauche 348, 349 
d’une tractrice 146 
vectorielle d’une courbe gauche

342
Erreur

absolue 290
— maximale 290 
relative 291
— maximale 291

Etude des fonctions 181, 183, 190, 
203, 207

Evaluation de l ’erreur commise pendant 
les calculs numériques 289, 290 

Expression
analytique 22 
sous le signe somme 377 

Extraction de la racine d'un nombre 
complexe 250 

Extrapolation 268
Extrémités d'un segment (d'un in

tervalle fermé) 18 
Extrémum 175

d’une fonction de plusieurs va
riables 314 

lié 323

Figure en escalier 
circonscrite 428 
inscrite 428

Folium de Descartes 210 
Fonction (s) 20

algébrique 28-30 
bornée 42, 43 
calcul approché 118, 119 
complexe d’une variable réelle 

255
composée (fonction de fonction) 

26
— exponentielle 96 
continue 62
—, propriétés 64-66 
croissante 21 
décroissante 21 
dérivable 78
de deux variables indépendantes 

273
différentiable en un point 286 
discontinue 63
données à l ’aide de tables 21
— sous forme paramétrique 108
— — —, dérivée 112 
élémentaire^) 26, 62 
E(x)  416
exponentielle 23, 25, 95 
—, propriétés 254
— d’une variable complexe 253 
de fonction (composée) 26 
ffamma 472 
hyperboliques 114
impaire 204 
implicite 93
— , dérivée 94 
infiniment grande 40
— petite 44
intégrable sur un segment 431
à intégrer 377
inverses 98-101
irrationnelle 29
de Laplace 415
linéaire 28
logarithmique 23, 88
multivoque 21
non bornée 42
non élémentaire 28
paire 204
périodique 25
de plusieurs variables indépen

dantes 276 
puissance 23, 24 
rationnelle 391
— entière 28, 258 
du second degré 29 
sous le signe somme 377 
transcendantes 30 
trigonométriques 25-27
— inverses 24, 102-103
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Fonction (s) 
univoque 21
de la variable complexe 253 
vectorielle d’une variable scalaire 
indépendante 345 

Formule(s) 
de dérivation d'une intégrale par 

rapport au paramètre de Leibniz

— d’un produit de Leibniz 124 
donnant la torsion 365-367
— le rayon de courbure 358, 360 
d’Euler 256
d'intégration par parties 388 
d’interpolation de Lagrange 265
— de Newton 268 
de Maclaurin 164 
de Moivre 251
de Newton-Leibniz 445 
des paraboles 460 
des rectangles 458, 459 
de Serret-Frénet 367 
de Simpson 460, 462 
de Taylor 164
— d’une fonction de deux varia

bles 313
de Tchébychev 467, 468 
des trapèzes 459, 460 
de Wallis 451 

Fraction
rationnelle 29, 390, 391
— élémentaire 390
— irrégulière 391
— régulière 391 
simple 392

Frontière du domaine 274

Gradient 308 
Grandeur variable 16 
Graphique

du cosinus hyperbolique 114 
de la cotangente hyperbolique 115 
du sinus hyperbolique 114 
de la tangente hyperbolique 114

Hélice 344, 486 
Hélicolde 344
Hodographe du vecteur 342 
Hypocycloïde 500
Infiniment grand 36 
Infiniment petit(s) 44 

comparaison 66 
équivalents 67 
du même ordre 66 

Intégrale
absolument convergente 455

Intégrale
avec des bornes infinies 451 
convergente 456 
définie 431
—, calcul approché 458
— de la fonction complexe 473 
—, propriétés 436, 439 
dépendant d’un paramètre 469 
divergente 456
elliptique 416
d’une fonction discontinue 455 
impropre 451 
indéfinie 376
— de la fonction complexe 473 
—, propriétés 380
— de la somme de fonctions 380 
—. table 378

Intégration
approchée 464 
des fonctions 377
— par changement de variable 

382
— contenant le trinôme ax2 +  

4 - d x +  c 384-387
— irrationnelles 402, 412
— par parties 387
— — en cas d’une intégrale dé

finie 449
— trigonométriques 407-412 
de lvinégalité par termes 440 
des fractions rationnelles 399-402
— — élémentaires 392, 393
— — régulières 391 

Interpolation 264
Interprétation géométrique de la dif

férentielle 121 
Intervalle 17 

fermé 17 
Invariance de la différentielle 121 

totale 296
Lagrange

formule d'interpolation 265
— pour le reste 163 
théorème de 149

Lemuiscate 33, 243, 482 
Lignes de niveau 306 
Limite 34

à droite d’une fonction 38 
d'une fonction de plusieurs va

riables 279
sin x , .  c .------ —  quand x —► 0 51

~  ( 1 + t )  quand x — oo 53
— d’une variable 37
— vectorielle 345
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Limite
à gauche d*une fonction 38 
d'un produit 48 
d'un rapport 48 
d'une somme 47 
d'une variable complexe 255 

Logarithme
décimal 58, 59 
naturel (népérien) 58, 59 

Longueur
d’un arc de courbe 219, 482 
-------en coordonnées cartésien

nes 482 
-------— polaires 486
— — donnée par des équations 

paramétriques 484
— — gauche 354, 486 
de la normale 132
de la tangente 131

Maximum et minimum des fonctions 
de plusieurs variables 174, 314 
liés 323 

Meilleure approximation 269 
Méthode

des coefficients indéterminés 398 
des cordes 238 
des moindres carrés 329 
de Newton (méthode des tangen

tes) 240 
Minimax 320 
Module (valeur absolue) 15 

d'un nombre complexe 246 
de transition M  59 
de la vitesse 362 

Moivre, formule de 251 
Moment

d’inertie 497-499 
statique 494 

Multiplication des nombres complexes 
247

Nombre(s) 13 
complexe 245
—, forme exponentielle 257 
—, forme trigonométrique 246 
—, partie imaginaire 2.45 
—, partie réelle 245 
—, représentation géométrique 

245
conjugués 245

irrationnels 13 
purement imaginaire 245 
rationnels 13 
réels 13 

Normale 131 
à une courbe gauche 348

Normale
principale 357 
a une surface 371

Parabole 23
formule 460 

Parabololde de révolution 277 
Paramètre 108 
Période

d'une fonction 25
— exponentielle 255 
d'un pendule 293

Plan
normal à une courbe gauche 348, 

350
oscillateur 363 
tangent à une surface 370 
d'une variable complexe 245 

Point(s)
critiques d'une fonction da deux 

variables 316
-------d’une variable 178
de discontinuité de première es

pèce 64
— d'une fonction de deux va

riables 280
— — d'une variable 63 
double d'une courbe 334 
d’inflexion 195 
intérieur du domaine 274
de rebroussement de deuxième 

espèce 336
— de première espèce 335 
simple d'une courbe 333
— ae la surface 369 
singuliers d'une courbe 332
— — gauche 350
— isolés d'une courbe 338
— de la surface 368 
de tangence 337

Pôle 30
Polynôme(s) 28, 258 

de Bernstein 270 
d’interpolation de Newton 268 
de Tchébychev 271 

Potentiel du champ 494 
Primitive 375

de la fonction complexe 473 
Principales fonctions élémentaires 23 
Problème d'interpolation de la fonc

tion 264
Produit des nombres complexes 247
Racine

de l’équation 258 
de la fonction 147 
multiple d'ordre k 261 
du polynôme 258
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	î	“p-	À+^fEf+e-

	««-Sf+to*- “p- îè5+L“«'!îÿî-+c-
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	[‘/•-■S-]2 0/'-•£]’

	=1,



	ja (*—S-)dx=nbc (*--£*) L=4,w,fc:-

	2

	P n —71	t/	+ / (**)] + f2 (Si) (	*)

	P— lim	ji 21/(xi-1) + /(*i)lVl +/'2(Êi)àx, =
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