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PROLOGO

A los alumnos que cursan los ultimos afios de la ensefianza media,
sobre todo a los que se interesan por las matemaéticas, la fisica o la
técnica, se les plantea con frecuencia la pregunta: §Quéson lasmatema-
ticas «superiores»? A veces cuestiones de este tipo se analizan en las
reuniones de los circulos matemdticos de las escuelas.

El propésito del autor es explicar (de forma comprensible para
dichos alumnos) ciertos conceptos de las matemdticas superiores®,
como son los de derivada, ecuacién diferencial, nimero e, logaritmo
natural (lo corriente es que los alumnos se enteren de la existencia
de estos dos ltimos conceptos y se interesen por ellos). He procurado
que las explicaciones de estos conceptos sean lo mds claras posibles,
basdndome para ello en la resolucién de problemas tomados de la
fisica Al proceder asi, adem4s del deseo de lograr la claridad antedicha,
me ha guiado el de mostrar que los conceptos de las matematicas
«superioresy son el reflejo matemdtico de las propiedades de procesos
reales que ocurren en la naturaleza y demostrar una vez méds que las
matematicas estdn ligadas a la vida, y no al margen de ella, que se
desarrollan, y no son una ciencia acabada e invariable.

No todas las demostraciones y razonamientos contenidos en el
libro se hacen con absoluta rigurosidad matemética. Algunos de estos
razonamientos tienen caricter de aclaraciones. Este método de exposi-
cién me ha parecido el més a propésito para un libro popular

Esta obrita puede utilizarse en el trabajo de los circulos matema-
ticos y fisicos de las escuelas e institutos de segunda ensefianza" para
su comprensién bastan los conocimientos que se adquieren en los pri-
meros nueve cursos de las escuelas de ensefianza media. Parte del
material que figura en ella procede de un cursillo de conferencias que
dio el autor a peticién de los dirigentes de los circulos mateméticos
escolares adjuntos a la Universidad de Mosci.

Aprovecho la ocasiéon parag expresar mi sincero agradecimiento
a A T. Markushévich y A. Z Rivkin por sus valiosos consejos y sus
observaciones al texto original.

*) Algunos conceptos de las matematicas superiores
puede conocerlos el lector por otros libros de esta misma serie
A. 1. Markushévich, «Superficies y logaritmos»; I P. Natansodn,
«Suma de magnitudes infinitesimaless, Estos libros serdn publicados
en espaiiol por la Editorial MIR durante los préximos afios.



EL PROBLEMA
DE LA CAIDA
DE UN CUERPO

PLANTEAMIENTO
DEL PROBLEMA

El primer problema que vamos a considerar consiste en
determinar la velocidad de un cuerpo que cae desde cierta altura
sobre la tierra.

Por el curso de fisica elemental sabemos que todo cuerpo
que cae en el vacio verticalmente hacia abajo tiene al cabo
de t segundos de empezar a caer la velocidad

v = v, + gt, (1)

donde vy es la velocidad inicial de caida, y g es la acelera-
cion de la gravedad.

Cuando el cuerpo cae en el aire (y no en el vacio) la f6r-
mula (1) sigue siendo en ciertos casos aproximadamente
valida; pero en otros puede conducir a errares graves. Por
ejemplo, si el cuerpo cae desde una altura pequeiia, la fér-
mula (1) es aplicable. Sin embargo, cuando el cuerpo cae
desde una altura muy grande, la magnitud de la velocidad
puede diferir considerablemente de la expresién (1). En 1945
el paracaidista V. G. Romaniuk efectu6 un salto con retraso
de la apertura del paracaidas en el que vol6 més de 12 000
metros en caida libre. Un cuerpo que cayese en el vacio
desde una altura como ésta (sin velocidad inicial) alcanzaria
junto a la tierra una velocidad de cerca de 500 m/s. En efecto,
de la férmula s = %t_z se deduce que la duracién de la caida
(en el vacio) seria

‘e 25 2.12000 m
¥V g 9,8 m/s?

~ 49,5 s,

y aplicando (1) hallamos el valor de la velocidad:
v=gtx~98 m/s?.49,5 s &~ 485 m/s.

(Podriamos haber empleado directamente la férmula v? =
= 2gs). Sin embargo, se ha podido establecer que la veloci-
dad de caida del paracaidista durante saltos de este tipo
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alcanza 50—60 m/s y no aumenta més. De este modo, la
férmula (1) conduce en este caso a un resultado erréneo.

Otro ejemplo: un paracaidas esta calculado de tal forma
que, después de abrirse, el paracaidista llega a tierra con
una velocidad de cerca de 6,5 m/s cualquiera que sea la
altura desde la cual salté.

Esta claro que en este caso tampoco es aplicable la fér-
mula (1).

Todo esto nos lleva a la conclusién de que la velocidad
de un cuerpo que cae en el aire se aprozxima con el tiempo
a cierto valor determinado. En otras palabras, al cabo de
cierto tiempo de comenzar la caida el movimiento del cuerpo
se hace uniforme y su aceleracion, igual a cero. Esto signi-
fica que la resultante (suma) de todas las fuerzas que actfian
sobre dicho cuerpo es nula.

Es facil comprender por qué la formula (1) no sirve para
calcular la velocidad de caida de un cuerpo en el aire. Esta
formula se deduce partiendo de la suposicién de que el
cuerpo se mueve por la accién de una sola fuerza, concreta-
mente la fuerza de la gravedad

P = mg. @)

Pero ya hemos visto que cuando el cuerpo cae en el aire la
resultante se hace (al cabo de cierto tiempo de comenzar
el movimiento) igual a cero, es decir, la fuerza de la gravedad
P es equilibrada por otra fuerza que no se tuvo en cuenta
al deducir la férmula (1). Esta fuerza equilibradora es la
fuerza de resistencia del aire. Ella es precisamente la que
no permite que el paracaidista caiga con demasiada rapidez;
se comporta como si «sostuviera» al paracaidista.

iCémo se puede tener en cuenta la resistencia del aire?
Vamos a suponer que no hace viento. Si un cuerpo se en-
cuentra en reposo, la fuerza de resistencia del aire es nula.
Cuanto mayor sea la rapidez con que comience a moverse
el cuerpo, tanto mas «dificil» le sera cortar el aire, es decir,
la fuerza de resistencia del aire crecera. Esto se puede obser-
var facilmente, un dfa que no haga viento, moviéndonos
cada vez mas de prisa: al paso, corriendo, en bicicleta ...
Vamos a suponer que por su magnitud esta fuerza es propor-
cional a la velocidad, o sea, igual a by, donde v es la veloci-
dad del movimiento y b, un coeficiente de proporcionalidad.
Esta suposieién queda bien justificada en los experimentos



a velocidades no muy grandes®, es decir, no mayores que
1—2 m/s. La magnitud b depende de las dimensiones y de
la forma del cuerpo. Por ejemplo, a una misma velocidad,
la fuerza de resistencia del aire serd aproximadamente
20 veces mayor para una esfera que, para un cuerpo fusifor-
me de la misma seccién transversal (fig. 1).

-2 O,
pe—3) K20 -
2 R,
T —

FI1G. 1

Limitémonos a estas breves indicaciones y admitamos
en adelante que la fuerza de resistencia del aire (que designa-
remos por S) tiene el valor

S = —bv; 3)

el signo menos significa que esta fuerza esta dirigida en
sentido contrario al de la velocidad.

Asi pues, vamos a considerar que sobre un cuerpo lanza-
do hacia abajo con cierta velocidad inicial actan dnica-
mente dos fuerzas: la de la gravedad P y la de resistencia
del aire S. Basdndonos en la segunda ley de Newton podemos
escribir:

ma =P -+ 8, (4)

donde m es la masa del cuerpo y a, su aceleracién. Como
sentido positivo sobre la recta vertical resulta cémodo tomar

*) Advertimos que cuando las velocidades son
mayores que 1— 2 m/s, la magnitud de la fuerza de resistencia del
aire se hace mayor que bv. Se considera a veces que esta fuerza es
proporcional al cuadrado de la velocidad.
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no el hacia arriba, sino el kacia abajo, puesto que la velo-
cidad del cuerpo que cae tiene esta direccién y{con nuestro
convenio serd una magnitud positiva} La fuerza de la grave-
dad, que estd dirigida hacia abajo, también serd positiva.
En cambio, la fuerza de resistencia del aire estara dirigida
en sentido contrario al de la velocidad, es decir, hacia arriba,
y, por lo tanto, serd negativa. De este modo, sustituyendo
en la férmula (4) P y S por sus valores (2) y (3), obtenemos
que

ma = mg — bv,
0 bien
b mg\ .
a——--——m—(v——T), (9)
es natural que la aceleracién debe considerarse positiva
si est4d dirigida hacia abajo y negativa en el caso con-
trario.

La ecuacién (5) relaciona la aceleracién y la velocidad
del movimiento del cuerpo, que atn desconocemos. Partien-
do de esta ecuacién debemos determinar de qué modo
varia la velocidad del movimiento del cuerpo al transcurrir
el tiempo.

SOLUCION CUALITATIVA
DEL PROBLEMA

Como resultado de los razonamientos que hemos expuesto
anteriormente se obtuvo la ecuacién (5) de la velocidad dé
un cuerpo que cae. Ahora tenemos que resolver esta ecuacién.
Por esto, los razonamientos que siguen tienen un caricter
puramente matematico, aunque para mayor claridad segui-
remos refiriéndonos en ellos a la velocidad de caida del
cuerpo.

La ecuacién (5) relaciona dos magnitudes desconocidas:
la velocidad y la aceleracion. Dandole a la aceleracién un
valor arbitrario podemos hallar por medio de la ecuacién (5)
el valor correspondiente de la velocidad. Por esta razén
parece a primera vista que la ecuacién (5) no basta para
determinar las dos magnitudes v y a.
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Sin embargo, esta opinién es errénea. La aceleracién
del movimiento del cuerpo queda completamente determi-
nada conociendo cémo varia la velocidad al transcurrir el
tiempo. De este modo, en la ecuacién (5) no figuran dos
magnitudes, a y v, absolutamente arbitrarias, sino ligadas
entre si. Esto da la posibilidad de resolver dicha ecuacién.
El anélisis de la relacién entre la velocidad y la aceleracion
nos conducirda més adelante al concepto de derivada

Vamos a mostrar dos propiedades de la velocidad que
se deducen de la ecuacién (5); estas dos propiedades nos
dan una idea absolutamente clara del caracter de la caida
del cuerpo (teniendo en cuenta las suposiciones hechas).
Mas adelante obtendremos también una férmula exacta de
la velocidad.

Propiedad 1. Si en el instante inicial la velocidad de caida

vy fuera menor que Eb—g , durante todo el tiempo que dure el
movimienio serd ug’l‘bﬁ. En cambio, si v >Tb—g, durante
todo el tiempo serd v >'fb§.

Supongamos lo contrario. Sea, por ejemplo, v, <—'%5
y admitamos que en cierto instante ¢, (es decir, al cabo de ¢,
segundos de comenzar la caida) la velocidad llega a ser mayor

que % . En este caso, en algin instante intermedio (y hasta
mg

’b_ .
Supongamos que %, es el w#ltimo instante (durante los pri-
meros #; segundos) en que la velocidad fue igual a %’,

de manera que en el intervalo de tiempo entre ¢, y #; con-
serva su validez la desigualdad v >¥. De acuerdo con la

férmula (5) se deduce de aqui que la aceleracién a fue nega-
tiva durante todo este intervalo de tiempo. Pero esto esté
en contradiceién con el hecho de que durante el intervalo

considerado la velocidad varié desde el valor%hasta otro

puede ser que en méas de uno) la velocidad seria igual a

mayor. La contradiccion obtenida demuestra que la veloci-

dad no puede alcanzar un valor mayor que ﬁbti,
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r . m,
De manera analoga se considera el caso en que v, >_b£ .

Propiedad 2. Si v, <£n5€ , la velocidad de caida aumenta

. . - m, .
con el tiempo y se aproxima cada ves mds al valor-zg; pero si

vo > %5, la velocidad de caida disminuye durante todo el
tiempo y se aproxima también al valorng.

En efecto, si, por ejemplo, v, >p§’ como ya sabemos
por la propiedad 1, en todo el tiempo que dure el movimiento
serd v = "—;g . De la férmula (5) se deduce que la aceleracién

serd negativa y, por consiguiente, que la velocidad de caida

sera cada vez menor.

Demostremos que con el tiempo la diferencia v — "—%ig

se hace menor que cualquier magnitud pequeiia A elegida
previamente (que se puede tomar, por ejemplo, igual a
0,001 m/s). Para esto consideraremos el instante

(00— 55)m
£ = b
7 y

Durante el tiempo transcurrido desde el comienzo del movi-

miento hasta el instante #* la velocidad de caida disminuyé
m .

desde el valor vy hasta un valor menor que T8  es decir, su

b
disminucién no fue mayor que vy — '%g. Por lo tanto, la

L4 3 . ‘. .
aceleracién media fue negativa y, por su magnitud absoluta,
no mayor que

De aqui se deduce que en un determinado instanie intermedio
el valor de la aceleracién no fue mayor que —hnTb, puesto qué
si durante todo este intervalo de tiempo el valor de la acele-
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. . . hb . .y
racion hubiera sido mayor que - Su valor medio, también

. . hb
habria sido mayor que o
Supongamos, pues, que en el instante # tenemos:

la] < 2.

De aqui, de acuerdo con (5), obtenemos:

mg m m kb
lo— T | =5 lal<F - =,
es decir, en el instante #" la velocidad difiere de ﬂbg en una

cantidad menor que h. Esto también serd justo para todos
los instantes siguientes, ya que la velocidad v disminuye
mg
Tc

Advertimos que de este modo hemos demostrado una
proposicién algo més exacta que la propiedad 2, es decir,
que no mds tarde de

conservandose mayor que

# =

vo——-m—bg—‘-%s (6)

comenzar la caida la velocidad diferird de ng en una cantidad

menor que h.

Las propiedades 1 y 2 dan en cierto sentido solucién al
problema planteado. Pese a que no hemos obtenido una
formula exacta de la velocidad, conocemos ya las leyes
cualitativas de su variacion, es decir, cdmo varia al transcurrir
el tiempo.

Analicemos, por ejemplo, el movimiento del paracai-
dista. Si éste abre el paracaidas inmediatamente después
de saltar, su velocidad de caida, que al principio es nula,

z - m
aumentard, pero su valor nunca serd mayor que Tg . La

magnitud mg (peso del paracaidista con el paracaidas) es
conocida, y b depende del didmetro de la cpula del dllimo
Esto da la posibilidad de calcular las dimensiones del para-
caidas necesarias para que la velocidad maxima posible

3-216
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de caida del paracaidista, igual a =2, no sea peligrosa para

é1 al llegar a tierra. Pero si el paracaidista al saltar retrasa
la apertura del paracaidas, mientras éste no se abra, el
coeficiente de la expresion de la fuerza de resistencia del
aire —que llamaremos b’ en este caso— tendrd otro valor,
menor que cuando desciende con el paracaidas abierto. Por

esto la velocidad méaxima posible de caida, ’1‘5, sera en

este caso mayor que la velocidad Ebé)' correspondiente al

descenso con el paracaidas abierto. Por consiguiente, en el
salto con retraso de la apertura, antes de ésta la velocidad
de caida serd mayor que _mb_g y, de acuerdo con la propiedad 1,
después de aquélla la velocidad disminuird y se aproximara

mg . . mg
a -, permaneciendo durante todo el tiempo mayor que —=.
De esta forma, cierto tiempo después de abrirse el paracaidas,
también en este caso estard exenta de peligro la toma de
tierra.

A continuacién damos un ejemplo numérico para ilustrar
lo antedicho.

Ejemplo 1. Supongamos que un paracaidas esta calcula-
do de tal forma que la velocidad de caida del paracaidista,
con 6l abierto, se aproxime al valor limite de 6 m/s, es
decir, '%5 = 6 m/s. Se nos plantea el problema siguiente:
el paracaidista, que ha retrasado la apertura del paracaidas,
lo abre cuando cae con una velocidad de 50 m/s. (Al cabo
de cu4nto tiempo serd igual a 10 m/s su velocidad de caida,
es decir, diferira del valor limite "—%5 = 6 m/s en menos que
h =4 m/s?

Solueién, De la igualdad %5 = 6 m/s obtenemos:

m __ mg 1N 6 m/s ___
T=F 7 Y om0 s

Después, por la féormula (6) deducimos que la velocidad de

caida diferird del valor limite -’%5 =6 m/s en h = 4 m/s
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al cabo de un periodo de tiempo no mayor de (vo — '%’) pd
X % 717 segundos, es decir, teniendo en cuenta nuestras

suposiciones, al cabo de
(50 m/s—6 m/s)0,6 s-—‘/-s-=6,6 s

4 m

FORMULA
DE LA VELOCIDAD DE CAIDA
DE UN CUERPO NUMERO E

Las propiedades 1 y 2 muestran cémo variard con el
tiempo la velocidad de caida del cuerpo. En este parrafo
obtendremos la fé6rmula exacta para esta velocidad de caida.
En la expresion de la velocidad figura cierto ntimero cuyo
valor con cinco cifras decimales es 2,71828... Este ntimero,
que se encuentra con frecuencia en los problemas de mate-
maticas «superioresy, se designa con la letra e (de forma
semejante a como el ntimero, también frecuente, 3,14159..,
que expresa la razon de la longitud de la circunferencia
a su didmetro, se designa con la letra m). Por qué figura en
la férmula de la velocidad este néimero e = 2,71828... y
cémo fue determinado exactamente son cosas que explica-
remos més adelante, pero aqui daremos a conocer (sin de-
ducirla por ahora) la férmula de la velocidad de caida de un
cuerpo y examinaremos algunos ejemplos que aclaran la
aplicaciéon de esta férmula.

Sea vy la velocidad inicial de caida de un cuerpo, y v;
su velocidad en el instante t (es decir, al cabo de ¢ segundos
de haber comenzado la caida). En este caso tenemos que

n= T (5, TE) ™

Esta es la solucién exacta de la ecuacién (5); la demostra-
cién de la féormula (7) se dard mds adelante. Veamos ahora
algunos ejemplos.

Ejemplo 2. Demostremos que de la férmula (7) se deducen
inmediatamente las leyes cualitativas de variacion de la
velocidad (propiedades 1 y 2) obtenidas anleriormente.
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b
En efecto, el niimero e ™ , que resulta de elevar el ntme-
ro e a una potencia negativa, es positivo y menor que la
b

unidad, es decir, 0 << e ™ << 1. Al aumentar ¢ disminuye

— ——

el exponente dee ™ = (¢ ™ )! (pudiendo hacerse tan pequefio
como se desee para valores de ¢ suficientemente grandes).
Por esto de la férmula (7) se deduce claramente que, por

ejemplo, cuando vy > '% , 1a velocidad v; es siempre mayor

que el valor %’ (puesto que vy — '%"7 > 0), disminuye con

el tiempo y se aproxima a m—bg.

Ejemplo 3. Calculemos, aplicando la férmula (7), el
valor de la velocidad de caida de un paracaidista al cabo de
6,6 s de abrir el paracaidas en un salto con apertura retra-

sada; se toman los mismos valores numéricos que en el

ejemplo 1 (pag. 14), es decir, ng =6 m/s, vy = 50 m/s.
(Vimos entonces que la velocidad debe ser menor que
10 m/s.)
Solucién. Tenemos:
b _ . .mg 2. 5 1
E_g.TA,iO m/s%: 6 m/s= Rt

Luego, utilizando las tablas de logaritmos (el logaritmo deci-
mal del ndmero e es aproximadamente igual a 0,4343),
hallamos fécilmente que

b
lg(e_Tn_t)z —%tlgez

~ _§-6,6.0,4343 — 47773 = — 50,2227 = 52297,
de donde
b
e ™ ~0,0000167.

Sustituyendo este valor en la férmula (7), obtenemos:
vs,6s &~ 6m/s 4 (50 m/s — 6 m/s) 0,0000167 ~ 6,000735 m/s.
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Con la misma facilidad se puede calcular, aplicando la
férmula (7), que la velocidad de caida del paracaidista sera
igual a 10 m/s (en las mismas condiciones) al cabo de ¢ =
_3lgils
T Blge

De este modo, al abrir el paracaidas en un salto con retraso
de la apertura, la velocidad de caida disminuye en el transcur-
so de 1—2 segundos desde 50—60 m/s hasta casi la velocidad
normal de descenso, 6—7 wm/s, con el paracaidas abierto. En
este caso el paracaidista se mueve con gran retardo, es decir,
sufre una gran fuerza por la parte del paracaidas (tirén hacia
arriba), sobre el cual actdia principalmente la fuerza de
resistencia del aire. El que haya presenciado saltos con
retraso de apertura (en las fiestas de aviacién, por ejemplo)
habra visto como la velocidad del cuerpo, que cae rapida-
mente, disminuye bruscamente en el instante en que se abre
el paracaidas; da la sensacién de que de repente se detiene
en el aire durante unos segundos.

Ejemplo 4. Supongamos que la velocidad de caida de un
paracaidista durante un salto con retraso de apertura se
aproxima al valor limite de ’%: 50 m/s. La velocidad
inicial de caida vy se toma igual a cero. ;Qué error comete-
remos si, en vez de la férmula (7), utilizamos la (1), que
se aplica a la caida de un cuerpo en el vacio?

Solucion, Tenemos

~ 1,44 s de haberse abierto el paracaidas*).

b g . 10 m/s2 1
m T mg 7 80mjs 0’2?'
b

Asi, pues, segiun la férmula (7) la velocidad de caida del
paracaidista tendra el valor

vy=50 (1 —e-0.2t),

*) Enrealidad la velocidad de caida se aproximard
con mas rapidez ain al valor limite de 6 m/s, porque la expresion
(3) de la fuerza de resistencia del aire sb6lo se cumple bien cuando
las velocidades de caida son pequeiias. Si estas velocidades son grandes,
la magnitud de dicha fuerza aumenta con mayor rapidez que bv.
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De (1) obtenemos el siguiente valor de la velocidad de caida
del cuerpo en el vacio

vy = gt =~ 101,
Por lo tanto, la razén de estas velocidades tiene la forma

50(1—e"%%) 5 0.t
—-—Q—N—t—(l~e ’ )

Suponiendo # = 1 s, obtenemos para esta razén (después
de unos ficiles calculos utilizando las tablas de logaritmos)
el valor~ 0,91, y si ¢t = 2 s, el valor =~ 0,82. Vemos, pues,
que ya durante los primeros segundos de caida, y debido a la
existencia de la fuerza de resistencia del aire, la velocidad se
diferencia muy sensiblemente de la magnitud gt.

Pasemos ala demostracion*) de la férmula (7). Para esto
procuraremos primeramente explicar la relacién que existe
entre la velocidad y la aceleracion. Si v; es la velocidad a que
Se mueve un cuerpo en un instante ¢ y vy, es su velocidad A
segundos después de dicho instante (o sea, en el instante

t + k), la relacion }ﬂﬁh—_——v—t se llama aceleracién media del
cuerpo en el intervalo de tiempo 2 y se designa por any:

Vi+h —Vt
Am = '—h— .

Si k es muy pequeifia (por, ejemplo, 0,01 s 0 atin menor, segin
el caricter que tenga el movimiento del cuerpo), durante
un periodo de tiempo tan corto la aceleracién varia poco,
de manera que a, diferird poco del valor de la aceleracién
a; en el instante ¢, La diferencia entre a; y a, sera tanto
menor cuanto menor sea h. Dicho en otras palabras, si
para b se toman valores cada vez més pequeiios (por ejemplo,
0,1 s; 0,01 s; 0,001 s, ete.), sin variar ¢, la magnitud ay,
variard aproximéindose cada vez mmés a a;. HEste hecho se
expresa matematicamente asi:

a; = limay = lim 23 —%
h—0 h-0

*) Si esta demostracién les parece dificil de com-
prender, el lector puede pasarla por alto sin que esto perjudique
el entendimiento de lo que después sigue.
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La abreviatura lim significa limite de la expresién que se
escribe a continuacién de élla (es decir, de la expresién de
L), ¥ el simbolo & — 0 que figura debajo indica que se trata
del limite de la magnitud a, cuando % tiende a cero.

Hemos obtenido asi la relacién que expresa la dependen-
cia de la aceleracion respecto de la velocidad. Demostremos
ahora otras tres propiedades de la velocidad del movimiento
que consideramos. fistas propiedades pueden servirnos para
demostrar la férmula (7).

Propiedad 3. Si la velocidad y la aceleracién de un cuerpo
en movimiento satisfacen la relacién (9), el valor vy de la velo-
cidad inicial determina wnivocamente la ulterior variacién
de la velocidad.

Supongamos lo contrario. Sean dos cuerpos T y T*,
con los mismos valores de m y b, que se mueven de tal forma
que sus velocidades y aceleraciones satisfacen la relacion (5)
y supongamos que en un instante ¢ = 0 estos dos cuerpos
tenfan la misma velocidad inicial vy y que al cabo de %
segundos sus velocidades resultaron ser distintas, por ejem-
plo, la velocidad v, del primer cuerpo resulté ser mayor que
la vf del segundo. Para concretar supongamos también que

vy > m—b—g (en el caso de la desigualdad inversa la demostra-

cién es andloga). Sea t, el Gltimo instante (durante los pri-
meros f; segundos) en que las velocidades de ambos cuerpos
eran iguales. En este caso, en el intervalo de tiempo com-
prendido entre ¢, y #; la velocidad v del primer cuerpo debe-
ria ser mayor que la v* del segundo, es decir, v > v*. De
aqui se deduce que

siendo ambas magnitudes v — m—b—g y-v¥ ——%5 positivas,

de manera que v, >"—£§(véase la propiedad 1). De las desi-
gualdades

v— == —rg—g—>0,

y basédndonos en la formula (5), deducimos que las acelera-
ciones a y a* de los dos cuerpos lanzados son negativas, con
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la particularidad de que, por su magnitud, la aceleracién a
es mayor que la a*. Pero esto significa que durante el inter-
valo de tiempo comprendido entre £, y £, las velocidades de
los cuerpos T y T* disminuyeron, habiendo disminuido
la velocidad del cuerpo I’ en una magnitud mayor que la
del T*, es decir, en el instante #, la velocidad v deberé ser
menor que v* (puesto que en el instante ¢, las velocidades
de los cuerpos eran iguales). Pero nosotros supusimos lo con-
trario. Esta contradiccién demuestra que la propiedad 3 es
justa.

Propiedad 4. Si dos cuerpos iguales® T y T* comienzan
a caer al mismo tiempo con las velocidades iniciales vy y v*,
en cualquier instante t sus velocidades vy y vf satisfardn la
relacién

vp— T8 px I8
T ) $)
U — mg - vy — mg ) (
T LA

Para demostrarlo consideremos un cuerpo imaginario T’
que se mueve de modo que en el instante ¢ su velocidad
es igual a

;t=qvt+(1—Q)ﬁbg*7

donde
mg
VSE—T
1=""%
UO—T

Demostremos que la velocidad y la aceleracién de este cuerpo
imaginario satisfarin la relacién (5). Hallamos la aceleracién
media a del movimiento de dicho cuerpo durante el periodo
de tiempo comprendido entre los instantes ¢t y ¢ -+ k. Tene-
mos

~ B [qvt+h+(1—q)'Z—g]—[qut+(1_q) %]

Vteh—Ut
am g h--— — 7 =
oy Vtth Ut
._q———————h :q'amY

*) Enelsentido de que tienen iguales las magnitudes
m y b.
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donde ap, es la aceleracién media del cuerpo T durante este
mismo perfodo de tiempo. Si en la relacién a, = q-ap
se toma h cada vez menor, a,, se aproximara a la aceleracién

a; del movimiento del cuerpo imaginario en el instante £,
Y @y, a la aceleracién a; del cuerpo T en el mismo instante.

De este modo obtenemos que a; = ga; (para un instante
arbitrario ), y la relacion (5( nos da

= ek (r2) =

= [+t —p -2 ]= — 2 (5—5%),

es decir, para el movimiento del cuerpo imaginario se cumple
la relacion (5).
La velocidad inicial del cuerpo imaginario 7 es igual a

;quvo+(1—q)-”bLg~=

mg mg
:q(vo-—-—b—-)—}«T—:
x_ Mg
. Yo g _mg mg 4
= me -(UO T)+T—Do-
0=y

Por lo tanto, los cuerpos T y T'* tienen la misma velocidad
inicial y los dos se mueven de manera que sus velocidades
y aceleraciones satisfacen la ecuacién (5). De aqui, en virtud
de la propiedad 3, se deduce que las velocidades vf y vy de
estos movimientos coinciden en cualquier instante £, es
decir,

mg
7"

v =qui+(1—q)

4-216
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De este modo obtenemos que

mg mg mg
e B [QUH-“—-'I) |5
mg m, -
g vt“Tg'
. P
__q("t b )_ A
- mg 1T T mg !
Vp == = Uo——-b—'

con lo que la propiedad 4 queda demostrada.

Propiedad 5. Para dos instantes cualesquiera t y T es vd-
lida la relacion

m m, m,
v DE g TE M
— mg mg mg '’ (9)
T e T

donde vq, v, Vi, Vit Son las velocidades de caida del cuerpo
T en los instantes 0, 7, ¢, t -+ 7.

En efecto, comencemos a observar la caida del cuerpo T
desde el instante 1. Al cabo de ¢ segundos de dicho instante
(es decir, ¢ + v segundos después de empezar el movimiento)
la velocidad de caida serad igual a v,;.. Esto quiere decir,
que si en el instante ¢ = 0, ademés del cuerpo considerado 7,
lanzamos un segundo cuerpo 7*, cuya velocidad inicial v}
sea igual a v,, en el instante ¢ la velocidad v} de este segundo
cuerpo sera igual a v;4., es decir, v} = vyy,. De este modo,
de (8) obtenemos que

m, m
vt+1—b— Vg __b_g_
i

o bien
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Dividiendo los dos miembros de esta igualdad por (vo — -mgg-)z

obtenemos la relacién (9) que buscdbamos.

Una vez establecida la férmula (9) pasamos al célculo
exacto del valor de la velocidad v;. Para evitar el empleo
de formulas voluminosas, introduciremos temporalmente el
simbolo

Entonces la férmula (9) toma la forma, mé&s simple,
Uty = Ut *Uq. (10)
Cuando t = ¢ la férmula (10) da:

Unt = (Ue)?.
Exactamente del mismo modo, si suponemos t = 2¢ obte-
nemos de (10) que
Ugt = Uy *Ugg = Ug+ (Us)* = (u,)?,

y si v = 3¢ tendremos que
Wy = Up - Ugg == Up - (Ur)® = (U2)*

etc. Continuando de esta forma nos convencemos de que para
un nfimero entero y positivo cualquiera r se cumplira la
relacion

Upr = (ug)". (11)

Suponiendo en esta igualdad que ¢ = %s y extrayendo la
raiz n-ésima, obtendremos

1

n

(up) =Up .
n

Haciendo luego £ = 1 s en la igualdad (11) y sustituyendo »
por p, hallamos que
up=(us)".
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De las dos ultimas igualdades se deduce la relacién
P

uﬁz(ui);‘-.
n
Por lo tanto, si ¢ es un nimero racional positivo cualquie-
ra (es decir, un mamero de la forma %, donde p v n son
ndimeros enteros positivos),
Uy = (ui)tv
o volviendo a las designaciones iniciales,

mg m t
T n—g 5
mg mg ? (12)
VO—T vy ———

aqui vy es la velocidad de caida en el instante ¢ = 1 s.

Del hecho de que la relacion (12) es justa para los valores
racionales de ¢ se deduce su validez para todos los valores
de ¢.

Tomemos, por ejemplo, el instante ¢ = Vf s = 1,414 .s. Co-
mo los nimeros 1,4; 1,41; 1,414, etc , son racionales, para todos estos
valores de ¢ serd justa la relacion (12)

m m 1,4
e e P s
== ?
i\
mg m 1,41
U1,41——b— Vi_“b_
mg img T (13)

O 5

Si para t tomamos valores racionales que sean cada vez aproxima-

ciones mdas exactas al nimero VE (por ejemplo, 1,4; 1,41; 1,414}
1,4142, etc.), los primeros miembros de la igualdad (13) se aproximarin

mg mg\vy2
v Vi b "
al limite — Y los segundos miembros, al limite -
Ty vo—
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De este modo, en el limite obtenemos que

. me v, 8\ V2
V2T b e

m m
UO_'Tg' UO__.__.Eg_

Semejante razonamiento puede aplicarse, como es natural, no sélo

a '[/Z sino a cualquier valor irraciongl de t. Por lo tanto, la relacién
12) es valida para cualquier valor de ¢

Haciendo
o
mg =0
T
de (12) obtenemos
o
mg ct’
Uo——-—b-
de donde hallamos
vt_—_ibg—+(v0-—mb—g) ct. (14)

Esta féormula de la velocidad de caida no es atn defini-
tiva, puesto que desconocemos el ntimero ¢ que figura en
ella. Para calcular este ntimero ¢ hallamos, partiendo de la
férmula (14), la aceleracion del cuerpo en el instante inicial
del movimiento. La aceleracién media durante los prime-
ros k segundos de caida tiene, de acuerdo con (14), el valor
siguiente:
€ 4 ( v ———’%‘i) ch—vy

vp— b
Am = hho—: 7 =

mg ch—1
=(v—) -

Cuando % tiende a cero esta expresién nos da la acelera-
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cién gy en el instante inicial:

h_—1
g, = lim gy = 1im(v —ﬂi).f——. 15
0 P m ) 0 b h ( )

Si designamos ¢® — 1 por z, obtenemos:

"=z, "=1+2z, h=log. (1+2).

s x h—1
De esta forma, en vez de la expresién (vo — ’lbli) C—-T que

figura en (15) detrds del signo de 1im, obtenemos la expresién

mg mg
z TR Ty

mg
Vo— =) * = = 7=
( b ) log, (1) ,_;_l:_ log, (1 +z) log (14-2)

Advertimos que cuando el niimero h tiende a cero, el nime-
ro ¢ tiene por limite la unidad, y el ntmero z = ¢* — 1
tiende a cero. Por lo tanto podemos escribir:

m
vg T

go=lim— % . (16)

log, (1-+a)*

El limite de la expresién (1 + z)1/* cuando el nimero z
tiende a cero se llama nimero e. No vamos a demostrar que
existe dicho limite, es decir, que la expresion (1 + x)!/* se
aproxima realmente a un valor determinado cuando z — 0.
La demostracién (y ademéas elemental) de la existencia de
este Ifmite puede encontrarse en los primeros capitulos de
cualquier curso de matemdticas superiores. Nosotros nos
limitaremos a calcular el valor de la expresion (1 + z)i/=
cuando z = 0,1; z = 0,01; z = 0,001; z = 0,0001. Los
resultados se dan a continuacion (los calculos pueden hacer-
se valiéndose de tablas de logaritmos, preferible de siete
cifras; también puede utilizarse la férmula del binomio
de Newton):

1
(14+0,1y0T =1,110 & 2,59374,
1
(14 0,04)T0T —1,0110  2,70481,
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1
(1 4-0,001) 0001 — 1,0012000  2,71692,
1
(1 4-0,0001) TO00T — 1,000110000  2,71814.

Estos calculos demuestran con suficiente claridad que cuando
r— 0 la expresion (1 + z)!/* posee el limite e = 2,71..,
Partiendo de (16) obtenemos ahora

m
v TE.

b

b= logce °

Por otra parte, de (5), tenemos que

a0= —— (Uo——m;g—)
Igualando las expresiones de a, obtenidas hallamos que
o— 8,
S b ()
log,e  m Yo—3 )
de donde
_m -
logcez——%‘—; e=c b; c=e ™

Finalmente, sustituyendo en la férmula (14) ¢ por su valor
b

e ™, obtenemos la férmula (7), que es lo que se queria
demostrar.



CALCULO DIFERENCIAL

CONCEPTO DE DERIVADA

Asi, pues, la ecuaci6n (5) permite una solucién completa-
mente exacta. FEsta ecuacién liga la magnitud v (velocidad
de caida) con la magnitud a, que indica la rapidez ton que
varia la magnitud v (la aceleracién es «la rapidez con que
varia la velocidad»).

Cuando hablamos de la rapidez con que varia una magni-
tud, suponemos que no se trata de una magnitud constante,
caracterizada por un nfimero, sino de una magnitud variable,
es decir, de una magnitud cuyo valor cambia con el tiempo.
Ejemplos de magnitudes de este tipo (dependientes del
tiempo) son: la velocidad y la aceleracién del movimiento
variado, la intensidad de la corriente alterna, etc.

Sea y una magnitud cuyo valor cambia con el tiempo.
Llamemos y; al valor que esta magnitud toma al cabo de ¢
segundos de comenzar el proceso que se analiza. La diferen-
cia Y;+n — y; muestra cuanto varié la magnitud y durante 2
segundos (entre los instantes ¢ y ¢ + k& segundos después
de comenzar el movimiento). En cambio, la relacién

yt+hh—' Yt (17)

muestra en qué magnitud cambid, por término medio, y
durante cada segundo (en el transcurso de este intervalo de
tiempo), es decir, esta relacion es la rapidez media de varia-
cién de la variable y. Eligiendo k cada vez menor, obtenemos
el valor de la rapidez media de variacién durante un periodo
de tiempo cada vez més pequefio, comenzando desde el
instante £. En el limite (cuando % tiende a cero) la relacién
(17) da la rapidez de variacién de la magnitud y en el instante ¢.
Ya sabemos que esta rapidez de variacién se representa mate-
méaticamente en la forma

ljm YVt | 18
h-0 h ( )

La expresién (18) se llama derivada de la magnitud y
respecto del tiempo ¢; como hemos visto, esta expresion da
la rapidez con que varia la variable y. Se puede considerar
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una variable que no cambie con el tiempo, sino que dependa
de cualquier otra magnitud. Por ejemplo, el area del circulo
depende de su radio; llamando Sy al area de un circulo
de radio R, obtenemos:

Sp=mnR (19)
Estudiando la dependencia que existe entre el area del
circulo y su radio llegamos a la relacién Lgﬂih—h_i’z , que

expresa la rapidez media de variacion del area al cambiar
el radio. El limite de esta relacién (cuando 2 — 0) es la
derivada de la magnitud S respecto de R.

El concepto de derivada es uno de los fundamentales de las
matemdticas superiores. Si una variable y cambia en dependen-
cia de las variaciones de una magnitud z (o, como suele
decirse, es funcién de z), la derivada de y respecto de x
se designa con el simbolo ¥’ o, més frecuentemente, con uno

. dy d .
de los simbolos - O Ut

dy
dx

= lim Yx+h—Yx .,
- y

h0 h
aqui no se puede eliminar la letra d, ya que no es un factor,
sino que simboliza la operacién de la toma de la derivadao,
como también se dice, la operacién de derivacién

Calculemos, por ejemplo, la derivada 2 B 5 de la funcién
(19):

dS 1. Spn—Sm _ 1. m(R+h2—nR:
= i S i A
= lim (2nR 4 nth) = 2nR,

k-0

es decir, la derivada del 4rea de un circulo respecto del
radio es igual a la longitud de su circunferencia.

Como ejemplo también calcularemos la derivada g_; del

camino recorrido respecto del tiempo. Llamemos s; al camino
recorrido por un determinado cuerpo en un instante ¢ (es
decir, al cabo de ¢ segundos de haber comenzado a moverse).

5-216
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h

. r 8 —§ ’ .
En este caso la relacién 22" g¢g la velocidad media
h

durante el intervalo de tiempo comprendido entre los instan-
tes t y £ + h, y el limite de esta relacién cuando h — 0
es el valor de la velocidad en el instante ¢

o Stip—S$ ds
Uy == llm—ﬂ——t-:"gz' N
h-+0

, . d sz
De un modo analogo se calcula la der1vada£ . La relacién

Vt+h — Ut
h

es la aceleracién media durante el intervalo de tiempo com-
prendido entre los instantes ¢ y ¢ + h, y el limite de esta’
relacién es el valor de la aceleracién en el instante ¢ (compa-
rese con lo dicho en la pag. 18):

s Dpyh—7U dv
at=11m——t—ﬂh—i=—d—t-.
h—>0

Las relaciones que hemos demostrado

p="2 (20)
y d

desempefian un papel extraordinario en la mecdnica.

ECUACION DIFERENCIAL

Retornemos a la ecuacién (5). De acuerdo con (21) esta
ecuacién se puede escribir de la forma

L ] @

Ahora esté claro que ésta es una ecuacién con una sola incog-
nita, v, pero no es una ecuacién algebraica, sino una ecua-
cién que relaciona la magnitud v con su derivada. Las
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ecuaciones de este tipo se llaman diferenciales. Comparando
la ecuacidn diferencial (22) con su solucién (7) y designando

b mg . .
- pork y > por ¢, podemos enunciar el teorema siguiente,
Teorema., La solucién de la ecuacion diferencial

L = —k(v—o) (23)

es la expresién

v=c}(v,—c) e, (24)

donde vy es el valor inicial (es decir, cuando ¢t = 0) de la
magnitud v.

En adelante, aplicando este teorema, podremos calcular
también otros fenémenos fisicos.

DOS PROBLEMAS
QUE CONDUCEN A ECUACIONES
DIFERENCIALES

a) Conexion de la corriente. Consideremos un
circuito eléctrico compuesto poruna bobina y una pila (fig. 2).
Las propiedades eléctricas de la bobina son bastante com-
plicadas, pero en una serie de casos pueden ser caracteriza-
das con alto grado de exactitud por dos magnitudes: la
resistencia de la bobina y su inductancia. Precisamente por
esto las bobinas se representan como formadas por dos
partes conectadas en serie: una resistencia y una inductan-
cia (fig. 3). La caida de tensién debida a la resistencia es
proporcional a la intensidad de la corriente i que pasa por
la bobina (ley de Ohm):

V = Ri;

el coeficiente de proporcionalidad R se llama resistencia
de la bobina. La caida de tensién debida a la inductancia
es proporcional a la rapidez de variacion de la intensidad de
la corriente. LLlamando w a esta rapidez (que se mide en ampe-
rios por segundo) y L al coeficiente de proporcionalidad,
obtenemos para la caida de tensién la expresion

V = Lw.
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La magnitud L se lama induciancia de la bobina. La caida
de tension en la bobina se compone de las caidas de tension
debidas a la resistencia y a la inductancia, es decir, se expre-
sa por la férmula

V = Lw + Ri. (25)

La férmula (25) se ve bien confirmada en los experimentos
(st la frecuencia de la corriente que pasa por la bobina no es

Bobina

FIG. 2

muy grande). Nosotros vamos a aplicarla. Designemos por £
la fuerza electromotriz (f.e.m.) de la pila. Igualando la
f.e.m. de la pila a la caida de tensién en la bobina, y basan-
donos en la segunda ley de Kirchhoff (y despremando la
resistencia interna de la pila y la de los hilos conductores),
obtenemos la ecuacién

E=Lw-+ Ri

o bien

W=

— 2 (i—%)- (26)

La solucion de esta ecuacién se obtiene sin dificultad
aplicando el teorema enunciado en la pig. 31. En efecto,
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llamando i; a la intensidad de la corriente en el instante ¢,
podemos decir que la magnitud

bn — i
Wm="p""
es la rapidez media de variacién de la intensidad de la co-
rriente durante el intervalo comprendido entre los instantes #

y t + k. Cuando h — O obtenemos la rapidez de variacién
de la intensidad de la corriente en el instante i:

. dpn—i di
w=1im ‘ih————t=—a—t—.
h-0

Por lo tanto, la magnitud w es la derivada de la intensidad
de la corriente i, y la ecuacién (26) puede escribirse de la

forma

i __Ry. E )

7 T(‘— R/
Esta ecuacién sélo difiere de la (23) en que la variable in-
cognita no se designa por v, sino por i, lo que, naturalmente,
carece de importancia. En este caso las constantes k y ¢
que figuran en la ecuacién (23) toman los valores

R E
k=T ye=p-
De este modo, la solucion de la ecuacién diferencial que
hemos escrito tendra la forma (véase (24)):

LA

. E . E L
=g+ () e

Si en el instante de conectar la pila (cuando ¢ = 0) la inten-
sidad de la corriente i, es igual a cero, obtenemos la férmula
més simple

R

-t

L
it:£(1—e )e

R

De esta férmula se deduce que la intensidad de la corriente,
que es nula en el instante de conectar, aumenta durante todo
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el tiempo y se aproxima al valor —ﬁ;», es decir, al valor de la

intensidad de la corriente que pasaria por la bobina si
ésta tuviera la misma resistencia R pero careciera de induc-
tancia.

b) Desintegracion radiactiva. Supongase que tene-
mos un trozo de roca que contiene cierta cantidad de materia
radiactiva. Los Atomos de la materia radiactiva puedeh
desintegrarse convirtiéndose en otra sustancia quimica—
producto de desintegracion. De esta forma, con el tiempo
disminuye la cantidad de materia radiactiva que hay en el
trozo de roca. Introduzcamos el concepto de rapidez de
desintegracion. Supongamos que en cierto instante ¢ la can-
tidad de materia radiactiva contenida en la roca era de
m:g y que al cabo de h afios disminuy6 (debido a la desinte-
gracion) y se hizo igual a myt+p g- La expresion

Miyh—My
h

muestra en cudntos gramos, por término medio, disminuyé
la masa de materia radiactiva anualmente (durante el perio-
do de tiempo considerado); es natural que esta expresion se
Nlame rapidez media de desintegracién durante el intervale
de tiempo que se considera. El limite a que tendera el valor
de la velocidad media, cuando z— 0 es la rapidez de desinte-
graciéon en el instante #. Llamémosla u:

Mippp—M¢ dm

u=1im n

he b

Advertimos que la rapidez de desintegracion es negativa,
ya que la masa de materia radiactiva disminuye eon el
tiempo.

iDe qué depende la rapidez de desintegracién? Si la
cantidad de materia radiactiva que hay en la roca es pequeiia,
se puede considerar que la rapidez de desintegracién es directa-
mente proporcional a la cantidad de materia radiactiva que
hay en el trozo de roca en el instante dado, es decir, se cumple
la relacién

u = —km,



donde m es la masa existente de materia radiactiva, y &
es una magnitud constante positiva (coeficiente de propor-
cionalidad).

La validez aproximada de esta ley se puede fundamentar consi-
derando que la desintegracién de unos Atomos no influye en el estado
de los demds atomos de la materia radiactiva. Con esta condicién
se puede considerar que de cada gramo de materia radiactiva se desin-
tegra siempre, aproximadamente, la misma cantidad por unidad de
tiempo, por ejemplo, k& g, independientemente de la cantidad de dicha
materia que queda aln en la roca. En este caso, de m g se desinlegra-
ran por unidad de tiempo km g de materia radiactiva.

¢Se puede acaso considerar que la desintegracién no influye en
el estado de los dtomos radiactivos restantes? Porque las particulag
del atomo que se desintegra pueden incidir en otro 4tomo de materia
radiactiva y provocar su desintegracion, lo que daria lugar a que se
desintegrardn después otros atomos y asi sucesivamente. Semejante
reaccidn en cadena (en un proceso de este tipo se basa, por ejemplo,
la accién de la bomba atémica) contradeciria la independencia de la
desintegracién de los &tomos. Para que no pueda producirse una ca-
dena de desintegraciones sucesivas es necesario que las particulas
emitidas en la desintegracién se pierdan sin alcanzar (en la mayoria
de los casos) a otros 4dtomos radiactivos Esto ocurrira si la cantidad
de materia radiactiva que hay en el trozo de roca sélo constituye un
pequefio porcentaje de él, mientras que su masa fundamental no es
radiactiva Entonces la inmensa mayoria de las particulas emitidas
durante la desintegracién se pierde, incidiendo sobre los &tomos no
radiactivos de la roca, y la reaccién en cadena es imposible Por esto,
cuando la cantidad de materia radiactiva que hay en la roca es pe-
quefia, se puede considerar aproximadamente que la desintegracién
de los 4tomos tiene cardcter independiente.

De este modo, para determinar la masa de materia radi-
activa no desintegrada obtenemos la ecuacién diferencial

que difiere de la ecuacién (23) en que la magnitud incégnita
se designa por la letra m, en vez de por la v, y la constante ¢,
en este caso, es nula. Por lo tanto, de acuerdo con (24) la
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solueién tendra la forma

m; = mye™"t, (27

donde m, es la masa de materia radiactiva en el instante
inicial (es decir, cuando empezamos a interesarnos por el
proceso de desintegracion).

Ejemplo 5. Al cabo de cudntos afios la cantidad de
materia radiactiva se reduce a la mitad?

Solucién. Para responder a esta pregunta hay que deter-
minar ¢ partiendo de la ecuacién

- 1
mee™*t = 5 Mo-

Después de eliminar mgy y de tomar logaritmos, hallamos:

1 0,69
t=—k-10g32~——k—.

Este lapso de tiempo se llama periodo de semidesintegra-
cién o semiperiodo de la materia radiactiva dada. Admitamos
que esfe espacio de tiempo no depende de cudnfa materia
radiactiva se toma, sino unicamente de k, es decir, de qué
materia radiactiva se toma Por ejemplo, el periodo de
semidesintegracion del radio es igual a 1590 aflos, y el
semiperiodo radiactivo del uranio 238 de cerca de 4,5 mi-
Hares de millones de afios.

Ejemplo 6. La férmula (27) da la posibilidad de hacer
algunas deducciones sobre la edad de la Tierra.

Supongamos que en un trozo de roca extraido de las
entrafias de la Tierra hay, ademds de impurezas, m g de
materia radiactiva y p g de su producto de desintegracién.
Supongamos también que de cada gramo de esta materia
radiactiva se obtiene (una vez desintegrado) r g de producto
de desintegracion. Esto significa que los p g de dicho pro-

ducto proceden de % g de materia radiactiva. De este modo,

si consideramos que en cierto instante comenzd el proceso
de desintegracién en el trozo de roca que nos interesa (es
decir, habia en él solamente materia radiactiva sin un solo
Atomo de producto de desintegracién), tendremos que la
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masa inicial de materia radiactiva seria igual a m —1——‘3:—.

Para determinar el tiempo transcurrido desde este instante
imaginario (de comienzo de la desintegracion) hasta nues-
tros dias, de acuerdo con (27), hay que resolver con respecto
a t la ecuacién

m= (m—f—%) e,

de donde obtenemos que

Calculos de este tipo relativos a ciertas rocas existentes
en la Tierra dan para ¢ un valor aproximadamente igual
del orden de 2-10? afios. Por lo tanto, las condiciones en que
pudo originarse normalmente en la Tierra el proceso de desinte-
gracién datan varios millares de millones de afios. Es posible
que hace millares de millones de afios la materia que ahora
constituye la Tierra se hallase en unas condiciones completa-
mente distintas, en las cuales se creaban, de Atomos méas
simples y de otras particulas, Atomos radiactivos.

El problema del origen de la Tierra es objeto del estudio
de la ciencia astronémica llamada cosmogonia. Mucho de
lo que se sabe sobre este problema fue aclarado por primera
vez gracias a las profundas investigaciones llevadas a cabo
por el académico O. Yu. Schmidt y otros cientificos soviéti-
cos*,

1
t:—k~loge ('1—}—

p
rm

LOGARITMOS NATURALES

En las férmulas para la resolucién de los problemas que
hemos planteado figura una funcién exponencial cuya base
es e. Si los cdlculos se hacen valiéndose de tablas de logarit-
mos pueden evitarse ciertas operaciones tomando logarit-

*) Véase Otto Yu Schmidt, «Cuatro conferencias
sobre el origen de la Tierra», Editorial Academia de Ciencias de la
URSS, 1950}



38

mos de base e. Asi, aplicando logaritmos de base e y de base 10
a la férmula (27), obtenemos:

log, my == —kt + log, my,
log my; = —kt log e 4 log m,.

En el segundo caso hay que tomar un logaritmo méas y hacer
una multiplicacién méas que en el primer caso. Ademas hay
problemas que conducen a féormulas en las cuales figuran
logaritmos de base e, como vimos en los ejemplos 5 y 6.
El néimero ¢ aparece también con frecuencia en otros proble-
mas de matemaéticas y la utilizacién de los logaritmos de
base e resulta ser muy comoda, sobre todo en problemas
tedricos. Los logaritmos de base e se llaman naturales (o nepe-
rianos) y se designan con el simbolo ln: la expresion In x
equivale a log, z. Entre los logaritmos decimales y naturales
existe la relacién
logigz = M-ln z,

donde

M = log,, e =~ 0,4343.

Esta relacién se obtiene sin dificultad aplicando los logarit-
mos de base 10 a la identidad

ens = g,



OSCILACIONES ARMONICAS

EL PROBLEMA

DE LAS OSCILACIONES PEQUENAS
DE UN PENDULO

Supongamos que en un punto C estd sujeto un hilo de
longitud /, de cuyo extremo pende un cuerpo M (péndulo).
El problema consiste en averiguar cémo se movera el cuer-
po M. Para resolver matematicamente este problema hare-
mos algunas simplificaciones. En primer lugar considerare-
mos que el hilo que sostiene al péndulo M es inextensible
y carece de peso.

Analicemos el movimiento del péndulo M en un plano
vertical que pase por el punto de suspensién. El hecho de
que el hilo sea inextensible nos permite afirmar que el cuer-
po M se moveri describiendo una circunferencia de radio I
con centro en el punto €. La suposicién de que el hilo carece
de peso significa que el peso del hilo es insignificante en
comparacion con el del cuerpo M; esto permite considerar
que las fuerzas exteriores actéian solamente sobre dicho
cuerpo. El péndulo M puede considerarse como un punto
pesado (es decir, que tiene cierta masa m, pero que se pres-
cinde de sus dimensiones). De las fuerzas que actfian sobre
el cuerpo M tendremos en cuenta, ademés de la tensién del
hilo, la fuerza de gravedad. La fuerza de resistencia del
aire se puede despreciar al resolver este problema (por
ejemplo, se puede suponer que el péndulo se encuentra en
un recipiente cerrado del cual se ha extraido el aire; de la
diferencia que existe entre el movimiento del péndulo en el
aire y en. el vacio se trata en la nota de la pag. 56).

Supongamos que el cuerpo M se encuentra en cierto
instante en un punto 4 de la circunferencia que describe.
El punto inferior de esta circunferencia lo designaremos
por @, la longitud del arco QA, por s, y la magnitud (en
radianes) del dngulo central / QCA correspondiente a este
arco (fig. 4), por «. Entonces

s = lo. (28)

En este caso consideraremos positivos el arco s y el angulo o
si el punto 4 se encuentra a la derecha del Q, y negativo en
el caso contrario.

Pasemos a deducir la ecuacién a partir de la cual halla-
remos la ley del movimiento del péndulo. El punto A se
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encuentra mas alto que el Q. La diferencia entre las alturas
de dichos puntos viene dada por el segmento 2~ = QB que
es igual a

h:CQ——CB=l—lcosazl(l—cosa):l-Zsenz%—.

Por esto, considerando que cuando el péndulo se encuentra

F1G. 4

en la posicion Q su energia potencial es nula, hallamos que
si estd en el punto A el valor de dicha energia sera

W® =mgh =mg-2lsen? % .
La energia cinéticd del péndulo tiene el valor

mu2

© —
w 5

donde v es la velocidad a que se mueve el cuerpo M. Por
lo tanto, la energia total £ del péndulo (cuando se encuentra
en el punto A4) se expresa por la férmula

E—=-"" 1 omgl sen? 2 | 929
2 2 )

Como el péndulo al moverse no realiza ningtn trabajo (puesto
que hemos despreciado las fuerzas de rozamiento y de resis-
tencia del aire), su energia se conserva siempre igual, es
decir, la magnitud de E es constante.
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Vamos a simplificar un poco la ecuacién (29). En efecto,
nos ocuparemos unicamente del problema de las oscilaciones
pequerias del péndulo, es decir, de aquel movimiento del
péndulo en que éste se desvia de la posicioén de equilibrio Q
a dngulos pequefios. Expliquemos qué se debe entender por
«angulos pequefiosy. La cuestién esta en que es imposible
escribir la solucién de la ecuacién (29) mediante operaciones
conocidas. Por ésto se plantea la pregunta: ino es posible
sustituir la ecuacion (29) por otra mas simple? Esta claro
que esta simplificacion debe ser tal, que la solucién de la
ecuacién simplificada sea al mismo tiempo una solucién
con alto grado de exactitud de la ecuacién (29). Advertimos
que con esta simplificacion no introducimos ninguna inexa-
ctitud esencial, porque la relacién (29) ya es aproximada¥*,
de manera que la cuestién de la validez de una u otra simpli-
ficacion depende unicamente del grado de aproximacién
a la realidad que necesitamos obtener.

La simplificacién que ordinariamente se hace en la ecua-
cion (29) consiste en que sen ¢ se sustituye simplemente
por @. El hecho de que cuando los angulos @ son pequefios
pueda tolerarse esta sustitucion se deduce de la fig. 5, en la
cual se representa el arco A’Q'B’ de una circunferencia de
radio C'Q' = 1; a ambos lados del radio C'Q’ se ha tomado
un 4ngulo ¢. La longitud del segmento A’'B’ es igual a
2 sen ¢ (puesto que A’S’ es la linea del seno), y la longitud
del arco A’B’ es igual a 2¢ (midiendo los dngulos, claro esta,
en radianes). Pero como se ve claramente en la figura, euando
los angulos ¢ son pequefios estas magnitudes difieren poco
una de otra, y la diferencia serd tanto menor cuanto menor
sea @. Por ejemplo, es facil comprobar por medio de tablas

*) Al deducir la ecuaciéon (29) admitimos una
serie de simplificaciones: despreciamos la fuerza de resistencia del
aire, el peso del hilo, las dimensiones del cuerpo M, etc.

Advertimos que, en general, toda ley fisica, toda relacién mate-
matica entre magnitudes fisicas (por ejemplo, las relaciones (1), (2),
(3), (4), (5), (25), (29)) es aproximada, ya que en realidad siempre
existen «fuerzas» que no se tuvieron en cuenta al deducir la ley fisica
o la relacion mateméatica. Todo lo cual no merma, naturalmente,
la enorme importancia de las leyes fisicas Por ejemplo, la ley de
Ohm o la segunda ley de Newton se cumplen en condiciones normales
con un grado de exactitud enorme,
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de funciones trigonométricas que si los dngulos no exceden
. . P S ops
de 0,245 radianes (es decir, ~14°) la relacién 2% difiere

de 1 en menos de 0,01; y si los angulos son menores que 1°
(0,017 radianes), esta relacién difiere de la unidad en menos
de 0,0005.

T
Viv
3 ke
a s a3 s
F1G. % FI1G. 6

Asi, pues, considerando que las desviaciones (elongaciones)

- ~ . . [/
del péndulo son pequeiias, sustituimos sen 5 Ppor 92‘-, es

decir, sustituimos la ecuacién (29) por otra nueva que «di-
fiere poco» de la primera:

2 L 2mgl (%)2 —E.

Teniendo en cuenta (28) podemos escribir esta relacién en
la forma

mu2 mgs2
7t =5

o bien

l 2E
—g—'Uz—i-Sz:TnE'. (30)

En esta ecuacion figuran dos variables incdégnitas: s y v
(las constantes g, I, m, E se consideran conocidas). Sin
embargo, esta ecuacién (lo mismo que la (5)) puede resol-
verse, ya que las magnitudes s y v no son arbitrarias, sino
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que estén ligadas por la relacién (20). De (20) se deduce que
la ecuacién (30) se puede escribir en la forma

L[ ds\? 2UE
'g'(Ti) te= 61

de manera que es efectivamente una ecuacién con una sola
incégnita. Pasemos a resolverla.

Elijamos un sistema de coordenadas en el plano y tome-
mos sobre su eje de abscisas la magnitud s y sobre su eje

de ordenadas la magnitud ]/—;-v. En cualquier instante ¢,

al cuerpo M corresponden unos determinados valores del
camino recorrido s y de Ia velocidad v, es decir, un determi-
nado punto N en el plano (fig. 6). Y al contrario, sabiendo
dénde se encuentra el punto N podemos hallar sus coorde-

l . ez
nadas s y ]/—g— v, o sea, podemos conocer la posicién en que

se encuentra el péndulo y su velocidad. Asi, pues, en cada
instante ¢ el péndulo M se representa convencionalmente
por cierto punto N. La longitud del segmento ON se calcula
facilmente por el teorema de Pitagoras:

:VPN2+0P2=]/% V2 4-s?,

es decir, (en virtud de la relacién (30)),

ON — ]/2lE

Al moverse el péndulo variaran las magnitudes s y v, es
decir, el punto NV se moverd en el plano en que se tomé el
sistema de coordenadas. Pero la distancia a dicho punto
desde el origen de coordenadas sera siempre la misma, a sea,

’21E

sera igual a . De este modo, el punto N se movera

siguiendo una circunferencia de radio

R ]/ NE 32)

Esta circunferencia se llama circunferencia de fases.
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Hallemos la velocidad con que se mueve el punto N
siguiendo la circunferencia. Esta velocidad tiene direccién
tangenecial a la circunferencia; supongamos, por ejemplo,
que se representa por el vector VA (fig. 7). Descompongamos
este vector en una componente horizontal y otra vertical.

y
Y o 8
1
134
]
A
7 F X
FIG. 7

En este caso la componente horizontal NB representard
la velocidad de traslacion del punto P por el eje de abscisas.
Y como la distancia al punto P desde O es igual a s, la velo-

cidad del punto P serd igual a % = p, es decir, NB = v.

Ahora, partiendo de la semejanza de los tridngulos ONP
y NAB tenemos:

PN:ON=NB:NA 6 1/%:;:3::;:1\1,4.

De la dltima proporcién hallamos que

NA-RY E.

Esta es la velocidad del punto N por la circunferencia.
Llamemos sy ¥ v, respectivamente a la elongacién y a la
velocidad del péndulo en el instante inicial, y N, al punto
correspondiente de la circunferencia de fases. Entonces el
radio de esta circunferencia tendrid el valor siguiente:

R= ]/——v + 55 (33)
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(véase (30) y (32)) y el dngulo ¢4 = / XON, vendra deter-
minado por la relacién

Vo

B — (34)

(fig. 8). Después, al cabo de ¢ segundos de comenzar a mover-
se el péndulo, el punto N, que se mueve con la velocidad

tg Qo=

] =
5

<

3
CCN

<
B2

FIG. 8 FIG. 9

R ]/—g— , habra recorrido por la circunferencia de fases la
distancia VoV = R]/% ty, por lo tanto, el 4ngulo / N,ON
sera igual a ]/Tg t. De este modo (fig 9),

(P=LX0N:4X0NO-—LNOON=%_I/_§'_ ;.

De aqui obtenemos:

_ r—

OP =R cos ¢ = R cos (cpo—-]/—f-t) = R cos (]/ iit—(Po) ;

PN =R sen ¢ = Rsen ((po——]/% t):;

= — Rsen (]/%t——cpo) .
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Finalmente, recordando que OP =s y PN = ]/—27 v, obte-
nemos de aqui que

s=2Rcos (]/——‘lg:t—(po) ,
V= —”/%Rsen (]/—%t—(po)

Estas fé6rmulas expresan la elongacién y la velocidad del
péndulo al cabo de ¢ segundos de haber comenzado su movi-
miento, es decir, resuelven completamente el problema del
movimiento del péndulo (con las simplificaciones hechas).
Veamos unos cuantos ejemplos.

Ejemplo 7. En el instante inicial el péndulo se ha desvia-
do hacia la derecha una distancia s; y se ha soltado sin
velocidad inicial. Hallar su elongaciéon y velocidad en un
instante ¢.

Solucion. En este caso R = sy, @y = 0, y las f6érmulas

(35) dan
§ =8y COS ]/—f— t,

__1/z £
v= 1/1 sosen]/l t.

Ejemplo 8. En el instante inicial el péndulo se encontra-
ba en la posicion de equilibrio Q y fue sacado de ella por
un empujéon que le transmitié una velocidad inicial v,
dirigida hacia la derecha (es decir, una velocidad positiva).
Hallar su elongacién y Ve1001dad en un instante ¢.

Solucién. En este caso, partiendo de las férmulas (33)

y (34), hallamos que R = I/? Vo, @y = -’;— , ¥ las férmulas
(35) dan:

s—]/——vocos /gt——i l/—-vosenl/ t,
— g
vn—mvosen ]/—l—t——z— =vocos]/7t

Ejemplo 9. Hallar las derivadas de las funciones sen wt
y cos wt.

(35)
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Como v es la derivada de s respecto del tiempo ¢, comparan-
do los valores de s y v en el ejemplo 8 llegamos a la conclusion

de que
g (V gsen )/ $1) =meos)/ £t

Anilogamente, partiendo del ejemplo 7, hallamos
J — — —
v (qo cos l/—f— t) = —l/%sosen ]/%t.

En particular, suponiendo vy = —f— , 8o = 1 y designando

—%— por o, obtenemos de estas férmulas que

;%sen(otzcocosmt y ditcosmt= —wsenwt.  (36)

Ejemplo 10. Como tanto el coseno como el seno son fun-
ciones periédicas, al cabo de cierto intervalo de tiempo T,
llamado perfodo de oscilacién, el péndulo volverd otra vez
a la posicién inicial y repetird el mismo movimiento. Hallar
el periodo de oscilacién del péndulo.

Solucién. La variacién del argumento en 2; no cambia
el valor del seno y del coseno. Por lo tanto, el periodo de
oscilacién del péndulo serd el intervalo de tiempo 7' al
cabo del cual la expresién que figura en las igualdades (35)
detras de los signos seno y coseno aumenta en 2n. En otras

palabras, los valores de la expresi(’)n]/ilt — o en los
instantes £ y ¢ + T deberan diferir uno de otro en 2gm:

Voo () Trn) on

De esta expresion hallamos sin dificultad 7

T=2n]/; 37)

De este modo, el movimiento se repite periédicamente
al cabo de T segundos. El péndulo efectaia oscilaciones perié-
dicas. Durante cada perfodo (es decir, cada intervalo de
tiempo igual a T) el péndulo, como se deduce de (35), llega
una vez a su posicién extrema derecha (el coseno se hace
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igual a 4+1) y una vez a la extrema izquierda (donde el
coseno es igual a —1). En estos instantes de elongacion
maxima del péndulo su velocidad es nula [véase (35); cuando
el coseno toma los valores 41, el seno del mismo argumento
se anulal. La velocidad méxima (el seno toma los valores -+1)
la tiene el péndulo cuando pasa por el punto Q (donde el
seno se anula).

ECUACION DIFERENCIAL
DE LAS OSCILACIONES
ARMONICAS

Hemos deducido las férmulas que determinan el movi-
miento del péndulo partiendo de la ecuacién (30) o, lo que
es lo mismo, de la ecuacién diferencial (31). Pero existe
otra ecuacién diferencial que también describe el movimien-
to del péndulo que hemos estudiado. Su deduccién es muy
simple.

Supongamos que el cuerpo M se encuentra en cierto
instante en un punto 4 de la circunferencia que recorre.
La gravedad (que consideraremos igual a mg y que actua
verticalmente hacia abajo) la descomponemos, aplicando
la regla del paralelogramo, en dos fuerzas: una tangente a la
circunferencia en el punto A y otra perpendicular a la
tangente en dicho punto. Esta Gltima componente tiende
a alargar el hilo y se equilibra con su fuerza de tensién (ya
que hemos supuesto que dicho hilo es inextensible). En cam-
bio, la fuerza F, que actia segin la tangente, es igual en
magnitud, como puede verse fiacilmente, a mg sen o y esta
dirigida hacia el punto Q (fig. 10), es decir, cuando « es
positivo la fuerza F es negativa y viceversa. Por lo tanto,

F = —mg sen a.

Si se prescinde de las fuerzas equilibradas entre si, es decir,
de la tensién del hilo y de la componente de la gravedad
perpendicular a la tangente, F serd la Ginica fuerza que actda
sobre el cuerpo M (despreciamos la fuerza de resistencia del
aire) y, por lo tanto, podemos escribir basindonos en la
segunda ley de Newton que

ma = —mg sen a,
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o bien
a = —gsen .

Recordamos ahora que sélo nos interesan las oscilaciones
pequerias del péndulo, en virtud de lo cual sen o puede susti-

FIG. 10

tuirse (aproximadamente) por o y escribir esta ecuacién
en la forma

a = —ga,
o, de acuerdo con (28),

a+%s=0. (38)

Esta es la ecuacién que necesitdbamos. Ahora veamos cémo

se puede escribir en forma de ecuacién diferencial. De las
. d d .

relaciones a = 'd% y U= d_ft se deduce que si tomamos una
vez la derivada del camino recorrido s y luego tomamos la
derivada de la magnitud obtenida (es decir, de la velocidad),
obtenemos la aceleracién. Dicho de otro modo, la aceleracion
es la segunda derivada del camino recorrido s (respecto del
tiempo t). Esto se escribe de la forma siguiente:

__d ds)
“—W(ﬁ J

d2s

On
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2
El simbolo fl—t%(segunda derivada de s respecto de £) no se

considera como una expresién algebraica, sino como un
signo vinico; en €l no se puede hacer ninguna operacién (en
particular, simplificar este «quebrado»). De (39) se deduce
que la ecuacién (38) puede eseribirse en forma de ecuacién
diferencial del modo siguiente:

2,
2+ Ls=0. (40)

Advertimos que ya sabemos resolver esta ecuacién. En
efecto, con ella se define la ley de variacién de la magnitud s,
es decir, la ley de las oscilaciones del péndulo, y el movi-
miento del péndulo ya ha sido estudiado. Por esto podemos
decir inmediatamente que la solucién de la ecuacién (40)
viene dada por la primera férmula (35). De un modo més
completo expresaremos esto de la forma siguiente. La ecua-
cién diferencial (40) tiene la solucién

s= R cos (]/%_t——cpo) )

donde R y o, se determinan por las férmulas (33) y (34).
Advertimos que para hallar los valores de R y ¢odebemos
conocer la elongacidén inicial sy y la velocidad inicial v,

es decir, los valores de las magnitides s y % en el instante
inicial.
Designando ]/ %— por ® podemos formular la afirmacién

expuesta de la forma siguiente.
Teorema. La ecuacién diferencial

d2?s
di2

0% =0 (41)

tiene la solucion
s = R cos (ot — @), (42)

donde R y @, dependen de los valores de las magnitudes s y Z—i

en el instante inicial.
La ecuacion (41) se llama ecuacién de las oscilaciones armdé-
nicas. De toda magnitud descrita por una ecuaciéon de este
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tipo se dice que efectiia oscilaciones arménicas; esto signi-
fica que la magnitud considerada varia con el tiempo segin
la ley (42). La magnitud @ que figura en la ecuacién dife-
rencial (41) y en su solucién (42) se llama frecuencia de las

by 2n . s . .
oscilaciones, y T = - periodo de las oscilaciones. Si una mag-

nitud s efectia oscilaciones arménicas, al cabo de cada T
segundos sus valores vuelven a repetirse (véase el ejemplo 10).

Comparemos las ecuaciones diferenciales (23) y (41).
En la ecuacién (23) figura finicamente la primera derivada,
por esto se llama ecuacién de primer orden. La ecuacién (41)
es una ecuacién diferencial de segundo orden, puesto que en
ella figura la segunda derivada. Llamamos la atencién
sobre el hecho de que para resolver la ecuacién de primer
orden (23) s6lo habia que conocer el valor de 1a propia mag-
nitud v en el imstante inicial. En cambio, para resolver la
ecuacion de segundo orden (41) es preciso conocer el valor

en el instante inicial no s6lo de la propia magnitud s, sino
ds .

=+ Resumiendo, para resolver
una ecuacién diferencial de primer orden hay que conocer
el valor inicial de una magnitud, y para resolver una ecua-
ci6én diferencial de segundo orden, los valores iniciales de

dos magnitudes.

también el de su derivada

Advertimos que la solucién de la ecuacién (40) la obtuvimos par-
tiendo de razonamientos fisicos: ambas ecuaciones, (31) y (40), des-
criben el mismo fenémeno fisico y, por lo tante, deben tener-una
misma solucién, que expresa la ley del movimiento del péndulo.
Como es natural, este razonamiento no es més que una suposicidn,
y no una demostracién matematica rigurosa. Pero se puede demostrar
de un modo puramente matematico que las ecuaciones (31) y (40)
son equivalentes, es decir, que poseen una misma solucién: derivando
los dos miembros de la ecuacién (31) obtenemos la ecuacidn (40).
Y viceversa, de la ecuacién (40) se puede obtener la (31), pero para
esto hay que recurrir a la operacién inversa de la derivacién. Esta
operacion (llamada integracién) comstituye junto con la derivacién
la base de todas las matematicas superiores. Dar una explicacién mds
detallada dentro del marco de este pequefio libro seria muy dificil

Sin embargo, utilizando las férmulas (36) el lector puede hallar
con facilidad la segunda derivada de la funcién (42) y convencerse
de que esta funcién satisface la ecuacién (41).
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Veamos dos ejemplos tomados de la fisica que conducen
a la ecuacién de las oscilaciones arménicas.

CIRCUITO OSCILANTE

Consideremos un circuito oscilante, es decir, un circuito
eléctrico cerrado formado por una bobina y un condensador.
La bobina posee cierta inductancia (véase la pag. 32) y
cierta resistencia. Todo el circuito se puede representar en

Bobina
R L

Interruptor
Condensador

1
L]
FIG. 11

forma del siguiente esquema (fig. 11). Llamemos ¢ a la
cantidad de electricidad que pasa de una placa del condensa-
dor a la otra, e i a la intensidad de la corriente en el circuito.
(Suponemos que inicialmente el condensador tenia cierta
carga ¢o v que por la bobina pasaba cierta corriente iy;
nos interesa conocer coémo variaran después estas magnitu-
des). En este caso la caida de tensién en el condensador es

igual a %, donde C es su capacidad; la caida de tensién

en la bobina es igual a Lw -+ Ri, siendo R la resistencia y L,
la inductancia (véase (25)3. Segtn la segunda ley de Kirchhoff,
la suma de las caidas de tensién a lo largo de un circuito
es igual a cero, es decir,

Lw+ Ri44-=0. (43)

La magnitud i es la derivada de ¢ respecto de . Efecti-
vamente, si la cantidad de electricidad ¢ tuviera en los
instantes ¢ y ¢ - h los valores ¢; ¥ ¢+, en este intervalo
de tiempo pasaria por la seccién transversal del hilo conduc-
tor (en cualquier parte del circuito) una cantidad de electri-
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cidad igual a ¢;+n — ¢;. Por lo tanto, la intensidad media
de la corriente durante el intervalo de tiempo comprendido
entre £ y £ -} h seria igual a

_ Q44h— It
Im =~

De aqui, pasando al limite, obtenemos

c e Geh—4r _ dg
i=1im =L =—=,
h0 P de
d di
De las relaciones i = o Yy W= se deduce que w es la
. . d .
derivada de i = %, es dec1r, w es la segunda derivada de ¢:
_ 2
Tode

Asi, pues, la relacion (43) se puede escribir en la forma:.

AR L (44)

Esta ecuacién diferencial es méas complicada que la (41),
ya que en ella, ademdas de la incégnita g y de su segunda

d2q d
derivada —; =E figura la primera derivada o . No obstante,

no vamos a ocuparnos en resolver la ecuacmn (44) (véase
la nota de la pag. 56), sino que consideraremos solamente
el caso en que la resistencia R de la bobina es muy pequefa
(comparada con las magnitudes L y C) y podemos por esto

. ;o d .z
despreciar el término R E% en la ecuacién (44). Entonces
esta ecuaciéon toma la forma'

dtZ +—_:

o bien
d2 1
o+ g 1=0- (49)

La ecuacién (45) es, evidentemente, la ecuacion de las oscila-
ciones armonicas (véase (41)), siendo o la irecuencia de
estas oscilaciones en el circuito considerado

1

Vic’

W=




S4

y el periodo de las oscilaciones viene expresado por la férmu-
la

T =2aVIC.
La solucién de la ecuacién (45) tiene la forma (véase (42)):
¢
q:RCOS (—%__C‘_———(PO) ,

donde R y ¢, dependen de los valores iniciales, es decir, de
go v de io.

OSCILACIONES POR LA ACCION
DE LA FUERZA ELASTICA
DE UN RESORTE

Supongamos que de un muelle hay suspendido un peso
de masa m. Por la accién de la gravedad el muelle se alarga
un poco (hasta que su fuerza de tensién equilibre la de la
gravedad); en esta situacién el peso y el muelle pueden estar
en reposo (hallarse en equilibrio). Pero si sacamos el peso
de la posicién de equilibrio tirando de él hacia abajo, la
fuerza de tensién del muelle serd mayor que la de la gravedad
y su resultante estara dirigida hacia arriba. Si, por el con-
trario, trasladamos el peso a un punto que se encuentre
méas alto que la posicion de equilibrio, la resultante esta
dirigida hacia abajo. Por lo tanto, esta resultante «tiende»
a restituir el peso a la posicion de equilibrio.

Para simplificar nos limitaremos al caso del movimiento
del peso siguiendo una recta vertical: hacia arriba y hacia
abajo. Llamemos O a la posiciéon de equilibrio, 4, a la posi-
cion del peso en cierto instante y s, a la distancia O4. Como
sentido positivo en la recta vertical tomaremos el que va
desde el punto O hacia abajo, es decir, s se considerard posi-
tiva si el peso (punto A) se encuentra mas bajo que el punto
0, v negativa si estd mas alto que dicho punto. Las resultan-
tes de las fuerzas de gravedad y tensién del muelle la desig-
naremos por F, y la fuerza de resistencia del aire, por S§:
Vamos a suponer que sobre el peso no actfian més fuerzas
que F y S. De acuerdo con la segunda ley de Newton podemos
escribir:

ma=F 4 8§,
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donde a es la aceleracién del peso. La fuerza F que tiende
a restituir el peso a la posicion de equilibrio se hace tanto
mayor cuanto mas se desvia el peso s de la posicién de equi-
librio. Aceptamos que la fuerza F es directamente proporcio-
nal a la desviacion (elongacién) s, es decir, igual a la magni-
tud ks, donde % es un coeficiente de proporcionalidad. Esta
suposicién concuerda bien con los experimentos (cuando las
desviaciones de la posicién de equilibrio no son muy gran-
des). La magnitud k se llama rigidez del muelle. Si s es posi-
tiva (el punto 4 se encuentra més bajo que el 0), la fuerza
F esta dirigida hacia arriba, es decir, es negativa; en cam-
bio, si s es negativa, la fuerza F es positiva. En otros térmi-
nos, la fuerza F tiene signo contrario a la desviacidn s, es
decir,

F = —fs.
Para la fuerza S tomamos el mismo valor que antes (véase
(3)), es decir,
S = —bv.
De este modo obtenemos la siguiente ecuacién del movi-
miento del peso
ma = —ks — bv,

o bien
ma + bv + ks = 0. (46)
ds d2s .z 1.
Como v=—-y a= 47 » esta ecuacion se puede escribir
en la forma
d2s ds

La ecuacién (47) es andloga a la (44), que obtuvimos al
resolver el problema del circuito oscilante. Aqui no vamos
a resolver la ecuacién (47) (véase la nota de la péagina 56),
sino que s6lo estudiaremos el caso en que se puede despre-
ciar el valor de la fuerza de resistencia del aire (es decir,
cuando la magnitud b es muy pequefla comparada con las
magnitudes m y k). En este caso la ecuacién (47) toma la
forma:

d2s

k
=+ —s=0. (48)
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La relacién (48) es la ecuacién de las oscilaciones armoénicas

de frecuencia
]/' &
0= —
m

T=2nl/-']’?—.

La solucién de la ecuacién (48), de acuerdo con (42), tiene

la forma
s:Bcos(]/%t—(po) , (49)

donde R y ¢, dependen de las condiciones iniciales, es decir,
de s; v de v,.

Observacién. Para obtener la ecuacién de las oscilaciones
armoénicas, al estudiar las oscilaciones del péndulo y las
del peso colgado del muelle despreciamos las fuerzas de
rozamiento y de resistencia del aire, y al considerar el cir-
cuito oscilante prescindimos de su resistencia. Esto signi-
fica desde el punto de vista fisico que, con nuestras suposi-
ciones, no se produce ningin gasto de energia; desde el
punto de vista matematico esto se puso de manifiesto en
el hecho de que en la ecuacién diferencial se eliminé el
término que contenia la primera derivada. Como resultado
obtuvimos las oscilaciones armdnicas, es decir, unas oscila-
ciones que se repiten durante todo el tiempo, o sea, no
amortiguadas.

Pero, iqué ocurriria si al resolver los problemas antes
considerados se tuviera en cuenta la resistencia del aire
o la caida de tensién en las resistencias? Por ejemplo, ¢en
qué se diferencia la solucién de la ecuacidn (44) de la solucion
de la (45)? El calculo matemdatico (que no haremos aqui)
demuestra que la ecuacién (44) también describe un proceso
oscilatorio si R no es demasiado grande. Sin embargo, las
oscilaciones definidas por la ecuacién (44) se debilitan con
el tiempo; por esta razén se llaman oscilaciones amortiguadas.
Esto se explica en fisica por el hecho de que la energia de
las oscilaciones disminuye durante todo el tiempo, trans-
formandose en energia calorifica, ya que al pasar la corriente

y periodo
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por la resistencia R se desprende calor. Las oscilaciones del
péndulo también se debilitan paulatinamente, o sea, se
amortiguan, puesto que debido al rozamiento y a la resis-
tencia del aire la energia del péndulo se gasta poco a poco
en calentar el propio péndulo y el aire circundante. Pero si
la resistencia no es grande, durante un intervalo de tiempo
pequefio (por ejemplo, de varios periodos) las oscilaciones
amortiguadas difieren poco de las no amortiguadas (armé-
nicas). La amortiguacion se pone de manifiesto al cabo de
un intervalo de tiempo suficientemente grande. Si, por
ejemplo, un cuerpo muy pesado se cuelga de una cuerda y se
desvia levemente de su posicién de equilibrio, al cabo de
10—15 periodos la disminucién de la amplitud de las oscila-
ciones sera insignificante e inapreciable a nuestra vista.
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S6lo podremos obrservarla varios minutos después de comen-
zar las oscilaciones.

Para hacer la comparaci6on vamos a dar (sin deducirla)
la solucién exacta de la ecuacién (47). Consideraremos que
el valor del coeficiente & en la expresion de la fuerza de
resistencia del aire no es muy grande (concretamente,
b < 2 V mk). Entonces la solucién de la ecuacién (47) tigne
la forma:

s———Re——g’;‘—tcos(]/—:;——(%;)zt—cpo), (50)

donde R y @, se determinan por las condiciones iniciales.
De esta formula se deduce que s disminuye ilimitadamente
b

—t
con el tiempo (el factor e 2™ se hace cada vez menor al
aumentar ). En la fig. 12, a y b se dan las graficas de las
funciones (50) para distintos valores del coeficiente 2%.
Cuanto menor es zi

m

tiguacién de las oscilaciones. Comparense estos dibujos con
la grafica de las oscilaciones armoénicas (49) que se da en

la fig. 12,¢ (la formula (50) coincide con la (49) cuando % =

= 0).

Advertimos, ademaés, que si los valores del coeficiente b
son grandes (cuando b > 2V mk) la férmula (50) se susti-
tuye por otra. En este caso el cuerpo no pasard por la posi-
cién de equilibrio mas que una vez, y después se acercara
lentamente a esta posicion, pero halldndose todo el tiempo
mas alto o mas bajo que ella.

tanto mas lentamente se produce la amor-



OTRAS APLICACIONES
DEL CONCEPTO
DE DERIVADA

VALORES
MAXIMO Y MINIMO

Consideremos una magnitud variable y cuyo valor depen-
da de otra magnitud z. Cuando se dice que y depende de z
o0 que y es funcién de x, se entiende por esto que a cada valor
de z corresponde un valor completamente determinado de y.
Por ejemplo, el area de un circulo es funcién de su radio,
es decir, el area del circulo depende de la magnitud del
radio. El seno, el coseno, la tangente, etc., dependen de la
magnitud del dngulo, o sea, son funciones del angulo; estas
funciones se llaman trigonométricas.

Asi, pues, sea y una funcién de la magnitud z. Se nos
plantea el problema siguiente: hallar el valor de x para el
cual y toma su valor mdximo. Antes de resolver este proble-
ma introduciremos el importante concepto de campo de
definicién (o de existencia) de la funcién. Estudiaremos este
concepto en unos ejemplos.

Como primer ejemplo tomaremos la funcién siguiente.
Sea V el volumen de un kilogramo de agua a presién atmosfé-
rica normal y a la temperatura de #° (escala centigrada).
En este caso V depende de £, es decir, V es funcién de la mag-
nitud ¢. Es evidente que esta funcién viene dada inicamente
para los valores de ¢ comprendidos entre 0 y 100°. Porque
a presién atmosférica normal el agua no puede tener una
temperatura ¢ << 0° (puesto que se transforma en hielo)
o ¢ >100° (ya que se convierte en vapor). Por lo tanto,
la funcién V se considera determinada solamente para los
valores de ¢ que satisfacen las desigualdades ¢ = 0y # << 100,
De ordinario estas dos desigualdades se escriben juntas:
0 <Ct << 100. Quedamos, pues, en que la funcién V esta
determinada solamente cuando

0 < t << 100.

En otras palabras, el campo de existencia de la funcién V
estd constituido por los ndmeros que satisfacen la condicién
0 <<t << 100. Este campo de existencia se llama segmento
numérico, porque cuando se representan los ndameros sobre
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un eje numérico, todos los puntos que corresponden a los
nameros que satisfacen la condicién O <C ¢ <{ 100 llenan
todo un segmento de dicho eje. Los nimeros 0 y 100 se llaman
extremas o punios extremos del segmento numérico 0 < £ <C
< 100, y todos los demés numeros de este segmento se lla-
man valores interiores del mismo o puntos interiores. Todo
valor interior t, posee la propiedad de que en el segmento
numérico existen numeros menores que t, y numeros mayores
que ty. Los extremos del segmento no poseen esta propiedad.

Como segundo ejemplo consideraremos la intensidad de
la corriente i que pasa por un eircuito eléctrico (representado
esqueméaticamente en la fig. 3) al cabo de ¢ segundos de
haberlo cerrado. En este caso i es funcién del tiempo £. La
formula que se dio en la pagina 33 muestra como i depende
de ¢. (Para qué valores de ¢ existe la funcién i? Es evidente
que hasta el instante de cerrar el circuito, es decir, cuando
t << 0, no se observa en él ninguna corriente y, por lo tanto,
s6lo tiene sentido considerar la corriente i cuando ¢ > 0.
De este modo el campo de existencia de la funcién i estara
constituido por todos los nfimeros ¢ que satisfacen la condi-
cion ¢ == 0. Este campo de existencia (que se puede llamar
semirrecta numérica) tiene un punto extremo ¢ = 0; todos
los demds puntos son interiores.

Finalmente, como tercer ejemplo, estudiaremos la fun-
cion y = sen z. Esta funcién estd definida cualquiera que
sea el valor de z, es decir, el campo de existencia de esta fun-
cion es toda la recta numérica. Este campo de existencia
carece de puntos extremos.

Existen funciones cuyo campo de existencia es muy
complicado, pero nosotros examinaremos solamente aquellas
funciones para las cuales sirve de campo de definicién un
segmento numérico, una semirrecta o un eje numérico.

Volvamos a ocuparnos ahora del problema que teniamos
planteado, es decir, de hallar el valor maximo de una fun-
cién. ¢Puede una funcién tomar su valor méximo en un
punto extremo de su campo de existencia? Si, naturalmente.
Como ejemplo utilizaremos la funcién V, considerada ante-
riormente, que expresa el volumen de un kilogramo de
agua a presion normal y temperatura ¢°. Como el volumen
del agua aumenta al calentarse, estd claro que la funcién V
tendra su valor maximo cuando ¢ = 100°, es decir, en el
punto extremo de su campo de definicidn.
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La operacién de derivacién permite en muchos casos
resolver rapidamente el problema de hallar el valor maximo
de una funeién. Precisamente se cumple la siguiente propo-
sicion.

Suporngamos que y es funcién de la variable z. Si esta fun-
cién toma el valor mdximo en un punto interior x = a de su

. . . d
campo de existencia, en este punto la derivada E% se anula®.

Demostremos esta proposicién. El valor de y correspon-
diente al valor z (tomado del campo de existencia de la
funcién) lo designaremos por y,. Hemos supuesto que el
valor y,, que toma la funeién y cuando z = q, es el valor
méaximo, es decir,

Yo = Y (51)
para cualquier x (tomada del campo de existencia de la

.z . d . .
funcién). La derivada Ef—c viene determinada, cuando z = a,

por la relacién

dy r Yath— Ya

dz cuando x=a R0 ) (52)
Demostremos que esta derivada es igual a cero.

Primeramente vamos a aproximar % a cero déndole
valores positivos. Como el numerador y,+n — y, de la fun-
cion que figura detras del signo de limite satisface la desi-
gualdad y,1, — y, << O (véase (51)) y k> 0, dicha frac-
cién, en su totalidad, no serd positiva (es decir, sera nula
0 un ndmero negativo). Pero entonces tampoco podra ser
positivo el limite de esta fraccidn, es decir, la derivada (52)
no puede ser un nimero positivo.

Procedamos ahora a proximar 2 a cero dandole valores
negativos. En este caso, lo mismo que antes, Yo+pn — Yo < 0
(véase (51)), pero B << 0 y, por lo tanto, la fracciéon que hay
detras del signo de limite no serid megativa. Pero entonces
tampoco puede ser negativo el limite de dicha fraccién (es
decir, la derivada que nos interesa).

. d
De esta forma, el valor de la derivada d—ayc, cuando x = a,

no puede ser positivo ni negativo, por lo tanto, tiene que
ser igual a cero, que es lo que se queria demostrar.

) _* 8i dicha dorivada existe Hay funciones que
no tiepen derivada.
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En esta demostracién se ha aprovechado esencialmente el hecho
de que a es un punto interior del campo de existencia de la funcién.
En efecto, hemos dado a la magnitud & valores positivos y negativos,
de manera que a -+ & tomaba valores mayores que a y valores menores
que a.

Supongamos ahora que @ es un punto extremo En este caso en
el campo de determinacién s6lo existen valores mayores que a o valo-
res menores que a, es decir, la demostracién anterior es inaplicable.

Cuando el problema que se plantea es el de hallar el
valor minimo (y no el maximo) de una funcién, se pueden
hacer razonamientos totalmente anélogos. Como resultado
demostramos que si la funcién toma el valor minimo en un
punto interior de su campo de existencia, en este punto
también se anula la derivada de la funcién. Unificando los
casos de los valores méximo y minimo se obtiene el siguien-
te teorema, debido a Fermat®*.

Teorema. Si una funcién toma el valor mdximo (0 minimo)
en un punto interior de su campo de exisiencia, en este punto
la derivada de la funcién se anula.

En este teorema se basa la determinacién de los valores
maximos y minimos por medio de la derivacién. Tenemos,
pues, que hallar la derivada de la funcién que se considera
vy aquellos valores interiores del campo de determinacién
en los cuales dicha derivada se anula. El punto donde la
funcién toma el valor miximo (o minimo) debe buscarse
entre estos puntos (en los cuales la derivada se hace igual
a cero) o entre los puntos extremos del campo de existencia.

Ejemplo 11. A los extremos de un conductor (por ejemplo
de un aparato de calefaccién) estd conectada una bateria
cuya fuerza electromotriz es E y su resistencia, r. (Qué
resistencia debe tener el conductor para que reciba de la
bateria la potencia méxima?

Solucién. Llamemos R a la resistencia del conductor.
Entonces la resistencia total del circuito serd igual a R 4 r
y, por lo tanto, la intensidad de la corriente que pasa por
¢l tendra el valor

. E
= —R? .

*) Matematico francés del siglo XVII.
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La potencia que cede la bateria al conductor viene expresada
por la férmula W = iR, es decir,
2
W E2R

= (53)

Por consiguiente, el problema se puede plantear asi: icon
qué valor de R toma la funcién W, definida por la férmula
(53), el valor méaximo?

De campo de existencia de la funcién W sirve la semirrecta
R >0 (ya que la resistencia del conductor no puede ser

negativa). Hallemos la derivada aw

iR *
E2 (R4 h) _ E2R
_d_VV__MIIl (R—-|——h_|_r)2 (R—l—y)z B
dR = h-0 A —
i EPURAR) (R 12— R(R-hq )] _
h~0 h(R-+h+r)2 (R 1)
- r2— R2—Rh 2 R2 R
=1lim _

hoo B4 RFOEELTE ~ (REDE T (R

Para que la derivada %, es decir, la fraccion

r—R
(r--R)3

se anule es necesario que su numerador r — R sea igual a
cero, o sea, que R =r.

Asi, pues, la potencia W puede tomar su valor méiximo
cuando R = r o en el punto extremo R = 0 del campo de
existencia. Pero si R = 0 la potencia W también sera igual
a cero (este valor serd cl minimo, y no el maximo). Por lo
tanto, la potencia sé6lo puede tener su valor méximo cuando
R =r, es decir, cuando se cumple la condicion de que
la resistencia del conductor es igual a la resistencia interna
de la bateria.

¢Serd efectivamente maximo el valor de la potencia cuan-
do R = r? Cabe hacerse esta pregunta, porque hemos demo-
strado solamente que cnando R = r la potoncia puede tomar
su valor mdximo, pero esto no significa ain que sea asi
en efecto

No es dificil convencerse de que cuando R = r la poten-
cia W toma en realidad su valor méximo. En efecto, si
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R = 0, la potencia W también sera igual a cero, y si R es
muy grande, la intensidad de la corriente i serd muy pequeiia
y, por consiguiente, la potencia serd pequefia (puesto que
la caida de tension en los extremos del conductor no puede
ser mayor que ) Por esto estd claro que la potencia debera
alcanzar su valor maximo para cierto valor de R no muy
grande. Pero como la potencia debe tomar el valor maximo
(y puede tomarlo i#nicamente cuando R = r), estd claro que
si R = r obtendremos en efecto el valor maximo de la po-
tencia.

Ejemplo 12. Hay que hacer una caldera de vapor de
forma cilindrica y volumen V dado. Conviene que la super-
ficie total de esta caldera sea minima (si se cumple esta
condicién la cantidad de metal que se gaste en su construc-
ci6én serd la menor posible; ademés, cuanto menor sea la
superficie de la caldera, menos se enfriard ésta por contacto
con el aire circundante). Hallar las dimensiones 6ptimas
de la caldera.

Solucién. Llamemos R al radio de la base del cilindro
y h a su altura. Entonces

V = nR,
es decir,
12
h=—fz

La superficie del cilindro tiene el valor § = 2nR? + 2nRh,
es decir,

§=omp2 2. (54)

Tenemos que determinar con qué valor de R tomarad la
magnitud S (que depende de R, o sea, que es funciéon del

radio R) el valor minimo. Hallamos la derivada s,

iR
oy 2y
as o [2“(R+h)2+3+h “[2“32+”1T} B
R T % =
Wh
2y o
i 2 RN — g
= lim . -

=1lim [4n3+ 20th—

P R(R+h] CLEE
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as 3 rv
Igualando a cero la derivada ;7 hallamos que R = ]/Evfu
y, por lo tanto,

14 3 /4 377V
h=am =V %=2 ) 5 —2n
En otras palabras, la altura del cilindro debe ser igual a su
digmetro.

{Hemos obtenido en realidad el valor minimo posible
de la superficie del cilindro? De que esto es asi no es dificil
convencerse. En efecto, si los valores de R son muy grandes,
la superficie S también lo serd (ya que sera grande el valor
del primer término de la expresion de S (véase (54)). Cuando
los valores de R sean pequefios, la magnitud de la superficie
§ también serd muy grande (porque serd grande el segundo
término). Por consiguiente, para cierto valor (ni muy grande
ni muy pequefio) de R la magnitud S debera tener su valor

P . as .,
minimo. Pero como la derivada -z sblo se anula para un

valor de R, a este valor de R correspondera el drea minima
de la superficie del cilindro.

Nos limitamos a poner estos dos ejemplos. Si el lector lo desea
puede encontrar muchos problemas de este tipo en los libros de texto
o de problemas La solucién de algunos de estos problemas puede
recomendarse con la condicién de que no se prescinda de la parte final
de los razonamientos que hemos hecho, es decir, de la demostracién
de que en el punto hallado existe efectivamente el valor méximo o
minimo que se busca. En los cursos de matemAticas superiores se
estudian procedimientos mds perfectos que permiten determinar si
en el punto hallado toma efectivamente la funcién el valor méaximo
o minimo Ademé&s existen reglas para el cdlculo de las derivadas. Como
el autor no suponia que el lector conoce estas reglas, cn los cjemplos
puestos anteriormente las derivadas se hallan por cdlculos directos.

EL PROBLEMA
DEL TRAZADO
DE LA TANGENTE

Sea L cierta linea curva y M, un punto de ella. Conside-
remos el problema de trazar la fangente a la curva L por
el punto M, Anfe todo diremos unas palabras sobre cdmo
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se define en matemaéticas la tangente. Elijamos un punto M,
que se encuentre también en la curva L, y tracemos la recta
MM, que llamaremos secante, puesto que corta a la curva
L por lo menos en los dos puntos My y M. Si el punto M
se mueve por la curva L aproximandose al M, (en la fig. 13
se sefialan las posiciones sucesivas M, M', M", ... del
punto M), la secante MM girard alrededor del punto M.
Si al tender el punto M al M, la secante M M, girando;

F1G. 13

tiende a cierta recta MK, esta recta limite MK se llama
tangente a la curva L en el punto M,.

Supongamos ahora que la curva L se ha dibujado en un
plano, en el cual existe un sistema de coordenadas dado,
de manera que a cada punto M de la curva L corresponden
una abscisa z y una ordenada y. Designemos la abscisa del
punto M, por a (fig. 14) y la longitud del segmento N, N
por k. Entonces la abscisa del punto M sera igual a ¢ + h.
La ordenada del punto M, la designaremos por y,, y la
del punto M, por y,4n. El segmento MP tendra la longitud

MP = MN — PN = MN — MiNy = Yotn — Yas
y, por lo tanto, tendremos que

MP MP _ya+h"‘ya.

g £ PMoM = = - ==

(99)

Llamemos o al dngulo PM (K, es decir, al dngulo compren-
dido entre el eje de abscisas y la tangente. En este caso
al aproximarse el punto M al My, o sea, al tender a cero el
segmento NN = h, el dngulo PM,M se aproximara a a,
y la tangente del &ngulo PM,M se aproximard a g a.
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De esta forma, de la ecuacién (595), en el limite {cuando
h —> 0), obtenemos:

tgoc:lim Ya+th— Ya :i_.l{_
h>0 dz |cuando x=a

Por 1o tanto, la tangente del dngulo de inclinacion de la tan-
gente a la curva es igual al valor de la derivada de la ordenada
y respecto de la abscisa x cuando x = a,siendo o la abscisa
del punto de contacto.

Y

9
;%
AN

FI1G. 15

Ejemplo 13. Consideremos una sinusoide (fig. 15), es
decir, una curva entre cuyas abscisa y ordenada existe la
relacion

Yy = sen z.

iComo se puede trazar la tangente a esta curva en un deter-
minado punto M, cuya abscisa es a?

Ya sabemos cémo se halla la tangente del angulo de
inclinacién de esta recta:

d
= — SeN T =c0sa

d
tg o == il ’)
z cuando x=a

dz cuando x=a
(véase (36)). Por lo tanto, para trazar la tangente debemos
hallar el cos ¢ (lo que es muy facil, puesto que conocemos
el segmento M Ny =y = sen a) y trazar la recta MK
de manera que tg o = cos a. Por ejemplo, si @ = 0, obte-
nemos que tg & = cos 0 = 1, es decir, la tangente a la sinu-~
soide en el origen de coordenadas forma con el eje de abscisas
1 1

p n . . n 1
un dngulo . Sia= 3 tenemos que tg o = cos 5 = 5,
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de donde valiéndonos de tablas hallamos que el 4ngulo «
que forma la tangente a la sinusoide con el eje de abscisas
es aproximadamente igual a 26°34'.

SIMULACION

Hemos visto como fenémenos fisicos distintos, que a pri-
mera vista no tienen nada de comun, pueden describirse
por ecuaciones diferenciales iguales. Asi ocurria con la caida
del cuerpo en un medio que oponia resistencia, con la cone-
xién de la corriente y con la desintegracién radiactiva. Asi
ocurri6 también con los tres problemas conducentes a las
oscilaciones armoénicas. Pero si dos fenémenos se describen
por una misma ecuacién, la solucién de esta dltima descri-
bird uno y otro fenémeno. En otras palabras, los fenémenos
se desarrollan de igual forma (o sea, los valores de las corres-
pondientes magnitudes fisicas variardn de igual modo). Por
esto, por ejemplo, las ondas electromagnéticas en un circuito
las podemos estudiar observando las oscilaciones de un
péndulo, y viceversa. Esta idea tan sencilla resulta ser
extraordinariamente importante.

Supongamos que teniendo el proyecto de una méquina
complicada queremos comprobar si esti bien calculada.
Construir la maquina requiere mucho tiempo y resulta caro,
pero es preciso convencerse de antemano de que el proyecto
estd bien hecho. En este caso se plantean las ecuaciones de
los movimientos que tienen lugar en la maquina (ecuaciones
que suelen ser diferenciales). Resolviendo estas ecuaciones
conoceremos, como es natural, cémo funcionard la méquina
y si sstd bien calculada. Pero con frecuencia resulta mas
facil hacer lo siguiente. Se construye otro aparato (por
ejemplo, un cireuito eléctrico) que puede ser descrito por
ecuaciones diferenciales idénticas a las que definen el proyec-
to de la maquina. Si esto se logra, basta analizar el comporta-
miento del aparato construido para saber cémo funcionara
la méquina que se trata de hacer. Este aparato es, por con-
siguiente, un modelo o simulacro de la méquina. Semejante
«simulaciény estd basada también en la aplicacién del
concepto de derivada, ya que para construir un modelo
correcto hay que conocer las ecuaciones diferenciales con
que se describe el trabajo de la maquina que se estudia.



CONCLUSION

Los conceptos de derivada y de ecuacion diferencial
hallan aplicaciones extraordinariamente amplias en mate-
méticas, fisica, astronomia y técnica. Del estudio de las
propiedades y de la aplicacién de estos conceptos se ocupan
las llamadas «matematicas superioresy. Aunque es de lamen-
tar, en el marco de este pequeiio libro hubiera sido muy
dificil explicar las ideas que sirven de fundamento a la
definicién de la operacién llamada integracion*, la cual es
en cierto sentido la operacién inversa de la derivacion y jun-
to con ella sirve de base a las matematicas superiores.

Conviene llamar la atencién del lector sobre el hecho de
que los conceptos de las matematicas superiores, y en parti-
cular el de derivada, a que hemos consagrado este libro,
no estan al margen de la vida, sino que son el reflejo matemd-
tico de los procesos que tienen lugar en la naturaleza (en parti-
cular, de la velocidad del movimiento mecénico). Estos
conceptos se desarrollaron histéricamente a partir de aquellos
problemas que la vida planteé, en primer lugar, de las
necesidades de la mecdnica (problema de la determinacién
de la velocidad de un movimiento) y de la geometria (prob-
lema del trazado de la tangente). F. Engels escribia: «Como
las demés ciencias, las matemdticas surgieron de las necesi-
dades del hombre». Este criterio también se refiere total-
mente a las matematicas superiores. El concepto de derivada,
creado con motivo del estudio del movimiento de los cuerpos
y de la variacién de las magnitudes, refleja de por si este
movimiento, puesto que se refiere a una magnitud variable.
«El punto de viraje en las mateméticas fue la magnitud
variable cartesiana. Gracias a esto entraron en las mateméa-
ticas el movimiento y la dialéctica, y gracias a esto mismo
se hizo inmediatamente necesario el cdlculo diferencial e inte-
gral, cuyos rudimentos pronto fueron sentados y que en
conjunto fue concluido, pero no descubierto, por Newton
y Leibniz» (Engels).

Asi, pues, los conceptos de las matemdaticas superiores
surgieron de las necesidades del hombre y, en primer lugar,

*) Véase el libro de I. P. Natansén, «Suma de
magnitudes infinitesimales».
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con motivo del estudio del movimiento mecinico de los
cuerpos. Pero en la naturaleza existe no sélo la forma meca-
nica del movimiento. Los investigadores descubren continua-
mente nuevas leyes de la fisica y ante los matematicos se
plantean los problemas de describir los fendémenos y las
formas de movimiento recién descubriertas. Las teorias
fisicas creadas dltimamente (teoria de la relatividad, fisica
cuantica, teoria del nicleo) exigen el desarrollo de un nuevo
formalismo matemAtico. Algunas ciencias matematicas han
nacido durante los #ltimos decenios. Las matemdticas no
son una ciencia al margen de la vida, sino una ciencia ligada
a la vida que se desarrolla a la par que nuestros conocimientos
del mundo fisico.
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